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SUR  LE  NOMBRE  DES  RACINES 
COMMUNES  A  PLUSIEURS  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


La  reckcrclie  du  nombre  des  racines  communes  à 
plusieurs  équations  simultanées  a  fait  autrefois  Tobjet 
des  travaux  de  Cauchy,  et  de  Liouville  et  Sturm.  Plus 
récemment  M.  Kronecker  a  rencontré  aussi  cette  ques- 
tion dansées  profondes  recherches  sur  les  caractéristi- 
ques des  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
(MonéiLsberichte,  1869).  Je  viens  de  traiter  ce  problème 
dans  mon  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences;  un  résumé 
de  la  Leçon  que  j'ai  faite  à  ce  sujet  pourra  peut-être  in- 
téresser les  lecteurs  de  ce  Recueil.  Nous  allons  nous 
borner  aux  cas  de  deux  et  de  trois  équations  simulta- 
nées; l'extension  de  la  méthode  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  ne  présenterait  aucune  difficulté. 

i .   Soient  d'abord  les  deux  équations 

Fi  et  F2  étant  des  fonctions  continues  de  x  et  y  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  une 
certaine  région  du  plan.  Soit  dans  celte  région  une 
courbe  fermée  C;  je  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  sur  cette 
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courbe  de  point  correspondant  à  une  solution  commune 
aux  deux  équations  précédentes. 
Je  considère  l'intégrale  curviligne 


'XtZ  J 


Pdr-hqdv, 


prise  le  long  du  contour  C  et  dans  le  sens  direct,  c'est- 
à-dire  en  ayant  à  sa  gauche  Taire  enveloppée.  On  a  posé 


P  = 


Fa 


dx 


F, 


dF, 


FJ. 


Ff-f-F|  ^ 

Un  calcul  immédiat  montre  que  l'on  a 


F| 


ày 


dx 


On  en  conclut  de  suite,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  que  l'intégrale  sera  nulle  si  P  et  Q  sont  continues 
à  l'intérieur  de  C,  c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  de  racine 
commune  aux  deux  équations  à  l'intérieur  de  ce  contour. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ail  à  l'inlérieur  de  C 
un  point  A  correspondant  à  une  racine  commune  aux 
deux  équations.  Au  lieu  de  calculer  I  en  intégrant  le 
long  de  C,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  courbe 
quelconque  entourant  le  point  A.  Or  prenons  ce  point 
pour  origine,  et  développons  Y \  et  F2  d'après  la  formule 
de  Taylor 

Fî(^»7)=  <^\x  -h  ôjj'  -f- . . . ; 

je  dis  que  l'intégrale  ne  changera  pas  de  valeur,  si  nous 
réduisons  F<  et  Fa  à  ses  termes  du  premier  degré.  En 
edet,  concevons  qu'on  intègre  le  long  d'un  cercle  de 
rayon  p  ayant  A  pour  centre;  nous  aurons  dans  l'inté- 
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grale  I  un  terme  indépendant  de  p,  cl  une  partie  deve- 
nant infiniment  petite  avec  p.  Le  terme  indépendant 
de  p  n'est  autre  que  l'îiilégrale  I  où  F{  et  F2  sont  rem- 
placées par 

a|X-4-6ij     et     ciix-hbiy; 

ia  seconde  partie  doit  disparaître,  puisque  l'intégrale  ne 
dépend  pas  de  p. 
Nous  avons  donc 

.  __   D     r  X  dx — y  dx 

~  2ir  Je  [(aia:-h6,^)»-|-(a,a7-^6,7)«]  ' 
où 

«1     *i 


a,     6, 

Nous  devons  par  suite  calculer  la  valeur  de  l'intégrale 
précédente  le  long  d'une  courbe,  d'ailleurs  quelconque, 
enveloppant  une  fois  l'origine.  Pour  faire  rapidement 
le  calcul,  intégrons  le  long  de  l'ellipse 

(E)  (ai3:-+-ft,7)«4-(o,r-+-ftî7)«=i. 

En  désignant  par  a  et  ,3  les  angles  faits  par  la  nor- 
male extérieure  à  la  courbe  avec  les  axes  Ox  et  Ojk, 
nous  avons  d'ailleurs  d'une  manière  générale,  en  dési- 
gnant par  ds  l'élément  d'arc  essentiellement  positif, 

dx  =•  —  rftfcosp,         û(^  = /i!s  cos a  ; 

l'intégrale  devient  donc 

D     C 
1=  —    f  (arcosa -^j' cosP)  c^5, 

ou,  en  appelant  r  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de 
l'ellipse  à  l'élément  ^5  et  <p  l'angle  aigu  fait  par  ce  rayon 
vecteur  avec  la  normale 


'XT.J 


r  cos'^  ds. 
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Mais  il  est  manifeste  que  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  second  membre  représente  le  double  de  Taire  de  l'el- 
lipse. Or  on  trouve  de  suite  que  Taire  de  Tell ipse  repré- 
sentée par  Téquation  (E)  est  égale  à 

TÔT' 

en  désignant  par  |D|  la  valeur  absolue  de  D.  On  a  donc 

et,  par  suite,  I  =  li:  i ,  suivant  que  D  est  positif  ou  né- 
gatif. 

Quant  à  D,  ce  n*est  autre  chose  que  la  valeur  du  dé- 
terminant fonctionnel 


dF, 

dF, 

dF, 

<fx 

dF, 

ày 

au  point  A.  Dans  le  cas  donc  où  il  y  a  à  Tintérieur  de  C 
une  seule  racine,  la  valeur  de  Tintégrale  I  sera  dzi, 
suivant  que  le  déterminant  fonctionnel  de  Y^  et  F2  au 
point  A  est  positif  ou  négatif. 

S'il  Y  «  à  Tintérieur  de  C  un  nombre  quelconque  de 
racines,  on  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
théorème  suivant  : 

La  valeur  de  l  est  égale  à  la  différence  entre  le 
nombre  des  racines  contenues  dans  C.  pour  lesquelles 
le  déterminant  fonctionnel  est  positif  y  et  celles  pour 
lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  est  négatif 

II  est  clair  que  nous  avons  exclu  de  notre  analyse  le 
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cas  où  pour  une  racine  le  déterminant  fonctionnel  serait 
nul,  c'est-à-dire  le  cas  des  solutions  multiples. 

Remarquons  encore  que  le  tliéorème  précédent  aurait 
pu  être  établi  plus  rapidement,  puisque  Ton  peut  écrire 


'=iiX''(""'''"^ft)' 


mais  j'ai  voulu  suivre  une  marche  entièrement  'ana- 
logue à  celle  dont  je  vais  faire  usage  pour  le  cas  de  trois 
équations. 

2.  Soient  maintenant  les  trois  équations 

et  S  une  surface  fermée  limitant  un  certain  volume.  Je 
considère  Tinlégrale  suivante  étendue  à  la  surface  F 

1  =  7—   /  /  A  dy  dz  -h  B  dz  dx  -\- C  dx  dy, 


A: 


F, 

ày 

ds. 

F, 

dF, 

ày 

àz 

F, 

<JF, 

dz 

B  = 


(FfH 
F, 

F, 

F3 

(FjH 


-F|  +  F|)« 

ày       dz 

ôy       dz 

àF^     dFj 
ôy       dz 

•F|  +  F|)* 
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c  = 


(    to) 

*       dx       dy 


(FJ- 


Fî)^ 


On  vérifie  facilement  cjue,  quelles  que  soient  les  trois 
fonctions  F< ,  Fa  et  F3,  011  a  Tidentilé 


dx 


àz 


Par  conséquent,  d'après  une  proposition  bien  connue, 
rintégralc  I  ne  change  pas  quand  on  déforme  la  sur- 
face d'intégration  S  sans  rencontrer  de  points  où  A,  B 
et  C  cessent  d'être  continus.  II  en  résulte  que  l'inté- 
grale I  sera'nulle,  s'il  n'y  a  pas  de  racines  communes 
aux  trois  équations  à  Tîntérieur  de  S. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  à  l'intérieur  de  S 
un  point  A  correspondant  à  une  racine  commune  aux 
trois  équations.  Au  lieu  de  calculer  I  en  intégrant  le 
long  de  S,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  surface 
quelconque  entourant  le  point  A.  Or  prenons  ce  point 
pour  origine,  et  développons  Fi,  Fj,  F3  d'aprèff  la  for- 
mule de  Taylor 

Fi(^»7,  «)=  «i^ -♦- ^i7 -•- ci-s -f-. . ., 
F2(^, r,  ^ )  =  «iar -H  6j^  4- Ct-s -h. . . , 
^^{^x,y,z)z=za^x-^rh^y-^c^z-^..,. 

Nous  montrerions  ici,  comme  plus  haut,  que  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur,  si  nous  réduisons  F| , 
F2  et  F3  à  ses  termes  du  premier  degré.  L'intégrale  I 
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devient  alors 


■■¥/( 


en  posant 


(  '•  ) 

xdy  dz  -^  y  dz  dx  -\-  z  dx  dy 


\{a^x-^b^y-^c^zf 

1 
H-(^4;r-i-6i7-i-c,z)»-+-(a3r-+-687-+-Cj5)*]* 


D  = 


ai     bx     C] 
a,     Aï     cj 

«8       ^J       C3 


qui  est  supposé  essentiellement  dittérent  de  zéro. 

En  désignant  par  a,  j3,  y  les  eosinus  des  angles  faits 
parla  normale  extérieure  à  la  surface  d'intégration  avec 
les  axes  de  coordonnées  et  en  appelant  d^  l'élément 
essentiellement  positif  de  la  surface,  nous  devons  poser 

dy  dz  =  cosa  c^j,         dz  dx  =■  cos  p  dfSy        dx  dy  ^  cos y  d^. 

Si  donc  nous  intégrons  le  long  de  rdlipsoïde  E 

(E)   \  (^î^-+-^ir-^<^i'2)*-t-(«i^'+-^j7  +  <?î'5)î 

(  -f-(a3a'-+-637-i-CjZ)»=i, 

l'intégrale  deviendra 

1=  ^ —    /   /  (arcosa -f-^cosp -t- ^  cosy)  rf^j 

ou,  en  appelant  r  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de 
l'ellipsoïde  à  l'élément  rfo-,  et  cp  l'angle  aigu  fait  par  le 
rayon  vecteur  avec  la  normale. 


^yjrcosçrf,. 


Mais  l'intégrale  double,  qui  figure  dans  le  second 
membre,  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  pyramides 
élémentaires  de  sommet  A  et  de  base  rf<r,  et  par  consé- 
quent égale  à  trois  fois  le  volume  de  relHpsoïde  E.  Or 
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011  trouve  sans  peine  que  le  volume  de  (E)  est  égal  à 

t 

|D|' 
par  suite,  on  a  encore  l'égalité 

D 


1  = 


|D| 


et  nous  arrivons  finalement  au  même  énoncé  ijue  pour 
le  cas  de  deux  équations  : 

L'intégrale  I  est  égale  à  la  différence  entre  le 
nombre  des  racines  contenues  dans  S,  pour  lesquelles  le 
déterminant  fonctionnel 


<JF, 

dF, 

<)F^ 

'dr 

àr 

dz 

dF, 

dF, 

,n\ 

Ar 

ày 

Oz 

dFa 

dF, 

OF, 

(te 

ày 

>i3 

est  positif,  et  celles  pour  lesquelles  ce  déterminant  est 
négatif. 

On  voit  le  rôle  important  joué  par  le  signe  du  déter- 
minant fonctionnel;  c'est  seulement  quand  ce  détermi- 
nant aura  un  signe  invariable  à  Tintérieur  de  S  que 
les  considérations  précédentes  donneront  le  nombre 
exact  des  racines.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  cas  de 
deux  équations 

si  F<  -h  iF'2  est  une  fonction  analytique  de  x-hiy^  le 
déterminant  fonctionnel  sera  une  somme  de  carrés;  on 
aura  donc  exactement  par  Tinlégralc  I  le  nombre  des 
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racines  situées  dans  un  contour,  et  l'on  retombera  ainsi 
sur  le  théorème  de  Cauchy. 

Pareillement,  étant  données  les  deux  équations 

où  P  et  Q  désignent  cette  fois  des  fonctions  analytiques, 
uniformes  et  continues  des  deux  variables  complexes  x 
et  jr  (nous  posons  x=3cf'^ix"^j'=j'-\-iy'^)^  ces 
deux  équations  reviennent  aux  quatre  équations  réelles 

Pi(ar',;r',y,y-)=o, 

Qi(^',ar%/,y)=o, 
Q,(ar',a7',y,y)=:o, 

et  Ton  pourra  représenter  par  une  intégrale  définie  le 
nombre  des  racines  communes  k  ces  quatre  équations^ 
correspondant  à  des  points  situés  h  Tinlérieur  d'une 
surface  S  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (x',  xf\y'^y^)\ 
le  déterminant  fonctionnel  des  quatre  fonctions  P  et  Q 
a  en  effet  un  signe  invariable. 


NOTE  SDR  L4  OVESTION  DE  MÉCANIQUE 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  DAGRÉGATION  EN  1887; 

Par  m.  de  SAINT-GERMAIN. 


Extrait  d'une  Leltre  adressée  à  M.  RoucIié. 


Puisque  vous  avez  bien  voulu  me  dire  que  je  pourrais 
être  utile  à  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  en 
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leur  indiquant  une  solution  du  problème  de  Mécanique 
proposé  à  TAgrégalion  en  1887,  j^  ^®'*  montrer  qu'on 
peut,  par  la  voie  la  plus  naturelle,  arriver  à  cette  solu- 
tion et  la  pousser  aussi  loin  que  le  permettent  d'ordi- 
naire les  problèmes  sur  le  mouvement  des  systèmes 
matériels. 

Soit  S  un  cône  drott,  homogène,  dont  le  sommet  O 
est  immobile  et  dont  chaque  élémeui  m  est  attiré  vers  un 
point  fixe  F  par  une  force  égale  au  produit  de  sa  masse 
par  sa  distance  au  point  F  et  par  une  constante  o)^;  la 
hauteur  OH  du  cône  est  égale  à  a,  le  rayon  de  base  à  aa, 

8 
OFà  -z  a;  eniin,àrinstant  initial,  Tangle  FOH  est  droit 

et  S  animé  d'une  vitesse  de  rotation  (oy^2  autour  de  la 
bissectrice  de  cet  angle.  On  demande  de  déterminer  le 
mouvement  ultérieur  du  cône  et  la  réaction  du  point 
fixe;  OM  étant  l'axe  représentatif  de  la  rotation  instan- 
tanée, montrer  que  le  point  M  décrit,  dans  le  cône  et 
dans  l'espace,  deux  herpolhodies  et  chercher  les  quadri- 
ques  correspondantes;  indiquer  la  position  relative  des 
cônes  lieux  de  l'axe  instantané  dans  le  solide  S  et  dans 
l'espace. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes,  OX|,  OY|, 
OZ|,  dont  le  dernier  est  dirigé  suivant  OF,  et  trois  axes 
OX,  OY,  OZ  liés  invariablement  au  cône,  OZ  étant  di- 
rigé suivant  OH.  Nous  chercherons  d'abord  les  moments 
d'inertie  A  et  C  de 'S  par  rapport  à  OX  ou  OY  et  par 
rapport  à  OZ  :  £  étant  la  densité  du  cône,  [jl  sa  masse, 
on  trouve  bii*n  aisément 

/"  /  iz^  \  8  () 

.  C  =    /     iTzzz^  ^^-^  fiz  -  A: 
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celte  égalité  simplifiera  beaucoup  les  résultats  que  nous 
devons  obtenir. 

D'autre  part,  les  attractions  qui  s'exercent  suivant  la 
loi  donnée  ont,  comme  on  sait,  une  résultante  R  appli- 
quée au  centre  de  gravité  G  du  cône  et  égale  à  [jlco^GF. 
Nous  définirons  la  position  du  solide  à  l'aide  des  trois 
angles  d'Euler  6,  t{;,  cj>.  Le  couple  qu'on  introduit  en 
transportant  R  parall^enent  à  elle-même  au  point  O  a 
son  axe  K  dirigé  dans  le  plan  des  x^y^y  faisant  avec 
OX,  l'angle  180" -4-  if  et  égal  à 

fjLwîGFxOFsinGFO 

=  {jia>«OF  X  OGsinGOF==  -  [Jito)»a«sine. 

Il  est  facile  de  trouver  les  projections  de  Taxe  K  sur 
les  axes  mobiles  et  de  former  les  équations  d'Euler  :  en 

les  divisant  par  -z  [jLw'a*,  elles  deviennent 

(i)     -7-=  —  oi'sinOcosç,  -^  =  w»sinO  smçp,  —  =  o. 

La  dernière  donne  immédiatement,  eu  égard  aux  con- 
ditions initiales, 

(2)  r  =  a>.  • 

Pour  obtenir  d'autres  intégrales,  je  rappelle  les  rela- 
tions qui  existent  entre  p^  <jr,  r  et  les  dérivées  des  angles 
d'Euler, 

^=sin6sincp  -^H-cos(p^, 


d^  rfO 

(3)  <  y  =  sin6  cos<p -tî-  —  sm© -^) 


d^  ft  d^ 


Cela  posé,  éliminons  w*  entre  les   deux    premières 
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équations  (i)  : 


(  >6) 

dp  dq 

SI  n  ©  -7-  -h  cos  9-^  =  0; 
^  at  at 


multiplions  par  sinO  ^f  et  intégrons  par  parties;   nous 
aurons 

sinO(/>sincp-+-  q  coscp) 

—  /  (/>sinç-h  gr  cos©) cos 6  rfO 

—  /(/?  coscp  —  y  sintp)  sinOrfç  =  const. 
ou,  en  remplaçant  p  cl  q  par  leurs  valeurs  (3), 

sin*6  -r^  —   /  sinO  (  cosO  --i  h-  -î  )  dO  =  const., 
di       J  \  dt        dt  J 

le  coefiicient  de  sîn8  rfô  est  égal  à  r  ou  à  o>  et  Ion  a,  en 
intégrant, 

d^ 

(4)  sin*6 -3^ -I- cDcosô  =  (ji. 

Ajoutons  enfin  les  deux  premières  équations  (i)  après 
les  avoir  multipliées  par  2/7  et  iq 

dp  dq 

ip  ~  -^  'xq  -/■  =  —  2to*sinO(y?cos<p  —  q  sin  cp) 

=  —  210*  smO  -5-; 
at 

l'intégrale  est,  en  tenant  compte  des  données  initiales, 

d^i  rf«l« 

(5)  /?«H-yî=  —  +sin«ô  ^  =  w»(i4-2cos0). 

On  eût  pu  écrire  directement  les  intégrales  (2),  (4) 
et  (5);  les  deux  premières  expriment  que  les  projec- 
tions de  l'axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement 
sur  OZ  et  sur  OZi  sont  constantes;  et,  en  effet,  d'après 
une  remarque  de  M.  Resal,  la  vitesse  de  l'extrémité  de 
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cet  axe  est  représentée  par  K,  perpendiculaire  sur  OZ 
et  sur  OZ|  ;  Tintégrale  (5)  est  celle  des  forces  vives,  le 
travail  de  R  étant,  comme  on  sait, 


1       j 

[(GF)o'- 

_Gf']=  1  fi.a«to2 

cosô. 

DeT 

équation  (4)  nous  tirerons 

(6) 

dt 

CD 

~  i-f-cosO* 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  (5),  nous  aurons 
,    ^  ^*  .  cosO(gt -4- cos6) 

(->  s.i-'-* r?;; — 

cos*  -  0 

Si  Ton  pose  sin  -  6  =  -->  on  peut  tirer  de  cette  équa- 
tion 


sin  -  6  =  -~  cos  am  (  a>  M  /  -  )  (  mod  -;=  )  : 

a  i/a  \      V    a/  \  i/3/ 


inaisy  sans  recourir  aux  fonctions  elliptiques,  on  peut 
conclure  des  équations  (6)  et  (7)  que  8  décroit  d'abord 

depuis  -  jusqu'à pour  revenir  à  -,  et  ainsi  de  suite, 

tandis  que  i(  croit  constamment  et  sans  limite.  Sur  une 
sphère  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  a  pour 
rayon,  le  lieu  du  point  H  sera  une  courbe  formée,  en 
général,  d'une  infinité  de  boucles  tangentes  au  grand 
cercle  situé  dans  le  plan  des  x^j^  et  s' entrecoupant  au 
point  qui  est  sur  la  partie  positive  de  OZi. 

L'équation  (2)  et  la  dernière  des  équations  (3)  don- 
nent 

cfo  t.d^  cii  d^ 

-  »    =  a>  —  CO56  -p-  = =  --I; 

dt  dt        \-\-  cosô        dt  ' 

Ann.  de  Mathémat.^  3*  série,  l.  VIII.  (Janvier  1889.)  2 
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(  '8) 
on  peut  choisir  les  axes  de  sorte  que  ^  et  f^  s'annulent 
pour  t  =  o;  ces  deux  angles  seront  constamment  égaux, 
ce  qui  achève  de  nous  faire  connaître  le  mouvement  du 
cône. 

II  s'agit  de  calculer  la  réaction  E  exercée  par  le  point 
fixe.  Soit  J  Taccélération  du  centre  de  gravité;  les  forces 
extérieures  R  et  E  ayant  pour  résultante  J[jl,  on  en 
pourra  conclure  la  projection  de  E  sur  un  axe  quelconque. 
Je  chercherai  les  composantes  de  E  :  i°  suivant  la  traceOU 
du  plan  OXY  sur  OX^  Y|  -,  2°  suivant  la  droite  OV  per- 
pendiculaire à  OU  dans  le  plan  des  xy^  3®  suivant  OZ; 
c'est  celles  qu'on  calculera  le  plus  facilement  si  l'on  se 
rappelle  les  formules  de  Rivais  qui  expriment  les  com- 
posantes de  l'accélération  d'un  point  x,  j^  z  d'un  solide, 
savoir  : 

1  /  K         m  d.r  dp 

ly-=q{pT  -^qy^  rz)-  w^y  ^x  ~  -  z  ^, 

J-  =  r(px  \-qy-^  rz)—w^z-^y-£  ^x  -£' 

Remplaçons  x^  j^  z  par  les  coordonnées  o,  o,  -  a  du 

4 

point  G,  ^>  -^i^  57  P^**  leurs  valeurs  (i),  /;,  9,  /-  par 

leurs  valeurs  (3)  et  supposons  cp=  o  :  nous  aurons  les 
projections  de  l'accélération  du  point  G  sur  OU,  OV, 
OZ: 

t\  fit 

1  3  -a/  ^^\ 

J.  =  -~  -j  a  {  —~  ^  sinîfj  -\  ). 
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Les  projections  de  R  sont 

R«  —  o, 

g 

R,  =  fxtt)»a  (  -  cos 6  —  -  j  • 

On  trouve,  en  définitive, 

c.  t        D         3  rfO        3       ,     /cos«9  -hacosô 

E„=  fiJ«—  Rtt=  7  H-^w  5ï  ~  i  K"*  a > 

cos  -  0 

7. 

tiw*  a  sin  0  2-^17  cos  0 
fc^  = r—  1 

ao  1-4-  cosO 

E-  = Li(i>>a  cos  6, 

10  ^ 

fît  la  discussion  de  ces  formules  n'offre  pas  de   difli- 
cultes. 

Considérons  maintenant  Taxe  OM  qui  représente  la 
rotation  instantanée  w  de  S  et  cherchons  le  lieu  Y  du 
point  M  dans  le  cône.  Les  coordonnées  relatives  de  ce 
point  sont  p^  Çj  r  :  r  restant  égale  à  (o,  la  ligne  V  est 
située  dans  un  plan  II  qui  coupe  orthogonalement  OZ  en 
un  point  fixe  Pà  la  distance  o)  de  Torigine;  faisons 
PM  =  p,  ]VIPMo=  ^  et  cherchons  comment  varient  ces 
coordonnées  avec  le  temps.  On  a  d'abord 

pi  =  pt-i-qi=  —  -+-sin«e  ^  =a>»(i-h2COse), 

(8)  cose= — -. 

DifTérentiant  la  valeur  de  p^,  élevant  au  carré  et 
tenant  compte  de  l'équation  (7),  on  a 

p'  -j-^  =  tu*sin*6  -j-^  =  ai*(T—  cos6)cos6(i  ^  2  cos6) 
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ou,  vn  remplaçant  cosQ  par  sa  valeur  (8), 

(9^  P'%  l(p«--tu«)(pî~3«»«)(p'--3^*)- 

D*auU*t*  pari,  en  vertu  des  équations  (i),  (3),  (6),  on 
9k y  pour  le  double  de  la  vitesse  arëolaire  du  point  M, 

.  (i\  dtf  dp         ^  ,   ^        , 

p*  /)     .'  —  q   /    —  «>*sin0(/>sino -»- y  coso> 

lit 
remplaçant  encore  eosft  par  sa  valeur  (S  ),  il  vient 

M.  l>àrbou\  a  montre  que  la  forme  des  équations  (9) 
et  ^lo"^  est  caractéristique  :  elles  détinissent  le  mouve- 
ment d*utt  point  qui  décrit  une  herpolhodie.  dans  Tac- 
iv^aii>u  générale  du  mot.  Soit  un  mouvement  de  Potnsot 
detiui  par  les  év|uatioas 

le*  auautUes  ^  —  »  ^  ^  ont  des  valeurs  constantes 
^,  ^  *s  et  la  quadîMque 

-^         >s        js 

touche  un  plan  lîxe  aux  divers  poiuts  Je  I  herpoIIi.Miie 
correspondante;  !»•*  variations  des  coorJt^nnees  3.  À  du 
Pv»irtt  Je  v.v«:at't  <init  ■i.ni'iet'<  ^>ar  les  e^juati-ms 

•  '   '  .      *  '"  -•-         "  •_       "" 
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où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

m  =  -  ^  {ag^~  h){bg^-  h){cg^-k). 

Il  suffit  d'identifier  les  dernières  aux  é(|uations  (9)  et 
(10)  pour  avoir 

a= — 20)',  6  =  0,  c  =  2a>'. 

La  quadrique  qui  correspond  à  Pherpolliodie  V  se 
réduit  donc  à  un  liyperboloïde  à  deux  nappes  infini- 
ment aplati  et  la  polkodie  est  un  arc  de  Tliyperbole 
équilatère  représentée  par  l'équation  z^ — a:^=  2(0^. 
L'équation  de  Therpolliodie  V  s'obtient  en  éliminant  ^^ 
entre  les  équations  (9)  et  (10)5  la  forme  de  celte  équa- 
tion et  le  fait,  aisé  à  établir,  que  V  n'a  pas  de  point  d'in- 
flexion, montrent  que  cette  courbe  ressemble  à  une  hypo- 
cycloïde  dont  les  festons  loucheraient  le  cercle  décrit  du 
point  P  comme  centre  avec  w  pour  rayon,  tandis  que  les 
points  de  rebroussement  seraient  sur  un  cercle  de  rayon 
wy^'3.  Le  rayon  vecteur  PM  tourne  constamment  dans  le 
sens  positif  :  comme  il  varie  entre  «o  et  o)^3,  OM  varie 
entre  co  y/â  et  2  w,  ce  qui  limite  l'arc  d'hyperbole  qui  joue 
le  rôle  de  polhodie^  quand  OM  atteint  sa  limite  2w, 
le  plan  de  l'hyperbole  est  perpendiculaire  au  plan  11. 

Dans  l'espace,  les  coordonnées  du  point  M  sont  égales 
aux  composantes  delà  rotation  w  suivant  les  axes  fixes, 


/>!  = 

=  C0S<1 

dt 

-f-  sin  8 

sin  4» 

^1- 

=  sin^ 

dt 

—  sin  0 

cos6 

d'^ 

dî' 

/*!- 

"  dt 

+  COS0--. 
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Nous  avons  pu  faire  en  sorte  que  les  <p  et  <j/  fussent 
constamment  égaux  \  on  aura  donc 

il  en  résulte  évidemment  que,  dans  l'espace,  le  point  M 
décrit  une  herpolhodie  V,  égale  à  V,  située  dans  un 
plan  IIi  qui  coupe  orthogonalement  Taxe  0Z|  en  un 
point  P|  tel  que  OPi  soit  égal  à  (o  *,  seulement,  le  rayon 
vecteur  P,  M  tourne  dans  le  sens  négatif. 

On  pourrait  donner  au  solide  S  le  mouvement  qu^il 
prend  dans  les  conditions  données  en  supposant  qu'il 
soit  lié  invariablement  à  un  cône  (C)  qui  aurait  O  pour 
sommet;  V  pour  base  et  faisant  rouler  (C)  sur  un  cône 
égal  (C|  )  qui  a  V|  pour  base-,  les  deux  cônes  seront 
constamment  symétriques  par  rapport  à  leur  plan  tan- 
gent commun;  toutefois,  ils  coïncideront  quand  leur 
génératrice  commune  passera  par  l'un  des  points  de 
rebroussement  de  V  et  de  V|  ^  la  rotation  instantanée  est 
mesurée  à  chaque  instant  par  la  distance  du  point  fixe 
au  point  de  contact  de  V  et  de  V, . 


NOTES  SUR  UN  POINT  DE  LA  THÉORIE  DES  SÉRIES; 

Par  m.  Auguste  GUTZMER. 


Dans  ses  Remarques  sur  dii^ers  articles,  concernant  la 
théorie  des  séries  {*)j  M.  Cesaro  s'occupe  de  telles  séries 
où  le  quotient  de  deux  termes  consécutifs  peut  devenir 
aussi  grand  que  Ton  voudra,  bien  que  la  série  soit  con- 
vergente. Peut-être  n'esi-il  pas  sans  intérêt  de  constater 

(•  )   Voir  ce  Recueil,  3*  série,  t.  VII,  p.  4oi  à  407. 
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qu'on  connaît  depuis  longtemps  des  séries  jouissant  de 
cette  propriété.  Ainsi  M.  Stern  dit,  dans  une  Note  de  son 
Lehrbuch  der  nlgebraischen  Analjsis  (*)  :  Wenn  die 
GUeder  theils  zunehmen,  theils  abnehmen,  lassen  sie 
sich,  wie  sich  von  selbst  verstehty  bel  der  grossen  Man^ 
m'gfaltigkeit  der  hier  môglichen  Fâlle,  eine  allgemeine 
Regel geben.  Cette  petite  remarque  prouve  que  M.  Stern 
a  eu  en  vue,  en  effet,  des  séries  jouissant  de  ladite  pro- 
priété; mais  il  ne  donne  aucun  exemple. 

De  même  M.  Eugène  Catalan  a  considéré  ces  séries 
et  il  a  consacré,  dans  son  Traité  élémentaire  des  se- 
ries  {*),  un  paragraphe  à  des  séries  à  termes  croissants 
et  décroissants.  Dans  les  n°'  40  et  41  de  son  Livre  il  dit  : 
a  Jusqu'à  présent,  nous  avons  supposé  que  les  termes 
de  la  série  proposée  décroissent  indéfiniment,  du  moins 
à  partir  de  l'un  deux  ;  et  nous  avons  indiqué  diverses  rè- 
gles au  moyen  desquelles  on  peut,  dans  tous  les  cas,  re- 
connaître la  convergence  ou  la  divergence.  Mais  il  peut 
arriver  que  le  terme  général  u„y  tout  en  ayant  pour  limite 
zéro,  soit  exprimé  par  une  fonction  de  n  tantôt  croissante 
et  tantôt  décroissante.  Il  paraît  très  difficile  de  trouver 
des  règles  simples,  relatives  à  ce  cas  singulier.  JNous 
nous  contenterons  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XV.  —  Si  les  quantités 

a,,       M2,       1/3,       ...,       Un, 

en  nombre  infini,  peui^ent  former  des  groupes 


éri  =  ui-^  Ui  -H  . . .  -^- 

Up, 

g'i^.  Up^x-h  Up^i-r-  , 

.  .  -f-  a^, 

i^i=  "7f-l-H  "./♦î-'-  • 

,  .    -^  Ury 

(*)  Lcipfig,  i86o,  p.  91. 
(*)  Paris,  1860,  p.  ?.7. 
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qui  diminuent  indéfininient  {en  valeur  absolue)^  les 
séries 

(  U  )  Ml  -h  Mj  -i-  ...  -h  M;,  -h  ... , 

sont  en  même  temps  com^ergenles,  dii^ergentes  ou  indé- 
terminées. De  plus,  si  elles  sont  convergentes^  elles  ont 
même  somme, 

M.  Catalan  n'a  pas  énoncé  le  théorème  démontré  par 
M.  E.  Weyr  (*).  Mais  il  en  a  donné,  dans  le  n**  42  de 
son  Traité,  trois  exemples.  En  premier  lieu,  il  considère 
la  série 

I         r         I         I         I         I 

dont  le  terme  général  est 

1 
(nH-i-+-cos/i7r)* 

En  posant  généralement 

I  T 


gi- 


(at  — i)*       (2t-t-'2)*' 


M.  Catalan  conclut  que  gi<C    /  -  __  \i*  P^^  conséquent 

la  série  (G)  est  convergente  et,  d'après  le  théorème  cité 
ci-dessus,  de  même  la  série  (U).  En  second  lieu,  M.  Ca- 
talan démontre,  par  un  groupement  analogue,  la  diver- 
gence de  la  série  dont  le  terme  général  est 


Ai  H-  I  -i-  cosnTc 


et,  en  dernier  lieu,  il  démontre,  de  la  même  manière,  la 


(')  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas,  t.    VIII, 
p.  97  à  100. 
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convergence  de  la  série 


l'-i 


— .       .    nTC  .        /m: 

-1  /isin /l'cos  — 

2  2 


Celte  remarque  littéraire  montre  qu'on  a  déjà  connu 
depuis  longtemps  des  séries  jouissant  de  ladite  propriété  ; 
mais  il  restait  dans  la  théorie  de  ces  séries  une  lacune, 
remplie  maintenant  par  les  nouvelles  recherches  provo- 
quées par  les  deux  articles  de  M.  Lerch  (*).  Quant  à  ces 
derniers,  ajoutons  quelques  remarques  tirées  d'une 
lettre  que  M.  Lerch  m'a  adressée. 

Dans  les  Contributions  à  la  théorie  des  séries  infi- 
nies, M.  Lerch  a  employé  la  notion,  un  peu  généra- 
lisée, du  dérivé  d'un  ensemble  de  points  (  Punktmenge)^ 
dans  le  sens  de  M.  G.  Cantor,  pour  les  éléments  de  la 
théorie  des  séries.  En  particulier,  il  a  considéré  Tensem- 

ble  caractérisé  par  la  formule  — —y  où  les  Mv  sont  les 

termes  positifs  de  la  série  inGnie 

U  =  Mo  -h  wi  -+■  Mj  H-  . . . . 

Il  a  reconnu  alors  que  la  convergence  de  la  série  u  n'a 

pas  pour  conséquence  l'existence  d'une  limite  de  — -— 

(pour  V  infini),  mais  que  ce  quotient  peut  surpasser  même 
toute  quantité  donnée.  Il  a  montré  cela  pour  quelques 
cas  particuliers  qui  sont  de  la  forme 

(i)  Uq-^  bo-h  Ui-^  bi-^  a^-h  bi-h  . .  ,y 


(M  Contributions  à  la  théorie  des  séries  infinies  {Comptes 
rendus  des  séances  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohême, 
Prague,  i3  mars  i885). 

Remarque  sur  la  Théorie  des  séries  {Jornal  de  Sciencias  ma- 
ekematicas  e  astronomicas,  l.  VII,  p.  79). 
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OÙ  Sûtv  et  Siy  sont  des  séries  convergentes^  les  exemples 
plus  simples  de  M.  Cesaro  sont  du  même  type. 

M.  Lerch  m'écrit  qu'il  n'aurait  pas  publié  ces  séries- 
là  s'il  n'avait  pas  eu,  pour  son  but,  un  autre  exemple. 
Pour  démontrer  le  théorème  que  la  série  Sv^y^^"'  est 
convergente  dans  la  même  région  que  la  série  S^yX^,  on 
s'appuie  sur  la  remarque  (')  que  le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs,  du  moins  à  partir  de  l'un  d'eux, 
doit  être  inférieur  à  l'uni  lé,  ce  qui  n'est  pas  vrai.  Mais, 
si  Ton  n'avait  pas  d'autres  séries  que  celles  de  la  forme  (i), 
on  appliquerait  seulement  la  démonstration  à  cliacune 
des  séries  régulières 

«0  -f-  fli  iF*  H-  «lar*  -*-  ... 
bfiX  -^  b^x^-^  b%x^ -+-..., 

pour  conclure  de  la  convergence  de  la  série 

ao-f-  6oa7-+-  aiar*-+-  61  a?' -h  a^x^-h  ôî2?*-f- . . . 

celle  de  la  dérivée.  C'est  pourquoi  M.  Lerch  a  construit 
la  série 

(2)  ^ti^-{\own)g%  (O<0<l<^), 

n 

OÙ  (log/z)  désigne  la  partie  entière  du  logarithme  vul- 
gaire de  n  ou  le  nombre  des chiifres  de  n\  et  c'est  pour- 
quoi celle-ci  me  semble  être  plus  remarquable  que  celle 
de  la  forme  (i). 

En  outre,  les  séries  de  la  forme  (i)  et  les  séries  ana- 
logues de  la  forme 


(')   Koi>,  par  exemple,  Harnack,  Die  Elemente  dcr  Diffcrential- 
und  Integralrechnung.  Leipzig,  1881. 
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ont  la  propriété  que,  si  le  quotient  de  deux  termes  con- 
sécutifs peut  devenir  infiniment  grand,  il  doit  aussi  de- 
venir nécessairement  infiniment  petit.  Cette  circonstance 
ne  s'ofire  pas  dans  la  série  (a)  de  M.  Lercli. 

La  convergence  de  la  série  (a)  n'exige  pas,  en  effet, 

la  condition  gf<^  ;^«  Pour  avoir  un  exemple  d^uue  série 

irrégulière,  il  suffit  de  prendre 

Un  =  S«-(«'  ^")'  (O  <  S  <  I<  ^), 

où  (/i)  est  le  nombre  des  chiffres  de  n.  Mais,  si  n  est  de 
la  forme  lo^ — i,  on  aura -^^  =  g^^^"^"^*;  par  consé- 
quent, le  quotient  peut  surpasser  toute  quantité  donnée. 


SDR  LES  ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES; 

Par  m.  Ch,  db  GOMBEROUSSE. 


i.  Soit  l'équation  algébrique  quelconque 

-H  A/n-J  «'  -H  A,rt-i  z-^  A,„=  o. 

La  transformée  en  -  de  celte  équation  est 


_,     A/y»-»  A/n-i  à        _ 


céUnl  supposé  différent  de  zéro,  multiplions  les  deux 
membres  par  z'^  et  renversons  Tordre  des  tenues;  nous 
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aurons 


''G) 


+  Aj-s*4-  Aiz  -h  Ao=  o. 


On  obtient  donc  la  transformée  en  -  en  échangeant  dans 

la  proposée  les  coefficients  des  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes. 

Pour  obtenir  maintenant  la  transformée  en de 

z 

Téquation  y(z)=  o,  il  suffit  de  changer  z  en  —  z  dans 
le  résultat  précédent.  L'équation  de  la  nouvelle  trans- 
formée est  ainsi  : 

-^A;„_,(-Z)'«-«-^-... 

-4-  As(—  a)*-+-  Ai(—  ^)  -h  Ao  =  o. 

Suivant  que  ni  sera  pair  ou  impair,  on  changera  dans 
le  second  membre  les  signes  des  ternies  de  degré  impair 
ou  pair.  De  celte  manière,  le  premier  terme  du  second 
membre  aura  toujours  le  signe  -f-,  et  le  facteur  ( — z)^ 
du  premier  membre  sera  toujours  remplacé  par  z"*.  On 

aura  donc  finalement,  pour  la  transformée  en  —  -, 


■(-])= 


A,n3'«-A„,_,^"*-l-4-A;„-S^''»-«  — ... 

dz  Aj^^ui  kxz  zh  Ao=  o. 


2.  La  dernière  transformation  etfectuée  conduit  na- 
turellement à  Tétude  des  équations  réciproques  de  se- 
conde espèce. 

On  peut  appeler  ainsi  toute  équation  <p(z)  =  o  dont 
les  racines,  au  lieu  d*èlre  simplement  réciproques,  sont 
réciproques  et  de  signes  contraires,  A  une  racine  z:=  a 
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répond  alors  une  autre  racine  —  -  = »  et  le  produit 

des  racines  conjuguées,  au  lieu  d'être  égal  à  i ,  est  égal 
à  —  I. 

La  théorie  des  équations  réciproques  de  seconde 
espèce  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  des  équations  ré- 
ciproques ordinaires. 

3.  Si  l'équation  ç(z)  =  o  a  ses  racines  réciproques 
et  de  signes  contraires,  elle  a  les  mêmes  racines  que  sa 

transformée  en •  On  a  donc  identiquement,  en  dé- 
signant par  X  un  facteur  constant  approprié, 

(l)  tfiz)r~.'Kz'n^(—   ^j 

OU 

Ao«'"-+- A 1-8  *«-*-+-  Aj-8'»-*-f-.  .  .-f-  A,«-j>5*-h  Am-iZ-hXm 

zhXAj-s«.,-XA,5:hXAo, 
c'est-à-dire 

Ao=AAOTt  Al  =  —  XA/n— 1»  Aj=AA/7t_j,  «•.« 

A,n_j  =  =tXAj,         A;„_i  =  ::p  XAi,         A;;i  =  ±XAo. 

Il  en  résulte,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

Ao.  =  X-±'  ou  X«  =  rhi. 

A/H  A 

On  a  donc  les  deux  solutions 

X  =  =t  I         et        X  =  dt  «. 
La  première  conduit  aux  conditions 

Ao=±:Aot»         Ai=^  If  A;„_i,         Aj  — :*^A„_j,         ...; 
la  seconde,  aux  conditions 
Ao  =  —  *  Am,        Al  =  i^  *  A,„-i,        A,  =--  -Jz  iAnt-tf        .... 
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Mais  on  peut  ramener  les  équations  considérées  à  un 
type  unique,  en  remarquant  que  les  seules  racines  qui 
paraissent  se  correspondre  à  elles-mêmes  sont  données 
par  la  relation 


z  = ou     ^*  =  —  I 

z 


c'est-à-dire 


Admettons  donc  que  Téquation  <p(z)  =  o  ne  possède 
aucune  racine  égale  à  4-  i  ou  à  —  i,  et  reprenons  l'iden- 
tité 

(i)  •p(«)  =  Xij'«cpf— ij. 

En  y  faisant  z  =  -f-  i,  on  a,  puisque  —  -^  =  -4-  i, 

<2)  cp(i)  =  X(i>cp(i); 

en  y  faisant  2  =  —  i,  on  a  également 

<3)  ç(-i)  =  X(-i)«ç(-0. 

0(1)  et  <f  ( — i)  étant  différents  de  zéro  par  hypothèse, 
on  a,  en  multipliant  membre  à  membre,  les  rela- 
iions  (2)  et  (3),  et  en  simplifiant, 

i  =  X2(— i«)/»=  Xî         ou         X=±:i. 

Si  Ton  remplace  maintenant  \  par  celte  valeur,  dans  la 
relation  (2)  par  exemple^  il  vient 

<p(t)  =zb(t)'»o(i)         ou         t>»  =  ±i; 

ce  qui  exige  que  m  soit  pair. 

Par  suite,  lorsque  V équation  réciproque  de  seconde 
espèce  ne  renferme  aucune  racine  -h  i  ou  —  i,  la  solu- 
tion A  =  dz  I  n^ existe  pas,  l'équation  est  de  degré  pair, 
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et  les  coejfficLents  des  termes  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes sont  ALTERNATIVEMENT  égaux  et  de  même  signe 
ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

Supposons  maintenant  que  Téquation  <f(^z)=zo  ad- 
mette des  racines  -h  i  et  —  t,  et  mettons-les  eu  évidence 
en  écrivant 

f^{z)={z-i)P{z-^-i)'!f{z), 

L'équation /(z)  =  o  n'aura,  par  hypothèse,  aucune  ra- 
cine égale  à  + 1  ou  à  —  i,  et  elle  renfermera  les  autres 
racines,  conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  cp(z)  =r  o, 
supposée  réciproque  de  seconde  espèce.  L'équation 
f(^z)  =  o  sera  donc  elle-même  réciproque  de  seconde 
espèce,  et  elle  remplira  alors  les  conditions  que  nous 
venons  d'énoncer. 

Or,  il  est  toujours  facile  de  débarrasser  préalablement 
Téquation  considérée  des  racines  =b  i  qu'elle  peut  avoir. 
En  substituant  -+-  *  ou  —  i  dans  le  premier  membre  de 
l'équation,  on  voit  facilement  si  le  résultat  obtenu  est 
nul-,  et,  dans  l'affirmative,  on  n'a  qu'à  diviser  ce  pre- 
mier membre  par  z  —  i  ou  z  -{- 1,  pour  supprimer  la 
racine  correspondante. 

jiu  point  de  vue  de  leur  résolution,  il  est  donc 
permis  de  ne  consen^er,  parmi  les  équations  réciproques 
de  seconde  espèce,  que  celles  qui  sont  de  degré  pair  et 
dont  les  coefficients  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  alternativement  égaux  et  de  même  signe  ou  égaux 
et  de  signes  contraires. 

4t.  Le  type  de  ces  équations  est 

Ao-«*«-f-  A|^««-»-^  Aj^s^^-'-f-  A3^««-2-4-. . . 


^^  ^  •   A„<5«-î-. ..  — Aj^'-K  Aj5«  — A,3  4- Ao  =  o. 


Sir 


on 


pose 


(5)  z  -r  =  ". 
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chaque  couple  de  racines  conjuguées  (a  et j  conduit 

à  une  seule  valeur  de  u  qui  est  (a )•  En  éliminant  z 

entre  les  équations  (4)  et  (5),  on  obtiendra  une  équa- 
tion en  u  de  degré  moitié  ou  de  degré  n. 

Rapprochons  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes, 
après  avoir  divisé  par  z"  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. On  a  ainsi 

/Ao(^«4-;,)4-A,(.«-t-^) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  en  fonction  de  u  les  bi- 
nômes 

OÙ  les  signes  -f-  et  —  alternent.  Pour  cela,  nous  aurons 
recours  à  la  relation  générale 

où  Ton  doit  prendre  ensemble  les  signes  supérieurs  et 
les  signes  inférieurs. 
U  en  résulte  donc 


(7) 


-^-^^i^.=(-*-i)«-(-*-^^i;^)- 


En  prenant  allernativement  les  signes  supérieurs  et  les 
signes  inférieurs,  cette  formule  dorme  l'expression  d'un 
binôme  quelconque  en  fonction  de  m,  à  l'aide  des  va- 
leurs des  deux  binômes  précédents.  En  partant  des  deux 
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binômes  z =  m  et  a*  H — r  =  a,  et  en  faisant  succès^ 

sîvcment  A"  =  i ,  2,  3,  4^  •  •  •  ?  nous  aurons 

^*-*-  îï  =  (^  ~  î)  "  +  (^'^+  i^)  =  "*  +  ^» 

11  est  évident  d'ailleurs  que  ces  binômes  sont  bien  ceux 
qu^on  a  à  calculer;  car,  le  premier  terme  de  l'équation 
donnée  étant  supposé  toujours  positif,  et  les  racines 
conjuguées  deux  à  deux  ayant'un  produit  égal  à  — i,  le 
dernier  terme  est  alternativement  négatif  et  positif  dans 
les  équations  successives  du  deuxième,  du  quatrième,  du 
sixième,  du  huitième,  du  dixième  degré,  . . .  qu'on  peut 
avoir  à  considérer. 

On  voit  que  l'équation  en  u  sera  bien  de  degré  ti. 
Quand  on  l'aura  résolue,  les  racines  de  l'équation  en  z 

seront  fournies   par  la   relation  générale   z =  m, 

c'est-à-dire  par  l'équation  du  second  degré 

(8)  -s* M^  —  I  =  o, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  u 
et  comme  cela  doit  être,  égal  à  —  i .  On  a 


Vm» 


et  les  n  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  in  valeurs 
de  z. 


Ann,  de  Hatkémat.,  3-  série,  t.  VIII.  (Janvier  1889.)  3 
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SlIR  QDELQIIES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
CONCERNANT  LES  SIRFACES  GADCHES  Dll  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 


On  rencontre,  en  Géométrie  descriptive,  un  certain 
nombre  de  problèmes  qui  consistent  ou  se  ramènent 
immédiatement  à  chercher  les  points  d'intersection 
d'une  droite  a^ec  une  surface  gauche  du  second  degré, 
définie  par  trois  directrices  rectilignes,  ou  par  deux 
directrices  reciilignes  et  un  plan  directeur.  Les  solu- 
tions que  l'on  donne  généralement  de  ces  questions  nous 
ayant  paru  laisser  à  désirer,  au  point  de  vue  de  la  sim- 
plicité et  de  l'élégance,  nous  avons  pensé  qu'il  serait 
peut-être  utile  de  faire  connaître  celles  auxquelles  nous 
avons  été  conduit,  en  nous  appuyant  sur  les  notions 
les  plus  élémentaires  de  Géométrie  projective. 

Nous  résoudrons  tout  d'abord  un  problème  relatif  à 
la  parabole,  dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  la  suite 
de  cette  Note. 

Mener,  dans  un  plan,  par  un  point  donné  m,  une 
tangente  à  la  parabole  (w)  qui  touche  trois  droites  don* 
nées  (A),  (B),  (G),  et  dont  Vaxe  est  parallèle  à  une 
direction  donnée  Qs), 

Soient  a  et  J  les  points  où  la  droite  ( C )  coupe  respec- 
tivement les  droites  (A)  et  (B)  {Jig-  i).  D*après  un 
théorème  bien  connu  dû  à  Steiner(*),  on  obtient  un 


(')  Les  tiauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à   une  parabole  se 
coupent  sur  la  directrice ^e  cette  courbe. 
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point  de  la  directrice  de  la  parabole  (m),  en  prenant  le 
point  d  d'intersection  des  perpendiculaires  abaissées  res- 
pectivement des  points  a  el  b  sur  les  droites  (B)et(A); 
(lar  conséquent,  la  directrice  est  la  perpendiculaire  de 

Fig.  I. 


abaissée  du  point  c/ sur  la  direction  Çk),  On  a  ensuite 
le  foyer  y,  en  remarquant  que,  le  symétrique  de  ce  point 
par  rapport  à  une  tangente  quelconque  étant  sur  la  di- 
rectrice, la  droite  symétrique  de  la  directrice  par  rap- 
port à  cette  tangente  passe  parle  foyer.  En  conséquence, 
les  symétriques  des  droites  (A)  et  (  B)  par  rapport  à  de 
se  coupent  au  foyery.  La  symétrique  de  de  par  rapport 
à  (A)  s'obtient  d'ailleurs  simplement  en  joignant  le 
point  y,  où  (A)  coupe  de^  au  point  /  symétrique  de  d  par 
rapport  à  (A).  La  symétrique  ik  de  de  par  rapport  à' 
(B)  se  construit  de  la  même  manière.  Il  n'y  a  plus  main- 
tenant qu'à  appliquer  la  construction  classique,  qui 
fournit  les  tangentes  menées  d'un  point  donné  à  une 
parabole  dont  on  connaît  le  foyer  et  la  directrice.  A  cet 
effet,  du  point  m  comme  centre  on  décrit  une  circonfé- 
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rcnce  passant  par/^;  on  joint  le  pointeaux  points  g  et 
h  de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  la  directrice 
rfe,  et  du  point  m  on  abaisse  respecii veinent  sur  fg  et 
fh  les  perpendiculaires  ms  et  mt.  Les  droites  ms  et  nit 
sont  les  tangentes  cherchées  (*). 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  connaître  la  direction 
de  Taxe  de  la  parabole,  on  en  connaissait  une  quatrième 
tangente,  on  déterminerait,  d'après  le  théorème  de 
Steiner,  un  second  point  delà  directrice  rfe,  et  la  con- 
struction s'achèverait  comme  précédemment. 

L  Construire  une  droite  rencontrant  quatre  droites 
données. 

Soient  (X),  (Y),  (Z),  (T)  quatre  droites  données, 
occupant  dans  l'espace  des  positions  quelconques  les  unes 
par  rapport  aux  autres.  Imaginons  la  quadrique  engen- 
drée par  une  droite  mobile  A,  s'appuyant  sur  les  trois 
droites  (X),  (Y),  (T),  et  considérons  les  deux  points 
d'intersection  de  cette  quadrique  avec  la  droite  (Z). 
Par  chacun  de  ces  points  passe  une  droite,  et  une  seule, 
telle  que  A.  Les  deux  droites  ainsi  obtenues  satisfont  aux 
conditions  du  problème,  lequel  est  par  conséquent  ra- 
mené à  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (Z) 
avec  la  quadrique  gauche  (S),  qui  a  pour  directrices  les 
droites  (X),  (Y),  (T). 

Prenons,  à  cet  effet,  un  point  o  sur  (Z)  et  un  plan 
(II)  parallèle  au  plan  passant  par  le  point  o  et  la  droite 


(')  Il  est  bien  clair,  d'ailleurs,  que  ces  deux  tangentes,  dans  cer- 
tains cas,  pourront  être  imaginaires.  Les  problèmes  résolus  dan 
cette  Note  étant  des  problèmes  du  second  degré,  une  observation 
analogue  s'applique  à  leur  solution. 
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(T).  Puis  du  point  o  comme  point  de  vue  faisons  une 
perspective  sur  le  plan  (II).  Les  perspectives  des  droites 
telles  que  A  enveloppent  une  conique  F,  qui  résulte 
de  la  section  par  le  plan  (II)  du  cône  de  sommet  o,  cir- 
conscrit à  (S).  Cette  conique  F  est  d'ailleurs  tangenle 
aux  perspectives  (X,)  et(Y|)  des  droites  (X)  et  (Y); 
elle  est  pareillement  tangente  à  la  perspective  de  la  droite 
(T),  laquelle  est  rejetée  à  rinfini,  d'après  Fliypothèse 
faite  sur  le  choix  du  plan  (II).  De  cette  dernière  remarque 
il  résulte  que  la  conique  F  est  une  parabole.  Cette  pa- 
rabole est  complètement  déterminée  par  les  conditions 
d'être  tangente  aux  droites  (X4),(Yi)et  aux  perspectives 
de  la  droite  A  prise  dans  deux  positions  particulières. 
Mais  les  droites  cherchées,  devant  rencontrer  a  la  fois 
(X),  (Y),  (Z)  et  (T),  ont  pour  perspectives  les  tangentes 
menées  à  la  parabole  F  par  le  point  m  d'intersection  de 
la  droite  (Z)  avec  le  plan  (II).  Le  problème  se  résoudra 
donc  en  menant  du  point  m  des  tangentes  à  la  parabole 
F,  ce  qui  se  fera  à  Faide  d'une  construction  indiquée 
plus  haut. 

On  pourra  aussi  prendre  l'intersection  de  (T)  avec  la 
droite  joignant  les  points  de  rencontre  du  plan  o(T) 
avec  (X)  et  (Y).  On  aura  ainsi  le  point  de  contact  du 
plan  o(T)  avec  la  quadrique  (S).  La  droite  joignant  le 
point  o  au  point  ainsi  obtenu  rencontrera  le  plan  (II)  a 
l'infini  au  point  de  contact  de  la  parabole  F  avec  la 
droite  de  Finfini,  c'est-à-dire  sera  parallèle  à  l'axe  de 
cette  parabole.  Il  suffira  alors  de  construire  la  perspec- 
tive d'une  seule  droite  A,  et  il  restera  à  mener  par  le 
point  m  des  tangentes  à  une  parabole  dont  on  connaît 
trois  tangentes  et  la  direction  de  l'axe,  problème  dont  la 
solution  a  été  exposée  tout  à  l'heure. 

On  simplifiera  pratiquement  Fépure,  en  prenant  le 
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•j)lan  (II)  parallèle  à  l'un  des  plans  projetants  de  la  droite 
(T),  et  le  point  de  vue  o  à  Pintersection  de  ce  plan  pro- 
jetant avec  la  droite  (Z).  Nous  allons  du  reste  indiquer 
brièvement  le  détail  des  opérations  graphiques.  Soient 
respectivement  X  et  X',  Y  et  Y',  Z  et  Z',  T  et  T' les  pro- 
jections horizontales  et  verticales  des  quatre  droites  don- 
nées {Jig>  2).  Prenons  pour  point  de  vue  de  la  perspec- 
tive le  point  (o,  o')  d'intersection  de  la  droite  (Z,  Z') 


Fig.  2. 


•il  — -•        •  .  ' 


rf^- 


avec  le  plan  projetant  horizontalement  la  droite  (T,  T'), 
et  pour  plan  du  tableau  un  plan  parallèle  au  précédent, 
ayant  par  conséquent  sa  trace  horizontale  Ti  parallèle  à 
T.  Supposons  un  instant  la  perspective  obtenue  :   pour 
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exécuter  les  constructions  voulues  dans  le  plan  du  tableau, 
nous  rendrons  ce  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  celle  de  ses  horizou taies  qui  est  au  niveau  du 
point  (o,  o'). 

Cherchons  les  perspectives  des  droites  (X,  X')  et 
(Y,  Y').  Le  plan  horizontal  passant  par  (o,  o'),  et  re- 
présenté par  sa  trace  verticale  A/,  coupe  (X,  X')  au  point 
(i\  i'),  dont  la  perspective  i|  est  à  la  rencontre  de  T^  et 
de  oi.  Menons  par  (o,  o')  une  parallèle  à  (X,  X'),  qui 
coupe  le  plan  vertical  T,  au  point  (x,  a/)  :  ce  point 
(x^  a/)  donne  par  rabattement  un  second  point  x^  de  la 
perspective  X<  de  la  droite  (X,  X');  on  peut  par  suite 
tracer  Xi.  On  obtient  de  même  en  rabattement  la  per- 
spective Yi  de  la  droite  (Y,  Y'),  en  joignant  la  perspec- 
tive/1  du  point  (y,  /')  à  rintersectionj^^  du  plan  du  ta- 
bleau avec  la  parallèle  (cj^,  o*y)  à  (Y,  Y').  Les  droites 
Xf  et  Yf  sont  deux  tangentes  de  la  parabole  F.  Pour  en 
avoir  une  troisième,  faisons  la  perspective  de  la  droite  qui 
est  située  dans  le  plan  projetant  verticalement  (T,  T') 
et  s'appuie  à  la  fois  sur  (X,  X')  et  (Y,  Y').  Le  plan  pro- 
jetant verticalement  (T,  T')  coupe  (X,  X')  en  (a,  a!)  et 
(Y,  Y')  en  (A,  i').  Les  perspectives  de  ces  deux  points 
sont  rabattues  respectivement  en  a^  sur  X|  et  en  &<  sur 
Y«.  La  droite  a^  b^  est  une  troisième  tangente  de  la  pa- 
rabole r. 

Pour  avoir  la  direction  de  Taxe  de  cette  parabole, 
prenons  les  points  {p^  p')  et  (y,  q')  d'intersection  du  plan 
vertical  passant  par  (T,  T')  avec  les  droites  (X,  X')  et 
(Y,  Y').  La  droite  [pq^  p'q^)  coupe  (T,  T')  en  un  point 
(r,  r')  :  la  di'oîte  (or,  oV)  est  parallèle  k  Taxe  de  la  pa- 
rabole r.  Rendons  horizontal  le  plan  vertical  T,  par  une 
rotation  autour  de  son  horizontale  passant  par  {o^  o^)  : 
le  point  (r,  r*)  se  rabat  en  r<,  et  la  droite  or^  est  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  parabole  F,  lorsque  le  plan  du  tableau 
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qui  contient  cette  courbe  est  rendu  liorizontal.  Le  ra- 
battement du  point  nii ,  où  la  droite  (Z,  Z')  perce  le  plan 
du  tableau,  s'obtient  d'ailleurs  immédiatement. 

On  est  ainsi  conduit  à  mener  par  le  point  rrit  des  tan- 
gentes à  une  parabole  dont  on  connaît  trois  tangentes 
et  la  direction  de  Taxe.  Pour  cela  (*),  des  points  a<  et 
ij  on  abaisse  respectivement  sur  Y|  et  Xi  des  perpendicu- 
laires qui  vont  se  couper  en  un  point  d,  La  droite  de 
perpendiculaire  à  o/'i  est  la  directrice  de  la  parabole.  Le 
foyer  est  à  Tintersection  des  droites  symétriques  de  de 
par  rapport  à  X^  et  à  Y^ .  Du  point  m^  comme  centre  dé- 
crivons une  circonférence  passant  par  le  point  f  et  ren- 
contrant de  en  g  et  h.  Les  droites  niiSi  et  m^  t^ ,  respec- 
tivement perpendiculaires  à  fg  et  à/7«,  sont  les  tangentes 
à  la  parabole  F  qui  passent  par  m, .  Soient  t,  et  U|  les 
points  où  Tune  de  ces  tangentes  coupe  respectivement 
Xi  et  Y^ .  Les  droites  joignant  le  point  o  aux  projections 
de  t^  et  de  m,  sur  la  droite  T,  rencontrent  respective- 
ment X  et  Y  en  £  et  u.  La  droite  tu  est  la  projection  ho- 
rizontale d'une  des  droites  cherchées  :  on  en  obtient 
immédiatement  la  projection  verticale  t'U.  Les  projec- 
tions horizontale  et  verticale  de  la  seconde  droite  cher- 
chée se  déduiraient  de  la  même  manière  de  la  seconde 
tangente  m^s^  menée  de  m^  à  la  parabole  F. 

Remarque.  —  L^pure  précédente  peut  être  faite 
de  vingt-quatre  manières  :  on  peut  en  effet  prendre  le 
point  de  vue  sur  Tune  quelconque  des  quatre  droites 
données,  et,  une  fois  le  point  de  vue  choisi  sur  Tune 
d'elles,  on  peut  prendre  le  plan  du  tableau  parallèle  au 
plan  projetant  horizontalement  ou  au  plan  projetant  ver- 


(*)  Nous  ne  faisons  qu'appliquer  la  construction  exposée  en  détaU 
au  commencement  de  celte  Note^ 
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tîcalement  Tune  des  trois  autres,  ce  qui  donne  six  orien- 
tations dilFérentes  pour  le  plan  du  tableau. 

II.  Construire  une  droite  rencontrant  trois  droites 
données  et  parallèle  à  un  plan  donné. 

Ce  problème  peut,  en  quelque  sorte,  être  considéré 
comme  un  cas  particulier  du  précédent,  la  droite  cher- 
chée devant,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  projective, 
rencontrer,  outre  les  trois  droites  données,  une  quatrième 
droite  située  à  Tinfini  dans  le  plan  donné;  aussi  est-il 
facile  de  déduire  la  solution  de  ce  nouveau  problème  de 
celle  du  précédent. 

Soient  (X),  (Y),  (Z)  les  trois  droites  données  et(P) 
le  plan  donné.  Le  point  de  vue  o  étant  pris  sur  Tune 
des  droites,  sur  (Z)  par  exemple,  il  est  clair  que  Ton  ra- 
mènera les  conditions  du  problème  à  celles  du  précé- 
dent en  choisissant  pour  plan  (II),  sur  lequel  on  fait  la 
perspective,  un  plan  parallèle  au  plan  (P)  ou,  plus  sim- 
plement encore,  le  plan  (P)  lui-même.  Rien  n^empê- 
chera  d'ailleurs  de  supposer  le  point  o  à  Tinfini  sur(Z), 
et  de  remplacer,  par  conséquent,  la  perspective  sur  le 
plan  (P)  par  une  projection  oblique  faite  sur  le  même 
plan  parallèlement  à  (Z).  Dans  tous  les  cas,  et  de  quelque 
manière  que  soit  choisi  le  point  de  vue  o,  à  distance 
finie  ou  à  l'infini ,  on  projettera  de  ce  point  sur  le 
plan  (P)  les  droites  (X)  et  (Y),  et  Ton  joindra  par  une 
droite  A  les  points  d'intersection  de  (X)  et  de  (Y)  avec 
le  plan  (P).  On  aura  ainsi  trois  tangentes  de  la  para- 
bole r,  à  laquelle  il  s'agira  de  mener  des  tangentes  par 
la  trace  m  de  la  droite  (Z)  sur  le  plan  (P).  On  complé- 
tera la  détermination  de  cette  parabole  en  déterminant 
la  direction  de  son  axe,  lequel  est  parallèle  à  Taxe 
du  paraboloïde  hyperbolique  engendi'c  par  la  droite  A, 
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c*esl-à-dire  à  J'iutersection  du  plan  (P)  avec  un  plan  pa- 
rallèle aux  deux  droites (X)  et  (Y).  On  sera  ainsi  ra- 
mené au  problème  résolu  au  début  de  cette  Note. 

Indiquons  maintenant  brièvement  le  détail  des  con- 
structions. Soient  (yïg'.  3),  sur  deux  plans  de  projection 
se  coupant  suivant  la  ligne  de  terre  LT,  X  et  X',  Y 
et  Y',  Z  et  Z'  les  projections  horizontale  et  verticale  des 

Fig.  3. 


L        a 


/.-' 


trois  droites  données,  ap  et  oLif  les  traces  horizontale  et 
verticale  du  plan  (P)  donné.  11  est  clair  que  la  construc- 
tion à  effectuer  dans  le  plan  (P),  à  laquelle  nous  rame- 
nons le  problème,  peut  être  remplacée  par  la  même 
construction  exécutée  sur  les  projections  horizontales 
(ou  verticales)  des  éléments  sur  lesquels  on  devrait 
opérer  dans  le  plan  (P)  lui-même  :  cela  tient  à  ce  que  le 
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problème  à  résoudre,  relativement  à  la  parabole  F  située 
dans  le  plan  (P),  est  projectif  et  à  ce  que,  par  une  pro- 
jection cylindrique,  la  parabole  F  est  changée  en  une 
autre  parabole  (v)  dont  Taxe  est  parallèle  à  la  projection 
de  Taxe  de  la  première.  Cette  remarque  apporte  de  nou- 
velles simplifications  dans  la  solution.  Prenons,  suivant 
les  procédés  connus,  les  projections  horizontales  a  et  i 
des  traces  des  droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan/^a^. 
La  droite  ab  est  tangente  à  la  parabole  (y).  Projetons  les 
droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan  p^q  parallèlement 
à  (Z,  Z').  Pour  projeter  (X,  X'),  par  exemple,  il  suffit 
d'en  projeter  Fun  des  points,  et  de  préférence,  pour  sim- 
plifier, le  point  (i,  i')  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  plan  projetant  verticalement  (Z,  Z').  On  obtient  en  c 
la  projection  horizontale  de  la  projection  oblique  sur  le 
plan  (P)  du  point  (/,  i)  :  ac  est  une  seconde  tangente 
de  la  parabole  (y).  En  opérant  de  même  sur  le  point 
(y,/)  d'intersection  de  la  droite  (Y,  Y')  avec  le  plan 
projetant  verticalement  (Z,  Z'),  on  obtient  le  point  d  : 
bd  est  une  troisième  tangente  de  la  parabole  (y)-  Pour 
avoir  la  direction  de  l'axe  de  cette  parabole,  menons  par 
le  point  (i,  V)  une  parallèle  à  la  droite  (Y,  Y'),  prenons 
en  r  la  projection  horizontale  de  Fintersection  avec  le 
plan  poLq  de  la  droite  ainsi  tracée  :  ar^  étant  la  projec- 
tion horizontale  de  Fintersection  du  plan  pcf.q  avec  un 
plan  mené  par  (X,  X^)  parallèlement  à  (Y,  Y'),  est  pa- 
rallèle à  Faxe  de  la  parabole  (y).  Il  n'y  a  maintenant 
qu'à  mener  à  la  parabole  (y),  complètement  déterminée 
par  les  éléments  obtenus,  des  tangentes  par  le  point  m, 
projection  horizontale  de  la  trace  de  la  droite  (Z,  Z')  sur 
le  plan  poiq^  Ce  problème  ayant  déjà  été  résolu  plus 
haut,  nous  supprimons  sur  l'épure  les  constructions 
qui  s'y  rapportent,  pour  ne  pas  compliquer  inutilement 
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la  figure.  Soient  «et  w  (*)  les  points  où  Tune  des  tan- 
gentes menées  du  point  m  à  (y)  coupe  respectivement  ac 
et  bd.  Pour  avoir  la  droite  qui,  s'appuyant  sur  (X,  X') 
et  (Y,  Y'),  se  projette  sur  le  plan /7a ^,  parallèlement  à 
(Z,  Z'),  suivant  une  droite  projetée  horizontalement 
en  mt,  il  suffira  de  faire,  en  partant  des  points  t  et  u,  la 
construction  inverse  de  celle  qui  nous  a  permis  d'obtenir 
les  points  c  et  rf,  en  partant  des  points  (t,i')  et  (j^f)- 
La  droite  joignant  les  points  de  (X,  X')  et  (Y,  Y')  ainsi 
trouvés  sera  Tune  des  droites  cherchées.  On  aura  la  se- 
conde par  une  construction  toute  semblable. 

Remarques,  —  i®  La  construction  qui  vient  d'être 
exposée  peut  se  faire  de  six  manières,  puisque  Ton  peut 
faire  la  projection  oblique  sur  le  plan  pcnq  parallèlement 
à  Tune  quelconque  des  trois  droites  données  (X,  X'), 
(Y,  Y'),  (Z,  Z'),  et  que  Ton  peut  ensuite  projeter  ortho- 
gonalement  la  figure  obtenue  sur  Tun  quelconque  des 
deux  plans  de  projection. 

a**  Au  lieu  de  projeter  la  figure  située  dans  le  planpaq 
sur  Tun  des  plans  de  projection,  on  pourrait  procéder 
en  rabattant  le  plan  pa^  sur  l'un  de  ces  deux  plans; 
mais  on  arriverait  ainsi  à  des  constructions  un  peu 
moins  simples. 

Les  deux  problèmes  dont  la  solution  vient  d'être 
donnée  permettent  de  résoudre  simplement  un  assez 
grand  nombre  de  questions  relatives  aux  surfaces  gauches 
du  second  degré.  Nous  allons  les  passer  en  revue,  en 
indiquant,  brièvement  pour  chacune  d'elles,  comment 
on  eu  ramène  la  solution  à  celle  de  l'un  des  problèmes 
précédents. 


(')  Cette   partie   des  constructions   n'est   pas   représentée   sur  la 
figure. 
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m.  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite 
avec  une  surface  gauche  du  second  degré,  dont  on 
donne  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même  sj^S" 
terne. 

Soît  à  chercher  l'inlersection  de  la  droite  (D)  avec  la 
(juadrique  gauche  ayant  pour  génératrices  rectilignes 
d'un  même  système  les  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On 
construira  les  deux  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  les 
quatre  droites  (A),  (B),  (G),  (D)  (problème  I).  Les 
points  d'intersection  des  deux  droites  obtenues  avec  (D) 
seront  les  points  cherchés. 

IV.  Mener,  par  une  droite  donnée  (D),  un  plan  tan- 
gent  à  une  surface  gauche  du  second  degré,  dont  on 
donne  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même  système. 

Ce  problème,  comme  on  le  sait,  se  ramène  au  précé- 
dent. On  prend  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (D) 
avec  la  surface  (problème  III);  puis  on  construit  les 
deux  génératrices  rectilignes  de  cette  surface  qui  passent 
par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  quatre  génératrices 
rectilignes,  ainsi  obtenues,'  appartiennent  par  couples  à 
des  systèmes  différents,  et  les  génératrices  d^un  même 
couple  déterminent  un  plan,  qui  est  un  des  deux  plans 
tangents  demandés. 

"V.  Construire,  en  un  point  donné  par  une  de  ses 
projections,  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  du 
second  degré,  déterminée  par  tr^ois  génér'atr-ices  recli- 
lignes  d'un  même  système. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  soit  donné  par 
sa  projection  horizontale.  Ce  point  doit  se  trouver  à  la 
rencontre  d'une  verticale  déterminée  avec  la  surface.  Le 
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problème  à  résoudre,  pour  avoir  la  projection  verticale 
du  point,  est  donc  un  cas  particulier  du  problème  III. 
Le  plan  tangent  se  construit  ensuite  suivant  les  mé- 
thodes bien  connues. 

VI.  Mener j  parallèlement  à  un  plan  donné,  un  plan 
tangent  à  une  surface  gauche  du  second  degré,  dé- 
terminée par  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même 
système. 

La  génératrice  du  second  système,  située  dans  le 
plan  tangent  cherché,  doit  s'appuyer  sur  les  trois  géné- 
ratrices rectilignes  données  et  être  parallèle  au  plau 
donné.  On  la  déterminera  par  la  méthode  qui  résoud  le 
problème  II.  On  obtiendra  ensuite  par  les  procédés 
connus  le  point  de  contact  de  chacun  des  deux  plans 
tangents  trouvés. 

VII.  Trouifer  les  points  d'intersection  d'une  droite 
et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une 
droite  mobile  s  appuyant  sur  deux  droites  données,  en 
restant  parallèle  à  un  plan  donné. 

Soit  à  chercher  Tintersection  de  la  droite  (D)  avec  le 
paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  une  droite  mo- 
bile, qui  s'appuie  sur  deux  droites  fixes  (A)  et  (B),  en 
restant  parallèle  à  un  plan  (P).  On  construira  les  deux 
droites  parallèles  au  plan  (P),  qui  rencontrent  les  trois 
droites  (A),  (B)  et  (D)  (problème  II).  Les  points  d'in- 
tersection des  deux  droites  obtenues  avec  (D)  seront  les 
points  cherchés. 

VIII.  Afener,  par  une  droite  donnée  (D),  un  plan 
tangent  à  un  paraboloïde  hyperbolique,  engendré  par 
une  droite  mobile  s' appuyant  sur  deux  droites  données, 
en  restant  parallèle  à  un  plan  donné. 
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Oa  sait  que  ce  problème  se  résoud  au  moyen  du  pré- 
cédent. On  prend  les  deux  points  dMntersection  de  la 
droite  (D)  avec  le  paraboloïde  (problème  VII);  puis  on 
construit  les  deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface 
qui  passent  par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  (juatre 
génératrices  rectilignes  ainsi  obtenues  appartiennent 
par  couples  à  des  systèmes  différents;  chacun  de  ces 
couples  de  génératrices  détermine  un  plan  qui  est  un 
des  plans  tangents  cherchés. 

IX.  Construire,  en  un  point  donné  par  une  de  ses 
projections,  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  hyper- 
bolicjue,  engendré  par  une  droite  mobile  s' appuyant 
sur  deux  droites  données,  en  restant  parallèle  à  un 
plan  donné. 

Soit  donnée,  par  exemple,  la  projection  horizontale 
d*uu  point  de  la  surface.  Ce  point  doit  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  la  surface  avec  une  verticale  déterminée. 
On  est  ainsi  ramené  à  un  cas  particulier  du  problème  VII. 
Ayant  obtenu  les  points  cherchés,  on  construira^  d'après 
les  procédés  connus,  le  plan  tangent  au  paraboloïde  en 
chacun  de  ces  points. 

Remarque,  —  Les  constructions  nécessaires  pour  ré- 
soudre les  problèmes  VII,  VllI  et  IX,  déjà  simples  dans 
le  cas  le  plus  général,  se  simplifient  encore  lorsque  le 
plan  directeur  du  paraboloïde  coïncide  avec  un  des  plans 
de  projection. 

Application  à  la  construction  des  normales  à  cer- 
taines surfaces,  —  Les  normales  aux  surfaces  trajec- 
toires des  divers  points  d'un  solide,  dont  le  déplacement 
dépend  de  deux  paramètres  variables,  possèdent,  comme 
on  le  sait,  pour  chaque  position  particulière  du  solide, 
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la  belle  propriété  de  rencontrer  deux  incnies  droites 
(Manmheim,  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole 
Polytechnique,  2*  édition,  p.  277).  Connaissant,  pour 
une  position  quelconque  du  solide,  les  normales  à  quatre 
des  surfaces  trajectoires,  il  sera  facile,  au  moyen  de  la 
•  solution  donnée  plus  baut  du  problème  I,  de  construire 
les  deux  droites  rencontrant  ces  quatre  normales  et 
d'en  déduire  la  normale  à  Tune  quelconque  des  surfaces 
trajectoires  du  solide. 


SUR  LES  POINTS  DINTERSEGTION  D'UNE  CONIQUE  FIXE 
AVEC  UNE  CONIQUE  MOBILE  PASSANT  PAR  DEUX  POINTS 
FIXES; 

Par  m.  p.  APPELL. 


Nous  nous  proposons  d'appliquer  à  un  cas  élémentaire 
les  méthodes  indiquées  par  Clebsch  (*)  pour  Tétude  des 
groupes  de  points  sur  une  courbe  unicursale. 

Soit  une  conique  fixe  S  supposée  réelle  et  soient 

(')  ^-cp(0'        ^~^^{t) 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  cette  co- 
nique en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  tj  f(t)^ 
g(t)  et  (f(t)  désignant  des  trinômes  du  second  degré  en 
t.  Pour  préciser,  on  peut  supposer  que  le  paramètre  t 
est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  joignant  le  point 
(jc^jr)  de  la  conique  S  à  un  point  réel  fixe  sur  cette  co- 


(^)  Voir  Leçons  sur  la  Géométrie^  par  Clebsch;  recueillies  et 
complétées  par  Lindemann,  traduites  par  Benoist,  tome  III.  Gauthier- 
Villars,  i883. 
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nique  :  on  voit  alors  qu'à  chaque  point  {x,y)  correspond 
une  seule  valeur  de  f ,  que  si  ce  point  est  réel  la  valeur 
de  t  l'est  aussi,  et  réciproquement. 

Considérons  maintenant  deux  points  fixes  P  et  Q  réels 
ou  imaginaires  conjugués,  non  situés  sur  la  conique  S  et 
définis  par  l'intersection  d'une  droite  fixe 

ux  -h  vy  -h  w  =  o, 
avec  une  conique  fixe  ayant  pour  équation 

¥(x,r)  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  S  passant  par  les  deux 
points  fixes  P  et  Q  est 

(2)        F(a?,j')-i-  (  wa7-t-  pj  +  «')(Xa7-+-  fij  -h  v)  =  o, 

avec  trois  coefficients  variables  \  [x,  v.  Ces  coniques  va- 
riables S  coupent  la  conique  fixe  S  eu  quatre  points  parmi 
lesquels  trois  peuvent  être  choisis  arbitrairement;  le 
quatrième  point  d'intersection  est  alors  déterminé  et 
est  unique.  Appelons  «i,  fj,  tj,  «4  les  valeurs  du  para- 
mètre t  correspondant  à  ces  quatre  points  d'intersection  ; 
ces  valeurs  seront  liées  par  une  relation  algébrique  dé- 
terminant l'une  d'elles  dès  que  les  trois  autres  seront 
connues.  C^est  cette  relation  que  nous  allons  former.^ 

Supposons  d'abord  que  la  droite  PQ  ne  soit  pas  tan- 
gente à  la  conique  fixe  S  :  elle  coupera  cette  conique  eu 
deux  points,  réels  ou  imaginaires,  correspondant  aux 
valeurs  f  =  a  et  f  =  ^  du  paramètre  /,  fournies  par  l'é- 
quation 

ux  -h  vy  -i-  w  =  o, 

dans  laquelle  on  remplacerait  x  et  y  par  les  expressions 
(i)  :  nous  appellerons  Xij^  et  0:2  Ta  les  coordonnées  de 
ces  points  A  et  B.  Pour  trouver  les  valeurs  de  t  corres- 
pondant aux  quatre  points  d'intersection  de  la  conique 
Ann,  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII  (Janvier  1889).  4 
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variable  S  avec  la  conique  fixe  S,  il  faut  substituer  dans 
réquatiou  (a)  de  S  les  expressions  (i)  de  x  t^ij 

,  fit)  ^(t) 

l'équation  (a)  devient  alors,  après  qu'on  a  réduit  tous 
ses  termes  au  dénominateur  commun  '^^{t)^  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  admettant  les  racines  cliercliées 
'n  '27  ^37  ^4*  On  aura  donc,  en  décomposant  le  numéra- 
teur de  cette  équation  en  facteurs  du  premier  degré, 
Tidentité 


V {x, y)-\-  { UT  -^  vy  -^  w){\x  -^  (a^h-v) 

où  K  est  une  constante  qui  ne  dépend  pas  de  f,  mais 
qui  dépend  de  \  [x,  v.  Si,  dans  cette  identité,  on  fait 
t  =^  a^  les  quantités  x  et  j  deviennent  les  coordonnées 
Xi  et  j-,  du  point  A,  (  itx  -hi^g  -^-w)  s'annule,  et  l'on  a 

F(ar„7i)?*(«)=K(ri--a)(/,-«)(/3— a)(/4  — a); 

de  même,  en  faisant  t=zb^  on  a 

F(^î,70?'(^)  =  K(/,-  6)(<j-  b)(h-.  b)(U-b). 

Divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre  pour 
éliminer  K,  on  a  la  relation  cherchée 

^^^  ti  —  5  t^  —  b  h-b  1,^6  ~^' 

où  le  second  membre  C  est  une  constante  ayant  pour 

valeur 

/.,  r^  F(r„jri)?'(a) 

^'^  F{x,,y,)o^{b)' 

On  voit,  comme  nous  l'avions  dit  a  priori,  que, 
li,  U,  ts  étant  choisis  arbitrairement,  cette  relation  (3) 
donne  une  seule  valeur  pour  t^.  Examinons  maintenant 
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les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter  et  tirons  quel* 
ques  conséquences  de  cette  relation  (3). 

I**  Les  points  A  ef  B  sont  réels.  —  Dans  ce  cas,  la 
constante  C  est  réelle  ;  elle  est  positive  si  V{x^^y^)  et 
F(x2,j'2)  sont  de  mêmes  signes,  c'est-à-dire  si  les  points 
A  et  B  sont  tous  deux  à  Tintérieur  ou  tous  deux  à  Tex- 
lérîeur  de  la  conique  F (x,  j^)=  o  ;  elle  est  négative 
dans  le  cas  contraire.  ]Nous  simplifierons  la  forme  de  la 
relation  (S)  en  faisant  un  changement  de  paramètre  et 

posant 

/  —  fî 

où  B  désigne  une  nouvelle  variable  destinée  à  rem- 
placer t.  A  chaque  valeur  de  0  répondent  une  valeur  de  t 
et,  par  suite,  un  point  de  la  conique  S,  et  réciproque- 
ment ^  si  6  est  réel  y  t  Test  aussi,  et  réciproquement.  Si 
l'on  appelle  0,,  Bj^  ^s?  ^\  les  quatre  valeurs  de  0  corres- 
pondant aux  quatre  points  d'intersection  de  S  avec  S,  on 
voit  que  la  relation  {'^)  prendra  la  forme  simple 

(5)  6,0,6304  =  G. 

Coniques  S  siuosculatrices  à  S.  —  Pour  qu'une  co- 
nique S  soit  surosculatrice  à  S,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  points  d'intersection  soient  confondus.  Appelant 
4  la  valeur  du  paramètre  qui  correspond  au  point  de 
surosculation,  on  aura  donc,  diaprés  (5)^ 

(6)  0^=0; 

cette  équation  a  deux  racines  réelles  ou  n'en  a  aucune 
suivant  que  C  est  positif  ou  négatif.  Dans  la  première 
hypothèse,  il  existe  deux  coniques  S  surosculatrioes 
réelles;  dans  la  seconde,  il  n'en  existe  pas.  Les  quatre 
points  de  surosculation  réels  ou   imaginaires  ne   sont 
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jamais  sur  une  conique  S,  car  le  produit  des  quatre  ra- 
cines de  Téquatîon  (6)  est  égal  à  — C. 

Mener  par  un  point  ^^  de  la  conique  S  des  coniques  S 
osculatrices  à  S.  —  Soit  9  la  valeur  du  paramètre  corres- 
pondant au  point  d'osculation,  la  conique  S  osculatrice 
au  point  9  coupera  S  au  point  donné  6«  et  en  trois  points 
confondus  avec  Q;  on  aura  donc,  d'après  (5), 

(7)  6163=0, 

équation  en  .8  qui  a  une  seule  racine  réelle  0'  et  deux 
imaginaires  Q"  et  6"^.  On  ne  peut  donc  mener  par  un 
point  6|  de  S  qu'une  conique  S  réelle  osculalrice  à  S. 
Le  point  6,  et  les  trois  points  d'osculation  réels  ou  ima- 
ginaires 6',  6",  6"'  sont  sur  une  conique  S,  car  on  a 

0iô'6''6'"=G. 

2**  Les  points  h.  et  ^  sont  imaginaires  conjugués,  — 
Alors  les  quantités  ¥{x^^j^)'>^^{a)  et  F(a:2,j^2)  ?*(*) 
sont  imaginaires  conjuguées;  leur  quotient  C  est  une 
constante  imaginaire  de  module  1 , 

G  =  cosw-4-  isino). 

Les  constantes  a  el  b  étant  imaginaires  conjuguées, 
on  a 

Pour  simplifier  la  relation  (3)  et  ny  introduire  que 
des  éléments  réels,  posons 


T  étant  un.  nouveau  paramètre  que  nous  substituons  à  t. 
A  chaque  valeur  de  t  répond  une  seule  valeur  de  ï,  mais 
à  une  valeur  de  t  répondent  une  infinité  de  valeurs 
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de  T  di(!ëran(  les  unes  des  autres  par  des  multiples 
de  2îr  :  en  outre,  si  t  est  réel,  t  Test  aussi,  et  récipro- 
quement. Donc,  à  chaque  valeur  de  t  correspond  un 
seul  point  de  la  conique  S  ^  mais  à  un  point  de  la  couique 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  t  difTérant  les 
unes  des  autres  par 'des  multiples  de  27c.  Si  nous  appe- 
lons T|,  T2,  Tj,  T^  des  valeurs  de  t  correspondant  aux 
quatre  points  /|,  ^21  ^39  U  d^intersection  de  la  conique  S 
avec  une  conique  S,  la  relation  (3)  prendra  la  forme 

-+-  isin  (tj  -+■  TjH-  T3-h  T^-H  a>)  =  cosa>  -h  esina>; 
d*où 

(8)  Tl  -h  Tj  -4-  Tj  -+-  T^  =  'ikr., 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Coniques  S  surosculatrices .  —  En  appelant  1  le  pa- 
ramètre du  point  de  surosculation,  on  devra  avoir 

d'où,  pourTi,  quatre  valeurs  obtenues  en  faisant  succes- 
sivement Ar  =  o,  1 ,  2,  3, 

2  '  2 

les  autres  déterminations  de  l'entier  k  donnent  pour  t 
des  valeurs  qui  diffèrent  de  l'une  des  quatre  précé- 
dentes par  des  multiples  de  27^  et  qui,  par  suite,  ne 
fournissent  pas  de  nouveaux  points  de  la  courbe.  Il  y  a 
donc  quatre  coniques  S  surosculatrices  réelles  ;  leurs 
points  de  contact  ne  sont  jamais  situés  sur  une  conique  S, 
car  la  somme  (t'-!-'?''-!- V^'-f- t")  est  un  multiple  im- 
pair de  TT. 
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Mener  par  un  point  Tf  de  la  conique  S  des  coniques  2 
osculatrices  à  S,  —  Appelons  t  le  para  m  è  ire  du  point 
d'osculalioii,  nous  aurons 

d*où,  eu  faisant  k  =  o,  i ,  2,  trois  valeurs  pour  t  : 

11  j  a  donc  trois  coniques  S  osculatrices  réelles;  les 
points  de  contact  et  le  point  T|  sont  sur  une  conique  S*, 
car  ou  a 

3*^  Nous  avons  supposé,  pour  établir  les  résultats  pré* 
cédents,  que  la  droite  PQ  n'est  pas  tangente  à  la  co- 
nique S.  Lorsque  celte  droite  est  tangente  à  S,  les  deux 
points  A  et  B  sont  confondus,  a  devient  égal  à  A,  et 

IV^piation 

u  X  -r  vy  -4-  tl'  ~  o, 

où  l'on  remplace  x  et  y  par  leurs  expressions  (i)  en 
fonclion  de  /,  admet  la  racine  double  t  =  a  qui  annule 

aussi  la  dérivée 

w  jr't  -4-  vy'i . 

Revenons  alors  à  Tidentité 

c^,  — 0(/2— oc^i— />(^— O 


=  K- 


?no 


et  prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
par  rapport  à  t,  Xous  aurons  la  nouvelle  identité 

h'x ^t -f-  Ky.v/ -^ (  Il Jc'tA-  yy't )  ( X x  -+■  \xr  -4-  v )  -4-  (  w j?  :-  c>.v  -h  «v)  ( 'kj:'f-h  ji  Vf  > 
F  (  vC,  /  )  -h  (  MX  4-  v>j'  -t-  iv  )  (  A  j:  -t-  }X>-  -f-  V  ) 

Digitized  by  VjOOQIC 


(55) 
faisons  dans  celle  idenlité  £  =  a  et  rappelons- nous  que 
(ux  -^  ifj  -h  w)  et  {ux,  -^  ^y^)  s'annulenl  pour  t  =  a^ 
nous  aurons  la  relation  cherchée 


(q) 1 1 ! =  A, 

/{  désignant  une  constante  dont  il  est  inutile  d'écrire 
l'expression.  Si,  pour  simpliGer,  on  change  de  para- 
mètre en  posant 

I  h 

=  5  -h    —î 


a  —  /  4 

5  désignant  un  nouveau  paramètre  qui  prend  les  valeurs 
•^n  ^29  ^3)^1  £iux  quatre  points  d'intersection,  la  rela* 
lion  (9)  devient 

(10)  A|H-Aj-l-5»-+-  *v=  O. 

Il  ny  a  plus  alors  qu'une  conique  Ssurosculatrice^  son 
point  de  contact  est  5  =  0.  Par  un  point  s^  de  S  on  ne 
peut  plus  mener  qu'une  conique  S  osculatrice  à  S  ;  le 

point  de  contact  est  —  -^• 

Exercices,  —  I.  En  un  point  M|  de  la  conique  S  on 
mène  une  conique  S  osculatrice  coupant  la  conique  S  en 
un  autre  point  Mj^  en  Mj  on  mène  de  nouveau  une  co- 
nique S  osculatrice  qui  coupe  S  en  un  autre  point  Ms^  . . . 
et  ainsi  de  suite.  Calculer  le  paramètre  du  point  M/i 
ainsi  obtenu  en  fonction  de  paramètre  du  point  Mi,  eu 
se  plaçant  successivement  dans  les  trois  cas  examinés 
plus  haut.  Chercher  si  M,,  peut  coïncider  avec  M, .  Cher- 
cher si  M/i  tend  vers  une  position  limite  quand  n  aug* 
mente  indéfiniment. 

II.  Appliquer  la  méthode  générale  aux  cas  particu- 
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licrs  suivants,  auxquels  ou  pourrait  toujours  ramener 
les  trois  cas  précédents  par  une  projection  conique  : 

I**  S  est  une  hyperbole  -j  — "à »  =  '  ^^  '^s  coniques  S 
sont  (les  cercles 

^«  _,_  j^s  _^  X  «r  H-  ;jt^  -h  r  =  o, 

ou  des  hyperboles  équilatères  asymptotes  aux  axes 
xy  -i_Xj:-+-  |jl^h-v  =o; 

2^  La  conique  S  est  une  ellipse  et  les  coniques  I 
des  cercles-, 

3^  La  conique  S  est  une  parabole  et  les  coniques  S 
des  cercles. 

IIL  Former  les  relations  qui  lient  les  quatre  valeurs 
du  paramètre  t  correspondant  aux  points  d'intersection 
d'une  conique  fixe  S  avec  une  conique  variable  T  pas- 
saut  par  trois  points  fixes  ;  trouver  ensuite  les  coniques  T 
bitangentes  à  la  conique  S. 


ÉTUDE  GÉOMÉTRIQIE  DTi\E  FAMILLE  DE  CONIQUES; 

Par  m.  Charles  FABRY, 
Ancien  Élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


On  sait  que  la  perspective  d'une  cubique  gauche  sur 
un  plan  quelconque,  en  prenant  pour  point  de  vue  un 
point  de  la  courbe,  est  une  conique.  Si  Ton  prend  pour 
point  de  vue  successivement  tous  les  points  de  la 
courbe,  le  plan  restant  fixe,  on  aura  une  famille  de  co- 
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niques;  c*est  celte  famille  de  coniques  que  je  me  propose 
d'étudier. 


I. 


1.  Soient 


P  le  plan  fixe; 

S,  S' deux  coniques  quelconques  données  dans  ce  plan  ^ 

A,  B,  C  trois  de  leurs  points  d'intersection; 

a  le  quatrième. 

Menons  par  a  une  droite  non  située  dans  le  plan  P, 
et  prenons  sur  cette  droite  deux  points  S  et  S'.  Les 
cônes,  ayant  respectivement  pour  sommets  S  et  S'  et 
pour  directrices  S  et  Hy  ont  une  génératrice  commune 
SS')  la  courbe  commune  à  ces  deux  cônes  se  compose 
donc  de  cette  droite  et  d'une  cubique  gauche  qui  passe 
par  les  points  Â,  B,  C,  ainsi  que  par  les  points  S  et  S^ 
Les  deux  coniques  S  et  2/  sont  donc  deux  perspectives 
de  cette  cubique  gauche.  Nous  allons  chercher  à  définir 

Fig.  f. 


toutes  les  autres  perspectives  de  la  courbe.  Cherchons 
un  autre  point  de  la  cubique.  Pour  cela,  je  coupe  par 
un  plan  passant  par  SS'  {Jlg.    i).    Ce  plan  coupe  2 
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enp  et  S'  en  //.  Les  droites  ^S,  p'S'  se  coupent  en  un 
point  S'^  qui  est  sur  la  cubique.  La  perspective  de  la  cu- 
bique par  rapport  à  ce  point  est  une  conique  5/'  passant 
par  les  cinq  points  A,  B,  C,  p  et  p'. 

Donc  notre  famille  de  coniques  peut  être  définie  de 
la  manière  suivante  : 

On  donne  un  triangle  ABC  {Jig*  '2)  et  deux  coniques 

Fig.  2. 


^  et  H  circonscrites  à  ce  triangle.  Ces  deux  coniques 
se  coupent  en  un  quatrième  point  a.  Par  ce  point  on 
mène  une  sécante  variable  pp'oL^  et  l'on  fait  passer 
par  les  cinq  points  A,  B,  C,  py  //  une  conique. 

Deux  coniques  de  la  famille  n'auront  qu'un  point 
commun  autre  que  A,  B,  C. 

Les  coniques  S  et  S'  sont  deux  coniques  quelconques 
de  la  famille.  Donc  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  prend  trois  quelconques  des 
coniques  définies  comme  ci-dessus,  les  trois  points  dUn- 
tersection  (autres  que  A,  B,  C)  rfe  ces  coniques,  prises 
deux  à  deux,  sont  en  ligne  droite. 

2.  La  conique  If  doit  passer  par  le  point  où  la  tan- 
gente à  la  cubique  en  S"  rencontre  le  plan  P»  et  c^  point 
est  celui  où  la  conique  S"  touche  Tenveloppe  de  nos  co- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  39) 
i)i(|ues.  Or  ce  point  est  à  rinlcrseclion  de  la  tangente 
à  S  en  /i  et  de  la  tangente  kH  en  f/.  Donc  : 

Théouème  II.  —  Si  M"  est  l'intersection  des  tan- 
gentes à^  et  ^  en  p  et  p' ^  Ui  conique  passant  par  A,  B, 
C,  p^  //  passe  en  M"^,  et  ce  dernier  point  est  celui  oii 
cette  conique  rencontre  la  conique  infiniment  voisine 
de  la  famille, 

La  conique  I  passe  au  point  où  la  tangente  en  Sala 
cubique  perce  le  plan.  Or  ce  point  est  à  l'intersection 
de  la  conique  S  avec  la  tangente  à  S'  au  point  a.  Ou  a 
donc  le  tliéorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  S  étant  une  des  coniques  de  la  fa- 
mille, les  tangentes  aux  autres  coniques  de  la  famille 
au  point  oii  elles  rencontrent  la  conique  S  passent  par 
un  même  point  M,  qui  est  le  point  où  la  conique  S 
touche  renueloppe. 

De  ce  théorème  résulte  que,  par  aucun  point  du  plan 
Fig.  3. 


on  ne  peut  faire  passer  plus  de  deux  coniques  de  la  fa- 
mille. 

3.  Les  tliéorènies  II  et  III  sont  des  conséquences  im- 
médiates du  théorème  I. 

Soient  en  ellet  S,  S\  H^  trois  coniques  de  la  famille  : 
^et  S''  se  coupent  en  a,  I  et  2''  en  a\  S  et  5/  en  a".  On 
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sait  que  les  points  a,  a',  cP  sont  en  ligne  droite.  Soîi  S* 
la  conique  infiniment  voisine  de  5/*;  elle  rencontre  S 
en  ^Zj,  2'  en  a 4  et  S"  en  M".  Les  droites  art i  et  a'^z'^  sont 


les  tangentes  en  a  et  ci  aux  coniques  2/  et  S.  Or  les 
points  RFaai  et  les  points  IVFa'fl'j  sont  en  ligne  droite, 
ce  qui  démontre  le  théorème  IL 

Le  théorème  III  n'est  qu'une  autre  manière  d'énoncer 
le  théorème  IL 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Si  deux  coniques  de  la  famille  Y^  et  H  se  coupent 
en  OLj  la  tangente  à  l'une  d^ elles  en  ol  passe  par  le 
point  oit  l* autre  touche  Vem^eloppe, 

4.  Enveloppe  de  ces  coniques.  —  L'enveloppe  de  nos 
coniques  est  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  leur  cu- 
bique gauche  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire  l'inlersectioii 
du  plan  P  et  de  la  surface  développable  qui  a  la  cubique 
gauche  pour  arête  de  rebroussement.  L'enveloppe  de  nos 
coniques  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  a 
trois  points  de  rebroussement  en  A,  B,  C.  Les  tangentes 
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en  ces  points  sont  les  traces  sur  le  plan  P  des  plans 
osculateurs  à  la  cubique  en  A,  B,  C.  Or  ces  plans  oscu- 
lateurs  se  coupent  en  un  point  du  plan  P.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  de  nos  coniques  (ou  lieu 
des  points  tels  que  IVF)  est  une  courbe  du  quatrième 
degrés  qui  a  pour  points  de  rebroussement  les  points  A, 
B,  C,  et  les  tangentes  en  ces  points  sont  concourantes. 

II. 

ÉTUDE  DES  CONIQUES,    DROITES  ET    POIMTS  CORRESPONDANTS 
PAR   RAPPORT  A  UN  TRIANGLE. 

5.  Soient  A,  B,  C  un  triangle,  S  une  conique  circon- 
Fig.  5, 


scrite.  Nous  allons  définir  cette  conique  d'une  manière 
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symélriquc  par  rapport  aux  éléments  du  irlangln,  au 
moyen  d'une  droite  ou  d'un  point  : 

i""  Soient  Aa,  B^,  Cy  les  tangente^  en  A,  6,  C  à  la 
couîque  S.  Les  points  a,  p,  y  sont  sur  une  droite  D.  A 
cliaque  conique  S  correspond  une  droite  telle  que  D,  et 
à  chaque  droite  correspond  une  conique.  La  droite  I) 
peut  donc  servir  à  définir  la  conique. 

a**  Les  tangentes  A  a,  B^,  Cy  forment  un  triangle 
ahcy  et  les  droites  A/z,  Bi,  Ce  concourent  en  un  point  P. 

Fig.  (i. 


A  chaque  conique  correspond  un  point  P.  Réciproque- 
ment, si  P  est  donné,  on  en  déduira  les  points  a',  jî',  y. 
Or  les  points  a,  j3,  y  sont  les  conjugués  harmoniques 
des  premiers  par  rapport  à  BC,  AC,  AB,  et  les  points  a, 
^,  Y  ainsi  construits  seront  en  ligne  droite.  On  aura 
alors  les  tangentes  à  la  conique  en  A,  B,  C,  et  par  suite 
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ia  conique.  Le  point  P  peut  donc  aussi  servir  à  définir 
la  conique. 

De  mèuic,  si  T  est  une  conique  inscrite  au  triangle, 
on  pourra  la  définir  par  un  point  ou  par  une  droite;  la 
Jig.  6  fait  suflisamment  comprendre  de  quelle  manière. 

6.  Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  réfé- 
rence. On  démontrera  sans  difliculté  les  résultats  sui- 
vants : 

Si  un  point  P  a  pour  coordonnées  x,jy  z,  la  droite 
correspondante  D  aura  pour  équatioa 

X       Y       Z 

i 1 —  =  o, 

œ       j.        z 

la  conique  correspondante  S 

X        y        z 

la  conique  inscrite  correspondante  T 

Si  l'on  se  donne  une  courbe  que  décrit  le  point  P,  il 
est  facile  de  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  et  des  deux 
coniques  correspondantes  ou  réciproquement. 

Le  Tableau  suivant  donne  quelques-uns  des  résultats 
que  Ton  obtient  ainsi  : 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES  GRANDS-AUGUSTINS,   55,   A   PARIS. 


COMBEROUSSE  (Charles  de),  Ingénieur  civil,  Profcsseurau  Conservatoire 
national  des  Arts  et  Métiers  et  à  TÉcoIe  Centrale  des  Arts  et  Manufactures, 
ancien  Président  du  Jury  d'admission  à  la  môme  École,  ancien  Profes- 
seur de  Mathématiques  spéciales  au  CoUèiçe  Ghaptal.  —  Cours  de  Mathé- 
matiques, à  l'usage  des  Candidats  à  l'École  Polytechnique,  à  l'École 
Normale  supérieure  et  à  l'École  centrale  des  Arts  et  Manufactures. 
G  volumes  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 
Chaque  Volume  se  vend  séparément  : 

Tome  \",  —  arithmétique  et  Jl^èbrc  élémentaire  (avec  38  figures  dans 
le  texte).  3*  édition;   i884 lo  fr. 

On  vend  séparément  : 

Arithmétique 4  '*'• 

Algèbre  élémentaire 6  fr. 

ToMB  IL  —  Géométrie  élémentaire ,  plane  et  dans  V espace,  —  Trigono- 
métrie rectilifçne  et  sphérique  (avec  5i2  figures  dans  le  texte),  a* édi- 
tion; 1882 12  fr. 

On  vend  séparément  : 
Géométrie  éicmentairc,  plane  et  dans  Tespnce.     7  fr. 
-  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique,  suivie  de 
Tables  des  valeurs  des  lignes  trigonométriques 
naturelles , 5  fr. 

Tome  IFI.  —  Algèbre  supérieure.  V^  Partie  :  Compléments  d^ Algèbre 
élémentaire  {Déterniinants,  fractions  continues,  etc.).  —  Combinai- 
sons. —  Séries.  —  Etude  ^les  Fonctions.  —  Dérivées  et  Différentielles 
(avec  20  figures  dans  le  te\lo).  2"  édition;  1887 i5  fr. 

Tome  IV.  —  Algèbre  supérieure.  Il'  Partie  :  Etude  des  imaginaires. 
Théorie  générale  des  Èqiujtions.  2*  édition (Sous  presse.) 

Tome  V.  —  Géométrie  analytique,  plane  et  dans  l'espace.  Éléments  fie 
Géométrie  desrriptii'e,  2*  édition ( Sous  presse.) 

Tome  VI. —  Eléments  de  Géoméf rie  supérieure.  Notions  sur  la  résolution 
des  problèmes .  2*  édition {En  préparation ,) 

JAMIN  (J.),  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  dos  Sciences,  et  BOUTY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences. —  Cours  de  Physique  à  l'usage  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  2*" édition.  Deux  volumes  in-8, 
avec  4^8  figures  dans  le  texte  et  G  planches  sur  acier;  1886. . .     '>o  fr. 

On  x^end  séparément  : 

Tome  Ï  :  Instruments  do  mesure.  Ilydrostalique.  —  Optique  gebmé- 
trique.  —  Notions  sur  les  phénomènes  capillaires.  In-8,  avec  3 12  figures 
dans  le  texte  et  4  planches 10  fr. 

Tome  IÎ  :  Thernwmétrlc,  Dilatations.  —  Caloriniétrie.  In-8,  avec 
1 46  figures  dans  le  texte  et  2  planches 10  fr. 

Cette  nouvelle  édition,  destinée  aux  eliVves  de  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales, correspond  exactement  au  programme  actuel  d'admission  à  l'École  Po- 
lytechnique. Elle  comprend,  avec  un  Chapitre  sur  les  phénomènes  capillaires, 
<{uatre  petits  Traités  distinct»,  extraits  du  grand  Ouvrage  de  MM.  Jamin  et 
Houty,  mais  rédigés  spécialement,  et  dès  l'origine,  en  vue  des  élèves  des  lycées. 

Ceux    d'entre   eux   qui  poursuivront  l'ctude  de  la  Physique,   dans  les  grandes 
.^^coles  de  l'Etat  ou  dans  les  Facultés,  pourront  se  procurer  le  reste  du  grand  Ou- 
vrage. Ils  y  trouveront  traitées,  avec  tous  les  développements  que  comporte  l'état 
;trtuel  de  la  Science,  les  matières  correspondant  à  l'enseignement  supérieur  de  JLa^^î^ 
Physique.  Digitized  by  VjOOglL 
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LIBRAIRIE  GAUTHIËR-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES   GRANDS-AUGLSTINS,    55,    A    PARIS. 


WYROUBOFF  (G.).  —  Manuel  de  Cristallographie.  Détermination  des 
formes  cristallines,  In-8,  avec  figures  dans  le  texte  et  6  planches  en  taille 
douce;  1889 12  fr. 

Ce  LÎTre  ne  remplace  aucun  des  nombreux  Traités  et  Manuels  de  Cristallographie 
pu l)Iiés  jusqu'à  ce  jour;  il  a  la  prétention  beaucoup  plus  modeste  de  combler  une 
lacune  qui  existe  dans  la  plupart  d'entre  eux.  En  effet,  il  s'adresse  beaucoup  moins 
à  ceux  qui  veulent  devenir  cristalloQiajthos  qu^uix  nombreux  savants  pour  lesquels 
la  Cristallo{;raphie  n'est  qu'un  nïoyen  de  dètcrniiner  et  de  décrire  les  espèces.  C'est, 
en  realite,  un  Manuel  pratique  de  la  dëlerniination  des  formes  cristallines. 

Nous  espérons  que  ce  travail  poptilarist'ra  le  calcul  crislallo^raphique  parmi  Un 
jeune»  ciiimistes  qui  seront  misa  même  de  décrire  exactement  la  forme  de-»  i:i- 
nombiables  substances  qui  sortent  de  leurs  laboratoires,  et  qui,  parfois  acciden- 
tellement obtenues,  didiciles  a  reproduire  on  rapidement  décomposées,  sont  pcrdtu's 
pour  l'étude;  il  permettra,  d'autre  pari,  aux  physiciens  de  relier  eux-mêmes  la 
propriété  qu'ils  découvrent  à  la  symétrie  tpii  appartient  à  l'enveloppe  cristalline. 

Enlin  ce  Manuel  pourra  rendre  e{][ti)ement  des  services  aux  candidats  à  la  li- 
cence es  sciences  physiques,  qui  y  trouveront,  notamment,  de  nombreux  modèles 
de  calcul,  disposes  de  façon  à  faire  passer  en  revue  la  plup.irt  des  cas  qui  se 
présentent,  et  à  n'exiger  d'autre  connaissance  mathéntalique  que  colle  du  ma- 
niement d'une  Table  de  logarithmes. 

Le  point  de  vue  purement  pratique  qui  a  guidé  l'Auteur  nexclut  pas  les  con- 
sidérations théoriques  :  aussi  a-l-il  insisté  sur  tout  co  ijui  a  trait  au  choix  des 
axes  coordonnés  et  de  la  forme  primitive,  aux  ftjrmes  limites  cl  pseudo-symétriques. 
(!Ie  sont  en  eftet  des  questions  qui  ne  préoccupaient  nullement  les  anciens  cristal- 
lographes  et  qui  jouent  actuellement  un  rôle  considérable  dans  la  Science. 

Pari»   -laiprlmerlo GAUTHIER- VILLARS  ET  FILS,  qffi^'il*«j6yliidi<A)ïQ^i€B5. 


Le  Gérant  :  Gauthier-Viluiis. 


(TroiMènie  S^rie.)  —   Février  1880. 
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Toutes  les  réciprô<jnt»&^~de..4îer  ihéorèmes  sont  vraies^ 
par  exemple,  si  uae  conique  circonscrite  au  triangle 
ABC  passe  par  un  point  fixe,  le  point  correspondant  de 
cette  conique  décrit  la  droite  correspondante  du  point 
fixe. 

7.  Nous  avons  rencontré  dans  ce  qui  précède  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  rebroussements. 
Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  courbe  est  la  plus 
générale  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  que  toute  courbe 
du  quatrième  degré,  qui  a  pour  points  de  rebrousse- 
ment  les  trois  sommets  du  triangle  de  référence,  est  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 


v/xtv/|^i/l=°- 


Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  partir  de  Téquation 
la  plus  générale  des  courbes  du  quatrième  degré  et  d'ex- 
primer qu'elle  a  les  trois  sommets  du  triangle  pour 
points  de  rebroussement.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème  V.  —  Si  une  courbe  du  quatrième  degré 
a  trois  points  de  rebroussement  A,  B,  C  : 

I®  Les  tangentes  en  ces  points  concourent  en  un 
point  P; 

2°  La  courbe  a  une  tangente  double  qui  est  la 
droite  correspondant  au  point  P  par  rapport  au 
triangle  ABC. 

On  verra  de  même  que  toute  courbe  du  troisième 
degré,  qui  a  un  point  double  (coordonnées  «,  i,  c)  et 
trois  points  d'inflexion  situés  respectivement  sur  les 
côtés  du  triangle,  avec  les  côtés  de  ce  triangle  pour 
tangentes  d'inflexion,  a  pour  équation 
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OU 

/X       Y        Zy  XYZ 

On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème  VI.  —  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a 
un  point  double  et  trois  points  d'inflexion  : 

1°  Les  trois  points  d'inflexion  sont  en  ligne  droite; 

2°  La  droite  qui  joint  ces  points  est  la  droite  con- 
juguée du  point  double  par  rapport  au  triangle  formé 
par  les  tangentes  d* inflexion. 

Les  théorèmes  V  et  VI  se  déduisent  l'un  de  l'autre 
par  les  polaires  réciproques. 

Théorème  VII.  —  Si  deux  coniques  S  et  S'  circon- 
scrites au  triangle  ABC  ont  pour  points  correspon- 
dants T?  et  P,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  co- 
niques est  le  point  correspondant  à  la  droite  PP'. 

Car  toutes  les  coniques  dont  les  points  correspondants 
sont  sur  PP'  passent  par  un  même  point,  qui  est  le 
point  correspondant  à  PP. 

On  démontrera  de  même  : 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  coniques  T  etT^  inscrites 
au  triangle  ABC  ont  pour  droites  correspondantes  D 
et  ly,  la  tangente  commune  à  ces  coniques  est  la  droite 
correspondant  au  point  commun  à  DetïV. 

Supposons  qu'un  point  décrive  une  courbe  P.  La  co- 
nique circonscrite  correspondant  à  ce  point  enveloppera 
une  courbe  C.  Le  point  où  chacune  de  ces  coniques  ren- 
contre la  conique  infiniment  voisine  est  le  point  con- 
jugué d^une  tangente  à  la  courbe  P.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  IX.  —  Supposons  qu'un  point  décrire  une 
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courbe  P,  la  conique  circonscrite  correspondante  de 
ce  point  enveloppera  une  courbe  C.  Si  une  droite  reste 
tangente  à  la  courbe  P,  son  point  conjugué  décrira  C. 

On  démontrera  de  même  le  théorème  suivant  : 

Théorème  X.  —  Supposons  qu'une  droite  reste  tan- 
gente à  une  courbe  D.  La  conique  inscrite  correspon- 
dante eni^eloppera  une  courbe  T.  Si  un  point  décrit  T, 
sa  droite  correspondante  décrira  D. 

•    Les  réciproques  sont  aussi  vraies. 

Par  exemple,  si  une  conique  inscrite  reste  tangente  à 

b  conique  circonscrite  y  "^  v  "^  7  ~  ^*  ®^  droite  con- 
juguée enveloppera  la  quartique  1/^"*-1/y"'"\/z^°* 
Une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  et  la  co- 
nique inscrite  correspondante  sont  bi tangentes,  et  la 
corde  des  contacts  est  la  droite  correspondant  à  ces  co- 
niques. En  effet,  les  équations  des  deux  coniques  sont  : 

aYZ-t-6ZXH-cXY  =  o 
et 

X«       Y»       7J         YZ  ZX  XY 

a*        o'        c'  oc  ac  ab 

et  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

/^  -H  ^  -4-  -  V i-  (aYZ  -H  6ZX  H-  cXY)  =  o, 

\a        b       c  I        abc  ' 

ce  qui  démontre  le  théorème.  Les  points  de  contact  des 
deux  coniques  sont  imaginaires.  On  démontre  sans  dif- 
ficulté que,  inversement,  si  deux  coniques,  Tune  inscrite, 
l'autre  circonscrite  au  triangle  ABC,  sont  bitangentes, 
elles  sont  correspondantes  et  la  corde  des  contacts  est 
la  droite  correspondante  des  deux  coniques. 
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m. 

9.  Revenons  à  la  famille  de  coniques  obtenue  en 
prenant  les  perspectives  d^une  même  courbe  gauche  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  différents  points  de  la 
courbe. 

Toutes  ces  coniques  sont,  comme  nous  l'avons  vu, 
circonscrites  à  un  même  triangle  ABC.  Cherchons  le 
lieu  du  pôle  de  Tun  des  côtés  du  triangle  par  rapport  à 
ces  coniques. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  points  où  la  cubique  ren- 
contre le  plan  P;  A  a,  B^  les  tangentes  en  A  et  B  à  la 
cubique.  Soit  S  un  autre  point  de  la  cubique.  La  per- 
spective de  la  courbe  par  rapport  à  ce' point  sera  une 
conique  passant  en  A,  B,  C,  et  dont  les  tangentes  en  A 

Fîg.  7. 


et  B  seront  les  perspectives  des  droites  Aa,  B^.  Le  pôle 
g  de  AB  par  rapport  à  cette  conique  sera  donc  la  trace 
sur  le  plan  P  de  la  droite  passant  par  S  et  rencontrant 
les  deux  droites  Aa,  Bp.  Or,  si  une  droite  rencontre 
une  cubique  gauche  et  deux  de  ses  tangentes,  elle  en- 
gendre un  hyperboloïde  ;  car,  si  l'on  considère  trois 
droites  Aa,  B^,  Cy  et  que  sur  ces  trois  droites  on  con- 
struise un  hyperboloïde,  il  aura  sept  points  communs 


Digitized  by  VjOOQIC 


(69) 
avec  la  cubique  et  la  contiendra  tout  entière  ;  donc 
toute  droite   rencontrant  A  a,   B^   et   la  cubique  sera 
située  sur  cet  hyperboloïde,  car  elle  aura  trois  points 
communs  avec  lui.  Donc  : 

Théorème  XI.  —  Le  lieu  des  pôles  de  l'un  des  côtés 
du  triangle  ABC  par  rapport  aux  coniques  de  la  fa- 
mille est  une  conique  circonscrite  à  ce  triangle. 

Réciproquement,  si  Ton  a  une  famille  de  coniques 
circonscrites  à  un  triangle  ABC  et  telles  que  le  lieu 
des  pôles  du  côté  AB  soit  une  conique  S  circonscrite 

Fig.  8. 


à  ABC,  on  peut  le»  considérer  comme  les  perspectives 
d'une  même  cubique  gauche,  que  Ton  obtiendra  en 
faisant  passer  un  hyperboloïde  par  S  et  en  traçant  une 
cubique  placée  sur  cet  hyperboloïde  et  tangente  à  deux 
génératrices  de  même  système  en  A  et  B. 

Si  g  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  une  de 
nos  coniques,  la  droite  correspondant  à  cette  conique 
sera  ap.  Si  x^  y^  z  sont  les  coordonnées  du  point  g,  la 


X        Y        Z 
droite  a^  aura  pour  équation  -  H —  —  -^  =  o. 
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Or  le  lieu  dû  point  g  est  une  conique  circonscrite  au 

trian£fle  ABC.  On  a  donc  — h  7-  H —  =0.  Donc  : 
^  abc 

Théorème  XII.  —  Les  droites  correspondant  aux 
coniques  de  notre  famille  passent  par  un  point  fixe. 

Les  points  correspondants  de  ces  mêmes  coniques 
décrii^ent  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC/ 

On  en  conclut  que  l'enveloppe  est  une  courbe  du 
quatrième  degré  ayant  quatre  points  de  rebroussement. 
On  voit  de  plus  que  les  tangentes  de  rebroussement  de 
Tenveloppe  concourent  en  un  point,  qui  est  le  point 
autour  duquel  tournent  les  droites  correspondantes  des 
coniques  de  la  famille.  Cette  courbe  du  quatrième  degré 
peut  aussi  être  engendrée  par  les  points  correspondants 
des  tangentes  à  une  conique  circonscrite  au  triangl^î 
ABC. 

Il  résulte  aussi  du  théorème  XII  que  par  tout  point 
du  plan  passent  deux  coniques  de  la  famille,  car  l'en- 
veloppe des  droites  correspondant  aux  coniques  cir- 
conscrites passant  par  un  même  point  est  une  conique. 

Les  réciproques  sont  vraies,  c'est-à-dire  que  si  des 
coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  sont  tangentes 
à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  A,  B,  C  pour 
points  de  rebroussement,  ou  si  leurs  droites  correspon- 
dantes passent  par  un  point  fixe,  ou  si  leurs  points  cor- 
respondants décrivent  une  conique  passant  par  A,  B,  C, 
on  peut  considérer  ces  coniques  comme  les  perspectives 
d'une  même  cubique  gauche.  En  se  reportant  au  théo- 
rème I,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XIII.  —  Si  les  droites  correspondantes  de 
trois  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  sont 
concourantes,    les   trois  points  d'intersection   {autres 
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que  A,  B,  Ct)  de  ces  coniques  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Si  les  points  correspondants  des  trois  coniques  cir- 
conscrites au  triangle  ABC  sont  sur  une  même  conique 
circonscrite  à  ce  même  triangle,  les  points  d^ intersec- 
tion (^autres  que  A,  B,  C)  de  ces  coniques,  prises  deux 
à  deux,  sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

10.  Soient  2  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC 
et  P,  P',  P''  trois  points  de  cette  conique.  Considérons 
les  trois  coniques  circonscrites  S,  S',  S''  correspondant 
aux   points   P,  P',   P'^.  Nous   venons  de  voir  que  les 

Fig.  9. 


points  d'intersection  de  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite.  Or  ces  points  d'intersection  sont 
les  points  conjugués  des  droites  PP',  P'P^,  PF'.  Puis- 
qu'ils sont  en  ligne  droite,  ces  trois  droites  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique  inscrite  au  triangle.  De  là  ce 
théorème  : 

Théorème  XIV.  —  Si  deux  triangles  sont  inscrits  à 
une  conique,  leurs  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  : 
Tbéorème  XV.   —    Si  deux  triangles  sont  circon- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  72  ) 
scvils  à  une  même  conique,  leurs  six  sommets  sont  sur 
une  même  conique. 

10.  De  ces  théorèmes  on  peut  déduire  le  théorème 
de  Poncelet  : 

Etant  données  deux  coniques  S  et  ï,  s'il  existe  un 
triangle  ABC  inscrit  à^  et  circonscrit  à  T,  il  en  existe 
une  infinité.  ^ 

Prenons  en  effet  un  point  jâ  sur  S,  et  de  ce  point  me- 
nons les  tangentes  ^a,  ^v  à  T,  et  joignons  ay.  D'après 
le  théorème  XIV,  il  existe  une  conique  tangente  aux  six 

Fig.  10. 


côtés  des  deux  triangles  ABC,  a^y;  or  cette  conique  se 
confond  avec  T,  car  elles  sont  tangentes  aux  cinq 
mêmes  droites;  donc,  etc. 

Inversement,  du  théorème  de  Poncelet  on  déduira 
facilement  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  démon- 
trés, sans  avoir  recours  à  la  courbe  gauche  qui  nous  a 
servi  de  base. 

IV. 

Nous  allons  examiner  quelques  cas  particuliers  des 
théorèmes  que  nous  avons  démontrés. 

H.  Nous  avons  vu  que  Ton  pouvait  définir  la  famille 
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des  coniques  au  moyen  de  deux  coniques  iC  et  2'  (n^  1  ). 
Deux  des  points  A,  B,  C  pourraient  être  imaginaires 
sans  que  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  ces* 
sent  d'être  vrais. 

Supposons,  en  particulier,  que  ces  deux  coniques 
soient  des  cercles,  le  théorème  XI  devient  alors  le  sui- 
vant : 

Si  trois  cercles  ont  un  point  commun  A  et  si  les 
trois  autres  points  communs  à  ces  cercles  pris  deux  à 
deux  sont  en  ligne  droite,  leurs  trois  centres  et  le 
point  A  sont  sur  un  même  cercle,  et  réciproquement» 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  par  la  Géométrie 
élémentaire;  c'est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Simpson. 

On  en  conclura  facilement  les  théorèmes  suivants, 
qui  sont  toujours  des  cas  particuliers  de  théorèmes  déjà 
démontrés  : 

Soient  C  et  C  deux  cercles,  K  et  cl  leurs  points  d'in- 
tersection. Par  a  on  mène  une  sécante  variable  OLpt/^ 

Fig.  II. 


et  l'on  trace  le  cercle  circonscrit  au  triangle  Apt/.  On 
a  ainsi  une  famille  de  cercles  : 

1*  £e  lieu  de  leurs  centres  est  un   cercle  passant 
en  A  ; 
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2®  Les  points  d'intersection  {autres  que  A)  de  trois 
quelconques  de  ces  cercles  pris  deux  à  deux  sont  en 
ligne  droite; 

3®  Le  cercle  passant  par  Aj  p^  q  passe  en  M,  et  le 
point  M  est  le  point  oit  ce  cercle  touche  Venveloppe 
des  cercles  analogues  ; 

4**  Cette  eni^eloppe  {ou  lieu  des  points  M)  est  un  li- 
maçon de  Pascal  qui  a  un  point  de  rebroussement 
en  A. 

12.  Nous  ne  ferons  que  signaler  le  cas  où  le  plan  de 
la  figure  serait  tangent  à  la  cubique  gauche.  On  aurait 
alors  une  famille  de  coniques  passant  par  un  point  A  et 
tangentes  à  une  droite  D  en  un  point  donné  B.  L'en- 
veloppe serait  alors  une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  de  rebroussement  en  A,  un  point  d'inflexion 
en  B  avec  D  pour  tangente  en  ce  point. 

Comme  cas  particulier,  B  pourrait  être  à  l'infini  ^  les 
coniques  auraient  alors  une  asymptote  commune. 

Enfin,  si  la  droite  D  allait  elle-mêine  k  l'infini,  on 
aurait  une  famille  de  paraboles  ayant  un  point  commun 
A,  et  ayant  même  direction  d'axe.  Leur  enveloppe  se- 
rait une  cubique  de  la  forme  y^=  j:',  ayant  le  point  A 
pour  point  de  rebroussement.  De  là  ce  théorème  : 

On  donne  la  courbe  y^  =  x^^  et  Ton  considère  des 
paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles  à  Oy^  passant  à 
l'origine  et  tangentes  à  la  courbe  donnée.  Si  l'on 
prend  trois  quelconques  de  ces  paraboles,  les  points 
d'intersection  des  paraboles  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite, 

13.  Le  plan  de  la  figure  peut  aussi  être  osculateur  à 
la  cubique  gauche.  Ou  a  alors  une  famille  de  coniques 
osculatriccs  en  un  même  point  A.  Les  points  d'inter- 
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section  de  trois  quelconques    de  ces  coniques    prises 
deux  à  deux  sont  encore  en  ligne  droite.  Dans  ce  cas, 
Tenveloppe   est  une  conique,  tangente  en  A  à  toutes 
Jes  coniques  de  la  famille. 


14.  En  transformant  par  polaires  réciproques  les  pro- 
priétés que  nous  avons  démontrées  jusqu'ici,  nous  al- 
lons obtenir  une  nouvelle  série  de  propriétés.  Nous 
ferons  observer  d'abord  que,  si  une  conique  est  circon- 
scrite à  un  triangle  ABC,  sa  conjuguée  sera  une  conique 
inscrite  au  triangle  conjugué  du  premier,  A'B'C,  et  que 
la  droite  et  le  point  correspondant  à  la  première  conique 
par  rapport  au  triangle  ABC  auront  pour  conjugués  le 
point  et  la  droite  correspondant  à  la  deuxième  conique 
par  rapport  à  A'B'C 

Ceci  posé,  soient  ABC  un  triangle,  T  et  T'  deux  co- 
niques inscrites  à  ce  triangle,  A  leur  quatrième  tangente 

Fig.  12. 


commune.  Prenons  sur  cette  droite  un  point  a,  et  me- 
nons de  a  les  tangentes  a^,  a^  aux  coniques  T  et  T', 
puis  construisons  la  conique  T'^  inscrite  au  triangle  ABC 
et  tangente  aux  droites  a/?,  tq.  Lorsque  le  point  a  se 
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déplace   sur  A,  nous  aurons  une  famille  de  coniques 
qui  jouiront  des  propriétés  suivantes  : 

1"  Si  Ton  prend  trois  quelconques  de  ces  coniques, 
les  tangentes  communes  de  ces  coniques  prises  deux  à 
deux  sont  concourantes. 

2°  La  conique  T"  tangente  à  AB,  BC,  AC,  ap,  ay  est 
tangente  à  pq^  et  pq  est  la  tangente  k  Tenveloppe  de 
ces  coniques  au  point  où  elle  est  touchée  par  T'''. 

Ou,  ce  qui  revient  au  môme ,  si  A  est  la  tangente 
commune  à  deux  coniques  T  et  T'  de  la  famille,  le 
point  de  contact  de  A  et  de  T  est  sur  la  tangente  à  T' 
au  point  ou  elle  touche  l'enveloppe. 

3®  L'enveloppe  de  ces  coniques  (ou  enveloppe  des 
droites  pq)  est  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  a 
pour  tangentes  de  rebroussement  les  trois  côtés  du 
triangle  ABC,  et  qui  a  un  point  double. 

4°  La  polaire  de  Tun  des  sommets  du  triangle  ABC 
enveloppe  une  conique  inscrite  à  ce  triangle. 

5**  Les  points  correspondant  à  ces  coniques  par  rap- 
port au  triangle  ABC  sont  en  ligne  droite. 

6**  Si  les  points  correspondants  de  trois  coniques 
inscrites  à  un  triangle  sont  en  ligne  droite,  les  tan- 
gentes communes  à  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Citons  comme  cas  particulier  du  quatrième  théo- 
rème : 

Si  trois  paraboles  ayant  un  foyer  commun  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite,  les  tangentes  communes  à  ces 
paraboles  prises  deux  à  deux  sont  concourantes,  et  réci- 
proquement. 

La  démonstration  élémentaire  de  celle  proposition 
n'ollre  aucune  difficulté. 
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ÉQUATION  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  RÉGLÉES  DONT  LA  LIGiVE 
DE  STRICTION  SATISFAIT  A  CERTAINES  CONDITIONS; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


L   Premier   problème.  —  La  ligne  de  striction  est 
donnée. 
1.  Soient 

^i  =  /(«), 

Ji  =  ?(*)» 

les  équations  de  la  ligne  donnée,  dans  lesquelles  Xi,  j  i, 
jf  sont  les  coordonnées  d*un  point  variable  Pde  la  ligne, 
et  s  une  variable  auxiliaire  représentant  la  longueur  de 
Tare  AP  de  cette  ligne  qui  est  compris  entre  un  point 
tixe  A  et  le  point  variable  P. 

Soient X,  jx,  V  les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice 
du  point  P  fait  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. Soit  u  une  longueur  quelconque  PM  prise 
sur-celte  génératrice  et  désignons  par  x,  j^  z  les  coor- 
données du  point  M.  On  a  alors 

y  =  0(5) -4-  [xu, 

Ces  équations,  dans  lesquelles  5  et  u  sont  deux  variables 
indépendantes  et  X,  jx,  v  des  fonctions  arbitraires  de  5, 
représentent  toutes  les  surfaces  réglées  passant  par  la 
ligne  donnée. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'elles  représentent  toutes  les  sur- 
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faces  réglées  ayant  pour  ligne  de  striction  la  ligue  don- 
née, si  les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  \  (x,  v 
satisfont  à  Téquation  différentielle  suivante  : 

Si,  d'autre  part,  on  appelle  a  Tangle  de  la  génératrice 
qid  paue  an  point  P  avec  la  courbe  donnée,  on  a  évi- 
demment, que  cette  courbe  soit  oa  non  ligue  de  striction , 

(2)  cosa  =  2:X/'(*). 

Enfin,  il  est  facile  de  calculer  le  paramètre  de  distribu- 
tion xs  de  la  génératrice  du  point  P.  La  valeur  de  ce  pa- 
ramètre, dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  donnée  est 
ligne  de  striction,  prend  la  valeur  simple  qui  suit  : 

2.  Laissons  a  fonction  arbitraire  de  s.  Définissons  les 
fonctions  X,  |x,  v  par  les  équations  (i)  et  (2),  auxquelles 
se  joint  l'équation 

(4)  Xî-f.jx*-+-vî=i, 

et  nous  aurons  ainsi  toutes  les  surfaces  réglées  ayant  la 
ligne  de  striction  donnée.  L'équation  (3)  nous  donnera 
alors  le  paramètre  de  distribution  pour  les  génératrices 
de  la  surface. 

Pour  intégrer  le  système  [(i),  (2),  (4)],  différentions 
(2)  en  tenant  compte  de  (i).  Nous  aurons 

(5)  ~dr'^2d^'^^'^' 

alors  (2),  (4),  (5)  donnent  )v,  [jl,  v.  Les  relations  (a) 
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et   (5)  doimeiit   d'abord   A  et  jx.   Portant  ces   valeurs 
dans  (4))  on  a  une  équation  en  v  du  second  degré. 

3.  Supposons,  comme  exemple,   qu'on  nous  donne 
l'hélice  représentée  par  les  équations  suivantes  : 

s 
X  =:a  cos  -  > 
a 

.    s 
r  =  a  sin  —  > 
•^  a 

z  =  bs. 

En  posant 


R==|/6î^-sm^a-a^(6«^-I)(^^y 


on  obtient 


>  .    s  cos  a  — 6  R  s  dcosa 

A  =  —  sin rr a  cos -j —  • 

a       o*  -f- 1  a      as 


s  cosa  —  6R        _  _._  s  cfcosa 
6  cosa -4-  R 


Il  =  cos yr a  sm -J , 

^  a       b*-\-i  a      ds 


6«- 


d\\^ 


Il  est  facile  de  calculer  -^^>  c'est-à-dire  Zuiir) 
On  voit  aisément  que  cette  valeur  de  — j-  ne  contient 

que  Tangle  a  et  ses  dérivées.  D'où  le  résultat  suivant,  qui 
est  pour  ainsi  dire  évident  a  priori  : 

Dans  toute  surface  réglée  oit  la  ligne  de  striction  est 
une  hélice,  si  toutes  les  génératrices  coupent  cette  ligne 
sous  un  même  angle,  toutes  ont  le  même  paramètre  de 
distribution. 

La  réciproque  est  fausse.  Si  la  ligne  de  striction  est 
une  hélice  et  que  le  paramètre  de  distribution  soit  le 
même  pour  toutes  les  génératrices,  le  cosinus  de  l'angle 
sous  lequel  ces  génératrices   coupent  l'hélice,  au  lieu 
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(l^elre  constant,  esl  une  ibncliou  de  s  détinie  par  une 
éc|uation  diirérentielle  du  second  ordre. 

4.  Eu  faisant  b  =  o  dans  Je  cas  précédent,  Tliélice 
devient  un  cercle  de  striction.  On  a,  dans  ce  cas, 

^  .s  s  rfcosa 

À  =  —  cosa  sin a  cos ; —  > 

a  a      as 


{X  =  cosa  cos a  sin  - 


s  dcosa 


a      ds 


>  =  sin«^.-a«(^y. 


Si,  en  particulier,  a  est  une  constante,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  a  la  surface  gauche  de  révolution.  Donc  : 

Toute  surface  gauche  qui  a  un  cercle  pour  ligne  de 
striction  et  dont  les  génératrices  coupent  ce  cercle  sous 
le  même  angle  est  une  surface  gauche  de  rév^olution, 

II.  Second  problème.  —  La  ligne  de  striction  esl 
plane. 

1.  Prenant  le  plan  de  cette  ligne  pour  plan  des  xj \, 
on  a 

4/(*)  =  o; 
alors  la  relation 

devient 
Nous  poserons 

f\s)  =  cos  Cl), 

cp'(5)  =  sin  eu; 

0)  sera  alors  une  fonction  arbitraire  de  5,  puisque  la 
ligne  de  striction  est  une  ligne  plane  arbitraire.  Pre- 
nons pour  a  une  fonction  arbitraire  de  s. 
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^[ous  aurons  alors  les  équations  suivantes  pour  déter- 
miner les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  ).,  [x,  v, 

d\  du  . 

(i)  -7-costo>H — 7-sina>  =  o, 

^  '  ds  ds 

(a)  X  cosbi  +  [JL  sinti»  =  cosa, 

(3)  X«H-[Jl>4-v«=l. 

Dillërentions  (ii)  en  tenant  compte  de  (i).  Nous  avons 
ainsi 

^    -  .      da 

(4)  — A  sina> -f- ficosco  = — sma-^- 

Les  équations  (a)  et  (4)  donnent  X  et  |jl.  Puis  Téqua- 
tion  (3)  donne  v. 
Le  problème  est  donc  résolu.  On  obtient 

^  .  .  doL 

A  =  cosa>  cosa  H-  sinco  sina-;-, 

diii 
dOL 

(5)  <   ^=sin(ocosa  —  cosw  sinx-y-» 


=*'""\/'~(^ 


)'• 


En  particulier,  si  a  est  une  constante,  nous  aurons 
pour  les  équations  de  la  surface 

IX  =  I  cos  (Si  ds-^  u  cos  (i>  cos  a, 
iy=zi    %\ïHii  ds -\- u  %\ 


sinu>  cos  7, 
z  =  usina. 


Dansées  formules  (6),  w  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  s. 

2,  Pour  calculer  le  paramètre  de  distribution  des  sur- 
faces ci-dessus,  différentions  la  formule  (4)* 

Ann.  de  Mathémat,^  3-  série,  t.  VIII.  (Février  1889.)  6 
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Nous  obtenons 


dix  du}        d  /  .       d%  \ 

r-  sîn  CD  H — r-  cosco  =  cosa  -; ;-  (  sin a  -j—  l • 

ds  ds  ds        ds\         aa>/ 

Ajoutons  le  carré  de  cette  dernière  équation  au  carré 
de  Téquation  (i).  Nous  avons  ainsi 

Cette  expression  ne  dépend  que  de  a,  de  co  et  de  leurs 
dérivées,  mais  ne  contient  pas  s  directement. 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  ^  y  d'après  la  der- 
nière des  formules  (5)*,  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 
du  paramètre  de  distribution. 


SUR  DEUX  DÉTERMINANTS  NUMÉRIQUES; 

Par  m.  g.  FOURET. 


Certains  déterminants  numériques,  d'une  forme  sim- 
ple, présentent,  quel  que  soit  leur  ordre,  des  valeurs 
remarquables.  En  voici  deux  exemples,  quMl  nous  a  paru 
intéressant  de  faire  connaître. 

I.  Le  dé  terminant 


" 

1 

1 

I 

—  1 

o 

I    . 

i 

—  I 

—  1 

o 

•      ' 

—  I 

—  1 

—  1 

o 

a,  quel  (/ue  so/t  son  ordre  /i,  une  valeur  égale  ù  tu- 
nité. 
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Désignons  par  X^  ce  déterininanl.  Nous  n'altérons 
pas  sa  valeur  en  retranchant  des  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  les  éléments  correspondants  de  la  seconde. 
Ou  a  par  suite 


0 

I 

I 

—  ï 

o 

I 

x,= 

o 

-' 

o      . 

" 

—  1 

-'■  ■ 

0 

—  1 

o 

1 

1 

""* 

o 

. .     o 

c'est-à-dire 

~  ^«-1  j 


X/i  =  Xj  = 


I     I 
—  I     o 


C.    Q.    F.    D. 


II.  Le  déterminant 


I        o  I  I 

—  1         o  I 

I  —  I     —  I         o 

i -I  -I  -I 

est  nul  ou  égal  à  V unité,  suivant  que  son  ordre  n  est 
impair  ou  pair  ( *  ). 

Désignons  par  Y^  ce  déterminant.  En  retranchant  les 
cléments  de  la  seconde  colonne  des  éléments  correspon- 


(*)  On  sait  d'ailleurs,  d'une  manière  générale,  que  tout  détermi- 
na nt  symétrique  gauche  d'ordre  impair  est  nul. 
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danls  de  la  première,  on  a  encore 


Y«  = 


—  I         I  I 

—  1  o  I 
O      —  I            o 


ou  bien,  en  diiveloppant  ce  dé  ter  m 
éléments  de  la  première  colonne, 


nant  par  rapport  aux 


o 
—  I 


I 

—  I 


c'est-à-dire,  d'après  les  notations  que  nous  avons  adop- 
tées, 

ou  encore,  en  vertu  du  premier  théorème, 


Mais  on  a 


Y,= 


On  en  conclut,  d'après  la  relation  de  récurrence  trou- 
vée. 


Y3=o,        Y,  =  i,        Y5=o, 


c.  Q.  r.  D. 


Dans  une  Note  publiée  en  1 886  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France  (t.  XIV,  p.  i46), 
nous  avons  fait  connaître  la  valeur  de  quelques  autres 
déterminants  numériques  remarquables.  Nous  ajoute- 
rons que  l'on  trouve  démontré,  dans  cette  même  Note, 
le  second  des  deux  théorèmes  communiqués  par  M.  J. 
Mouchel  aux  lecteurs  des  Nouv^elles  annales,  en  août 
dernier,  théorèmes  qui  ne  dillèrent  d'ailleurs  entre  eux 
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que  par  la  forme  de  Ténoncé.  Nous  rappellerons  enfin 
que,  (lès  1846,  M.  Catalan  s'était  occupé  de  questions  du 
même  genre  dans  ses  Recherches  sur  les  déterminants 
(  Bulletin  de  l 'A  cadémie  royale  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  Beaux- Arts  de  Belgique,  t.  XIII,  2®  Partie, 
p.  534). 


NOUVEAU  THÉORÈNB  SUR  LES  PROGRESSIONS  ARITHMÉTIQUES; 

Par  m.  Joseph  JOFFROY, 
Professeur    au    lycée    de    Nantes. 


Un  de  mes  élèves,  Gaston  Brunet  (classe  de  4®  année 
d'Enseignement  spécial)  a  le  mérite  d'avoir  remarqué 
par  des  essais  la  propriété  numérique  suivante  : 

Soit  les  progressions 

7  1.3.5.7.9.11.13... 
Ji   .  5  .  9    .     i3... 

Le  premier  terme  de  la  dernière  est  le  cube  du  pre-* 
micr  terme  de  la  première-,  la  somme  des  trois  termes 
suivants  (5,  9,  i3)  est  le  cube  du  terme  3,  la  somme  des 
cinq  termes  suivants  est  le  cube  du  terme  5,  etc. 

Il  a  été  conduit  à  cette  relation  par  la  même  relation 
connue  sur  les  progressions 

I,     2,     3,     j,     5,     6,    7,     8,     ... 
»,  3,  5,  7, 

Cette  propriété  et  celle  que  Brunet  a  trouvée  sont  des  cas 
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particuliers  du  ihéorème  suivant  auquel  elles  m*oul  con- 
duit : 

Soient 

a.6.c.rf.e./...A-./(/-hR)... 

une  progression    arithmétique   à    termes    entiers    et 

soient 

a.c.e.^...A:(/-f-R)... 

la  progression  formée  par  les  termes  de  rang  impair  de 
l'autre;  Je  décompose  la  seconde  en  groupes  de  a,  i,  c, 
£f,  .../,(/  4-  R)  termes  :  la  somme  des  tefTnes  du  pre^ 
mier  groupe  vaut  le  cube  de .  «,  la  somme  des  termes 
du  second  groupe  vaut  le  cube  de  b,  ...  ^  la  somme 
des  termes  du  (n  4-  i)  groupe  vaut  le  cube  f/e  /  4-  R, 
à  la  seule  condition  que  le  terme  a  soit  t unité  ou  à  la 
seule  condition  que  R  =  a. 

Démonstration,  —  Le  premier  terme  du  groupe  qui 
contient  /  -}-  R  termes  de  la  s(;conde  progression  est  pré- 
cédé par 

a-\-b  -^  c-\-  ,..-^  l    ou     (a -h /)  -  termes. 

Je  remplace  n  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  connue 
/  =  a-h(n  — i)R 

et  je  trouve  que  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  ce 

terme  est 

(a-h/)(/  —  g  -h  R) 
aR 

Ce  terme  vaut  donc 

g-h(a-h/)(/  — a-hU). 
Le  dernier  terme  du  groupe  considéré  vaut 

a-h(a-f-0(/  — a-f-R)-f-(/-+-R  — O'JiR. 
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et  la  somme  des  termes  de  ce  groupe 

[a -*- (a -f- /)(/  — a -+- R)  H- (/-h  R  —  i)R](/ -h  R), 

expression  qui  peut  s'écrire 

[(/-f-R)«-+-(i  — a)(a— R)](/-hR) 

et  qui  peut  se  réduire  à  (/-f-H)',  soit  lorsque  a  =  i, 
soit  lorsque  R  =  a.  c.  q.  f.  d. 

jépplicalion  I,  —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  impairs 

i.3.5...(an-i) 

est  égale  à  la  somme  des 

I -h  3-4-5-1- ... -+-(a«  —  i)    ou     «* 

premiers  termes  de  la  progression 

I,     5,    9,     i3,     ...,     /, 
ou  à 

qui  s'écrit,  en  remplaçant  /  par  i  -4-  (/i*  —  i)4, 

(an* —  i)/i'. 

Application  II. —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  pairs 

2,     4,    6,     8,     10,     la,     ...,     an 

égale  la  somme  des 

a-h  4 -r  G -{-...  H- 2/1      OU      n(/l-»-l) 

premiers  termes  de  la  progression 

2.6. 10.14. • • ^' 
Elle  vaut  donc 

,   ,    /i(n-hi) 

(  2  -h  O • 
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Subsli tuant  à  /  son  expression 

2-+-[n(/n-i)  — i]î, 

j'obtiens,  pour  expression  de  la  somme  cherchée, 

2/i'(n-f-i)'. 


LONGUEUR  DES  AXES  D'UNE  SECTION  PLANE  D'UNE  QUADRIQUE, 
EN  COORDONNÉES  ORLIQUES; 

Par  m.  Étibnne  POMEY. 


I.  —  Notations, 

jNous  désignerons  par  X,  [jl,  v  les  angles  des  axes  OX, 
OY,  OZ-,  nous  représenterons  le  plan  par  l'équation 

l\  -f-  m\  -f-  nZ  -+-/?  =  o, 

et  la  quadrique  (à  centre  unique)  par 

/(X,Y,Z) -- o(X,  Y,Z) -^  aCX -f- aC'Y -h  2G'Z -H  D  =  o, 

en  posant 

?(X,  Y,Z)  =3  AX»  -+-  A' Y»  4-  A'Z»  -h  aBYZ  -h  B'ZX  -^  aB'XY. 

EnHn,  nous  poserons,  pour  abréger, 


A  = 


c 

A 

B* 

B' 

A     : 

r/ 

B 

A' 

B 

,         H  = 

c 

B' 

B 

A*' 

C     G' 

r: 

I) 

l 

A,- 

A 

m 
n 

,     n.= 

/     m 

n 

f) 

m 
n 


l      m      n      o 


K  = 


H, 
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4              ^ 

Ah — 
P 

B  H cosv 

P 

B 

K 

H cosix 

l 

B  -i cosv 

P 

A' -h  - 
P 

B 

K       . 

-i ces  A 

P 

m 

B   -\ COSfl 

B  H — -cosX 

P 

P 

n 

/ 

m 

n 

o 

[p]  = 


-hizx  cosjji  -H  'ï.xy  cosv. 

II.  —  Théorèmes  préliminaires. 

Théorème  I.  —  Les  équations  de  la  conique,  par 
rapport  à  des  axes  ox,  oj,  oz,  parallèles  à  OXy  OY,  OZ, 
et  passant  par  son  centre  o,  sont 

(i)  Ix-h  my  -h  nz  =  o, 

(a)  9{Xyy,z)-hK  =  o. 

En  effel,  en  désignant  par  a,  &,  c  les  coordonnées  du 
centre  o,  les  équations  de  la  conique  dans  le  nouveau 
système  sont  évidemment 

Ix  -H  my  -f-  /i  z  =  o, 
f(x  -+-  a,y  ^byZ-hc) 

«  ^i^^y,  ^)  H-  a:/i  -f-^/i  -f-  z/c  -H/(a,  6,  c)  =  o, 

et  Ton  a,  pour  calculer  a,  &,  c,  les  équations 

la-^mb-^nc-^p==o,        ^-  =-^  = -^S 
'^  l        m        n 

qui  expriment  que  le  centre  o  est  l'intersection  du  plan 
donné  et  du  diamètre  de  la  quadrique  qui  est  conjugué 
de  ce  plan.  Les  deux  dernières  équations  montrent  (|uey 
loc  +  iny  -f-  nz  étant  nul  pour  tout  point  »r,  y^  z  de  la 
conique,  il  en  est  de  même  deo^y^  "^jfb  "^  ^J'c  •  '^  reste 
donc  simplement  à  calculery(fl,  è,  c).  A  cet  ellet,  dési- 
gnons par  —  af  la  valeur  commune  des  trois   rapports 
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précédenls^  il  en  résulte  les  équations 

Xa  -h  B"6  -4-  B'c  -»-  C  -*-  //  =  o, 
B'a-+-A'6-hBc  -h  G' -+- m^  =  o, 
B'a-f-B6  -^  X'c-hC'-hnt  =  o, 

qui,  multipliées  respectivement  par  a,  &,  c  et  ajoutées 
ensemble,  donnent 

Ca  -h  C'b  -f-  Ce  -h  D  —/(a,  &,  c)  -hpt  =  o. 

En  joignant  à  ces  quatre  équations  la  suivante 

ia  -h  mb  ■+-  ne  -+-/?  =  o, 

on  a  un  système  linéaire  et  non  homogène  en  a^  b^  c,  t^ 
f{ay  i,  c),  qui  donne y(«,  i,  c)  par  les  formules  de 
Cramer^  ou,  plus  simplement  encore,  on  élimine  a,  b^  c 
(en  tant  qu^ils  figurent  explicitement)  et  t^  ce  qui  donne 

G  / 

G'  m 

=  o, 


ou  enfin 


En  conséquence,  la  conique  est  bien  représentée, 
dans  le  système  ox^'z^  parles  équations  (i)  et  (2). 

Théorème  II.  —  Etant  donnée  la  forme  quadratique 
à  trois  variables  8(j:,j^,  r),  pour  que  le  discriminant 
de  la  forme  quadratique  à  deux  variables 


<j- 

n 

G 

G 

C 

D- 

■/.(a, 

6, 

C) 

P 

/ 

m 

n 

P 

0 

n,- 

-/(«,  6,  c 

)A. 

= 

0. 

.(,.^._îîis) 


soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  celui  de  la  forme  qua- 
dratique  0(a:,  y,  z)  -\--  7.t[lx  -\'  my  +  nz)  dépendant 
des  quatre  variables  .r,  Vi  3,  t  soit  nul  lui-même. 
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En  eiTet,  lorsque  le  premier  dîscriininanl  est  nul,  ou 

jK)ur  réduire  la  forme  ^(x^j, — TJ!\  ^  un  seul 

carré,  qu'on  peut  d'ailleurs  écrire 

ax  -{-by  --  c \   • 

Par  suite,  ô(x,  j^  z)  peut  être  mise  sous  la  forme 

t{ax-^  by-h  czy, 

et,  comme  a/(/x  4-  my  -h  nz)  est  une  somme  algébrique 
de  deux  carrés,  la  forme 

^{^tXi  *)  -h  ^t(lx  -{-  my  -^  nz) 

est  réductible  à  trois  carrés  5  or  elle  dépend  de  quatre 
variables^  son  discriminant  est  alors  nul. 

Réciproquement,  si  son  discriminant  est  nul,  cette 
dernière  forme  est  réductible  à  moins  de  quatre  carrés  ; 
deux  sont  fournis  par  la  décomposition  de 

2t(lx  -h  my  -h  nz): 

doncQ(j:,j^,  3),  qui  est  indépeudaute  de  f,  doit  se  ré- 
duire à  un  seul  carré 

t{ax-\-  by  -h  cz)^. 

Il  en  résulte  que  la  forme  h  deux  variables 

se  réduit  à  un  seul  carré 

t{^ax-^by  —  c ;r"^^  j 

et,  par  conséquent,  que  son  discriminant  est  nul. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(92) 

III.  —  Recherches  des  longueurs  des  axes. 

Cela  posé,  voici  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  celte 
Note  : 

L'équation  aux  carrés  des  longueurs  des  demi-axes 
de  la  conique/(X^  Y,  Z)  =  o,  /X  -I-  m  Y  -hnZ-\-p  =  o 
est  [p]  =  o. 

Démonstration.  —  Dans  toutes  les  méthodes  de  dé- 
monstration qui  suivent,  nous  supposons,  pour  simplifier, 
la  conique  préalablement  rapportée  au  système  oxyz^ 
ce  qui  naturellement  ne  change  pas  la  grandeur  de  ses 
axes,  ni  par  suite  l'équation  demandée.  Nous  raisonnons 
donc  dans  le  système  oxjz^  et  nous  représentons  la  co- 
nique, en  vertu  du  Théorème  I,  par  les  équations  (i) 
et  (2). 

Première  méthode,  —  Pour  qu'un  point  j(a,  p,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse 
m<3ncr  par  la  tangente  en  s  un  plan  perpendiculaire  au 
diamètre  os, 

La  tangente  en  s  a  pour  équations 

(3)     Ix-h  my-h  nz  =iOf        a?»^ -H^çpg -h^cp^-f- 2K  =  o. 

L'équation  générale  des  plans  passant  par  cette  droite 
est 

t  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Pour  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  à  la  droite  o.v, 
dont  les  équations  sont 

a         p         Y 
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il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

^'^            J'«         i'? 

Or,  en  multipliant  haut  et  bas  ces  rapports  respecti- 
vement par  a,  ^,  y,  et  les  ajoutant  terme  à  terme,  on 
obtient  le  rapport 

a<p'^-H  P<i>p-+- yo'y  -h  2 /(/a  -h  m 3  -4-  ny) 
OU,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

Enfln,  en  observant  que  a,  p,  y  satisfont  aux  équations 
(i)  et  (2),  et  en  désignant  par  p  la  longueur  du  demi- 
axe  oSj  ce  rapport  se  réduit  à «Et  comme,  d'après 

sou  mode  de  formation ,  ce  rapport  est  égal  à  chacun  des 
rapports  (5),  on  a 


K 

(6)  'i  T?"^ — ffp-f-2/?ï/ =  G, 

K   , 

P      ^ 

En  joignant  à  ces  trois  équations  la  suivante 

la  -+-  mp  -h  ny  =  o, 

et  éliminant  a,  p,  y,  t^  on  obtient  immédiatement  Téqua- 

tion 

[p]  =  o. 

Deuxième  méthode.  —  Pour  qu'un  point  i(a,  p,  y) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
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langeule  à  la  conique  eu  s  soit  perpendiculaii^  à  osj 
c'est-à-dire  que  Jes  droites  (3)  et  (4)  soient  rectangu- 
laires. Les  coefficients  directeurs  de  la  première  sont 

La  condition  de  rectangulariié  est  doue,  diaprés  une 
formule  connue, 

(7)     ('W?Y-«?p)'a-»-('«?a-^?V)^p-^(^'P?""'^?*)^T  =  ^- 
L'équation  cherchée  est  \e  résultat  de  réliniinalion 
de  a,  p,  Y  entre  Téquation  (7)  et  les  trois  suivantes,  où 
p  désigne  l'inconnue  os  y 


(8) 

/a-h  //îP  -4-  /ly  =  0, 

(9) 

o(a,  p,  Y)4-K  =  o, 

(10) 

^(\^y  P^ï)=P- 

L  équation  (7)  peut  s'écrire 

Les  équations  (8)  cl  (11),   homogènes  en  /,  /w,  //, 
donnent 

rn 

^  ^(?Y^a  -  9'i^y)  —  P(?P<^Y  -  ?y4^  . 
n 

Or  le  numérateur  du  premier  rapport  peut  s'écrire 
successivement 

(«^a  ^-  P^p  -^  T^y)?*  -  ''â(«?a  -^  P??  -*-  Ï?Ç) 

OU,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 
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el  enfin,  d'après  (9)  et  (10), 

Les   numérateurs   des  deux   autres  rapports   sont,    de 
même, 

Les  équatio&»(ra)  drriennent  donc 


(i3) 


En  désignant  par  —  2  Ma  valeur  commune  de  ces 
rapports,  on  en  conclut  les  équations  (6)  et,  par  suite 
encore,  [p]  =  o. 

Troisième  méthode.  —  Pour  qu*un  point  5 (a,  (3,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tan- 
gentes en  5  à  la  conique  et  au  cercle  concentrique  qui 
passe  par  ce  point  soient  parallèles. 

La  tangente  à  la  conique  en  s  est  représentée  par  les 
équations  (3). 

Le  cercle  considéré  étant  représenté  par  les  équations 

(14)  /a?-+-/n^-+-/i«  =  o,        <T(a7,  ^,  ^)  =  p, 

les  «'quations  de  la  tangente  en  s  à  ce  cercK;  sont 

(i5)      /a?-f- mj^-h  713  =0,         irT^-+-^ffp-+- 5ff^  — 2p  =  o. 

Pour  que  les  droites  (3)  el  (i4)  soient  parallèles,  il 
faut  et  il  suflit  qu'on  ait 

/?i©C  —  Ticpp        n^'^ — loi        /çpp  —  '^^^OL 

La  somme  des  numérateurs,  respectivement  multipliés 
par  ff'a,  Tp,  «Ty,  est  identiquement  nulle.  On  a  donc  aussi. 
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à  l'égard  des  dénominateurs, 

C'est  la  relation  (7).  Comme  on  a,  d'ailleurs,  les  re- 
lations (8),  (9),  (10),  on  voit  qu'on  retrouve,  pour  dé- 
terminer a,  ^,  Y>  p»  exactement  les  mêmes  équations 
que  dans  la  deuxième  méthode. 

Quatrième  méthode.  —  Pour  que  le  point  5(a»  P,  y) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  de  la  conique  soit  tangent  au  cône  qui  a  pour  som- 
met le  centre  o  de  la  conique  et  pour  directrice  l'intersec- 
tion de  l'ellipsoïde  avec  la  splière  de  centre  o  qui  passe 
par  le  point  s, 

àSoît  cr(j:,  j^,  z)  =  p  la  sphère  considérée.  Le  cône  con- 
sidéré a  pour  équation 

?(^, ri  -2)-+-  -T-«^(^»r»  ^)  =  o, 

et  par  suite  son  plan  tangent  en  5  est  représenté  par 

Pour  que  ce  plan  se  confonde  avec  celui  de  la  conique, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

/  ~  m  ""  n         ' 

Ce  s<mt  les  équations  (i3),  d'où  Ton  conclut  les  équa- 
tions (6),  et  par  suite  [p]  =  o. 

Cinifuième  méthode.  —  Les  valeurs  cherchées  de  p 
sont  les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles  concentriques 
et  bîtangents  à  la  conique. 
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L'un  quelconque  de  ces  cercles  est  représenté  par  les 
équations  (i4)* 

Pour  que  la  conique  et  le  cercle  considéré  soient  bi- 
tangents,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  en  soit  de  même  de 
leurs  projections  sur  le  plan  xoy^  savoir 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  bitangence  de 
ces  deux  coniques  est  que  leurs  cordes  communes  passant 
par  le  point  o,  savoir 

,  -.         /                /a?-+-mv\       K    /                Ix-^myX 
(.6)      <p(ar,jK, ;r^j  +  7'('^.^' ^j=«> 

soient  confondues.  Or,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  premier  membre  de  (i6),  qui  est  une  forme  quadra- 
tique à  deux  variables,  se  réduise  à  un  seul  carré  et, 
par  conséquent,  que  son  discriminant  soit  nul,  condition 
qui,  en  vertu  du  théorème  II,  revient  à  égaler  à  zéro 
le  discriminant  de  la  forme  suivante  à  quatre  variables 

K 

?(^»  J^j  -s)-»-  -<y(^»7»  Ji)  -^  '^t{lx  -^  my  -\-  nz). 

On  obtient  ainsi  Féquation 

[p]  =  o. 

Cette  méthode  est  remarquable,  en  ce  qu'elle  n'exige, 
comme  on  voit,  presque  aucun  calcul. 

Sixième  méthode.  —  Les  valeurs  cherchées  de  p  sont 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  ^{x^  y^  z), 
où  X,  j^  z  sont  assujettis  aux  relations 

Ix-^  my-\-  nz  =  Oy        <p(a7,  ^,  .3)-l- K  =  o. 
Ann.  de  MatkémaLj  3*  série,  t.  VIII.  (Février  1889.)  7 
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On  peut  évidemment  encore  dire  que  ce  sont  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de 

_.    /  lx->rmY\ 

(Ix  -\-  myX 
-.7, ^) 

Les  deux  termes  de  cette  fraction  sont  des  fonctions 
homogènes  du  second  degré  en  x  et^,  et,  par  conséquent, 
d'après  la  théorie  élémentaire  des  maximum  et  minimum 
de  la  fraction  générale  du  second  degré,  les  valeurs  de  p 
sont  les  racines  du  discriminant  de  la  forme 

OU,  ce  qui  revient  au  môme,  d'après  le  théorème  II,  de 
la  suivante 

©H 9  -\-%t{lx-k-  my  -f-  /iz  ), 

ce  qui  donne 

[p]  =  o. 


SUR  LE  LIEU  DES  FOYERS  DES  GOMOUES  QUI  PASSENT 
PAR  QUATRE  POINTS  DUN  CERCLE; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie  en  retraite. 


M.Salmon,dans  son  Traité  de  Géométrie  analytique 
[Courbes  planes)^  démontre,  d'après  le  D'  Hart,  qu'il 
existe  deux  cubiques  circulaires  ayant  pour  foyers  quatre 
points  A,  B,  C,  D  d'un  cercle  et  que  ces  deux  cubiques 
constituent  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  coniques  sem- 
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blables  dont  les  foyers  sont  respectivement  A  et  B,  C  et 
D(p.  353).  D'antre  part,  M.  SaHmon  (Sections  coniques, 
p.  3oi)  montre  que  le  Heu  des  foyers  des  coniques  qui 
passent  par  quatre  points  est  une  courbe  du  sixième 
ordre,  qui  se  décompose  eu  deux  autres  qui  sont  respec- 
tivement du  troisième  ordre,  lorsque  les  quatre  points 
sont  sur  un  cercle. 

Je  ne  crois  pas  que  Ton  ait  remarqué  que  ces  deux 
courbes  du  troisième  ordre  sont  précisément  les  deux 
cubiques  circulaires  du  D*"  Hart.  En  voici  une  démon- 
stration. 

Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse  passant  par  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  d'après  les  expressions  connues  des 
rayons  vecteurs, 


d'où 


et 


FA  =  a ,  FB  ~  a =  ; 


FA  — FB=  -  (.Ta— j-,) 


'FA 


-jFBy  _  £*  r  I  1 


Dans  celte  relation,  oTi  ,  j)^i ,  Xj,  y 2  sont  les  coordonnées 
des  poinis  A,  6,  Tellipse  étant  rapportée  à  ses  axes. 

On  aurait  de  même,  J^»,  rs,  J^*4,JK4  étantles  coordon- 
nées des  points  C  et  D, 


/FG-FD 
\        CD 


^'""^^[(sé)'-]' 


Si  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  un  cercle,  les 
cordes  AB,  CD  sont  également  inclinées  sur  les  axes-,  par 
suite, 
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par  conséquent, 

FA  — FB  __^  FG  — FD 
AB        ~"~       CD       ' 

Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole  et  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  la  même  branche,  on 
a  la  même  relation;  mais,  si,  les  points  A  etC  étant  sur 
une  branche,  les  points  B  et  D  sont  sur  l'autre,  on  a 

FA>4-FB  _  FG-4-FD 
~ÂB        ~"        CD 

Dans  ce  cas,  en  effet,  on  a,  par  exemple, 

FA=~a+£fî,  FB  =  a-^': 


d'où 


OU 


et  de  même 


FA-+-FB  =  -  (ari  — a:,) 


FC-4-FD=|(ar,-ar4), 


On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  A,  B,  C,  D  d'un  cercle  est  aussi  le  lieu 
de  l'intersection  de  deux  coniques  semblables  ayant 
respectiyfement  pour  foyers  les  points  A  «^  B,  C  et  D, 
c'est-à-dire  quHl  coïncide  avec  les  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  ont  pour  foyers  les  points  A,  B,  C,  D. 
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SUR  CERTAINES  MOYENNES  ARITHNETIOIIES  DES  FONCTIONS 
D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE; 

Par  m.  a.  GUTZMER. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  P.  Gomes  Teixeira  (*). 


...  Vous  connaissez  le  théorème  de  M.  Rouché  (^) 
sur  la  moyenne  arithmétique  d'une  fonction 

selon  lequel  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  va- 
leurs de  «^~~,  correspondant  à  une  valeur  déterminée 
du  module  r  de  la  variable 

X  =  rc®'=  r(cos6H-  isinO), 

®*l  égale  au  coefficient  a»,  ce  qui  s'écrit 

Ce  théorème,  cité  par  plusieurs  auteurs  et  d'une  cer- 


v')  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas, 
(•>  Journal  de  r  École  Polytechnique,  XXXIX-  Cahier.  —  Voir 
aussi  Sehrbt,  Algèbre  supérieure. 
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taine  importance  dans  la  théorie  des  fonctions,  a  été 
étendu  par  M.  Thomae  (*). 

Je  vais  vous  communiquer  dans  ces  lignes  un  théorème 
analogue  qui  se  rapporte  aux  valeurs  du  carré  du  mo- 
dule de  la  fonction  y  (j:)  le  long  d'un  cercle  autour  de 
Torigine,  et  qui  sera  publié  prochainement  dans  les 
Mathematische  Annalen. 

Supposons  que  la  série  de  puissance 

(I)  /(x)  =  2«v^* 

v  =  o 

converge  absolument  dans  la  région  définie  par  |x|^B 
(en  désignant,  d'après  M.  Weierslrass,  par  jx|  le  module 
de  la  quantité  a:),  et  posons 

ar  =  re9<        (r<R); 
l'équation  (i)  deviendra 

/(a;)  =  /(r,6)=2avrvev0/ 
v=o 

et,  eu  multipliant  par  la  quantité  conjuguée 
nous  obtiendrons 


V,jJL  =  0 

•0  OD 


V  =  0  V,J1  =  0 


(')  Elementâre  Théorie  der  analytischen  Functionen,  p.  i3o. 
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En  posant  <h=  <Xv4-  Pv»»  cette  équation  devient 

«e 

v=o 

00 

-f-2   2  [(ava(i+PvPt»)cos(v-|i)e 

'''^°'  +(a,p^-a^pv)sin(v-K)«l'-"*'* 

v=o 

00  w 

En  posant 

00 

00 

{1=0 

l'équatîon  précédente  peut  s'écrire 

00  « 

v=o  X=i 

Cette  équation  nous  donne  iminédiateraent 

00  qp 

|/(r,e4-it)|*=:y  |av|«^^v^-2  2(— O^(A^XCO8X0-i-BxsinXÔ) 
v  =  o  X=i 

et,  par  suite,  nous  aurons 

^[l/(r,e)|«  +  |/(r,e  +  Tr)|'] 


(a)  /  '^^^ 


X=i 


00  »> 

=  V|avprv-f-2  V(A,xcos2Xe-f-B,>sin2X(l). 
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De  même  vous  trouverez 


Hi/(".-=)M/('.«-ï)r] 

•e 


X^i 


et,  en  additionuant  ces  deux  équations,  vous  aurez 

^!/(r.e)|«-.|/(,-,o+î)|* 

+  |/(r,e  +  ^)|«+|/(/-,6+^)|'] 

=  2l«v|*r«v+22(A4XCOs4Xe-hB4Xsin4Xe). 
V  X  =  i 

En  continuant  de  cette  manière,  vous  finirez  par 
trouver  l'équation 

v=o  ■a=i 

Maintenant  il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  der- 
nière somme  s'approche  de  la  valeur  zéro,  si  n  augmente 
indéfiniment.  En  eiTet,  en  profitant  des  définitions  (a) 
et  de  Ja  supposition  faite  dans  la  série  (i),  il  s'ensuit 


X^i 


X  =  i  |i=i 

X  (  1  «{jL-f-ï'-x  «|i  K I  P[i.+î*x  Ppi  I + 1  «ii+rx  Pli  I + 1  «ji  PiJi+i"X  I  ) 

X=i  (1  =  0 


X=l 
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La  première  somme  est  évidemment  une  quantité 
finie,  tandis  que  la  seconde  en  représente  une  sorte  de 
reste;  par  conséquent,  elle  devra  s'évanouir  pour  n  in- 
fini, et  de  même  le  produit  des  deux  séries. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que 


5)  iL"ià2k('-'<'-^)r=ii-'"'-*- 


*  =  0 


Or,  le  premier  membre  de  (5)  représente  la  moyenne 
aritlimétique  des  carrés  des  modules  de  (i)  pour  tous  les 
points  du  cercle  |  j:|  =  r. 

En  indiquant  cette  moyenne  par  Mr,  nous  avons 

CD  «0 

(6)  M,|/(^)|*=MJ2«va?v|*2l«v|«r«v. 


Cette  équation  nous  fournit  le  théorème  suivant  : 

La  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  modules  de 
toutes  les  ^valeurs  que  la  série 

puisse  avoir  le  long  du  cercle  |  j:|  =  r,  situé  dans  la  ré- 
gion de  convergence,  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  modules  des  termes  de  la  série. 

^i  est  aisé  de  voir  que  ce  théorème  subsiste  encore 
poui*  des  séries-  plus  générales  d^une  seule  ou  de  plusieurs 
variables.  De  même  on  peut  énoncer  ce  théorème  pour 
^  cercle  quelconque,  situé  dans  la  région  de  conver- 
gence de  la  série,  pourvu  qu'on  prenne,  au  lieu  de  la 
série  proposée,  son  développement  autour  du  centre  du 
cercle.  Mais  je  n*y  insisterai  plus. 
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Dans  ses  recherches  sur  les  séries  trigonométriques  (*), 
A.  Harnack  a  trouvé  quelques  formules  intégrales,  qui 
ne  sont  autre  chose  que  des  théorèmes  sur  la  moyenne 
d'une  fonction,  et  il  est  facile  de  déduire  d'une  de  ces 
formules  une  autre  démonstration  de  notre  théorème, 
laquelle  je  dois  k  une  lettre  dont  M.  W.  Dyck  m'a 
honoré^  il  s'ensuit  que  ee  théorème  a  plus  de  généra- 
lité qu'on  ne  croirait  diaprés  la  démonstration  donnée 
ci-dessus.  Cependant  A.  Harnack  n'a  pas  tiré  des  con- 
séquences de  sa  formule  pour  les  fonctions  d'une  va- 
riable complexe.  Mais  cette  formule  (•)  m'a  inspiré 
une  nouvelle  démonstration  du  théorème  énoncé,  que  je 
me  permets  de  vous  communiquer. 

En  effet,  en  partant  de  l'équation  (3),  nous  aurons 
par  intégration 

/     l/(e)Me=  /     yiavi*'-*^^o 

^^'  ^'      v  =  o 

-4-  2   /        V  (  Ax  cos  Xô  -h  Bx  sin  Xe  )  rfO 

^       X  =1 

ee 

v=o 
-i-aVf  Âx    f      cosXe<3?e-4-Bx   f     sinXecfeJ 

00 

v=o 


(')  Mathematische  Annalen^  t.  XVÏÏetXIX. 
(«)  Loc.  cit.,  t.  XVII,  p.  127,  éq.  (III). 
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Évidemment  chaque  terme  de  la  dernière  somme,  et 
par  saite  la  somme  elle-même,  s'évanouît,  de  sorte  que 
nous  avons 

v=o 

Voilà  le  théorème  sous  forme  intégrale.  Vous  voyez, 
monsieur,  qu'il  suffit  de  supposer  que  Tintégrale  au 
premier  membre  a  un  sens,  ce  qui  est  conforme  aux 
conditions  de  A.  Hamack  pour  les  séries  irigonométri- 
ques. 

Considérons  encore  quelques  exemples.  D'après  la 
formule  (6),  nous  aurons  pour  la  fonction  e^ 

n  =0 

ce  qui  devient,  pour  le  cercle  |x|  =  i , 

n=0 

oa 

De  même  nous  aurons  pour  la  série  ^  — ^  la  relation 


par  conséquent,  la  moyenne  arithmétique  du  carré  du 
module  de  cette  série,  pour  tous  les  points  du  cercle 
|X|  =:  I,  est  égale  à 

2J_  —  "* 
/i*  ~  90 
«=1 

La  série  ^—  possède  pour  un  cercle   |.r|  =  r   la 
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moyenne  arithmétique  ^^  ^>  qui  devient,  pour /==  - 


et  pour  /•  =  I , 

21    _  4 
2««       3' 

Pour  la  série 


n  =  l 

il  vient 

où  /•  <^  I  ;  la  même  moyenne  se  trouve  pour  la  fonction 

iog(i+*)=2(-i)"-'Ç. 

car  évidemment  on  a 

«e 

«=1 

où  r  <^  I  ^  de  sorte  que  les  carrés  des  modules  des  deux 

fonctions  log(i  H-  x)  et  log    _     ont  la  même  moyenne 

arithmétique  pour  les  mêmes  cercles. 

Parmi  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  du  théorème 
énoncé,  je  ne  mentionnerai  que  la  suivante.  En  dési- 
gnant par  q\  des  quantités  positives,  nous  aurons  certai- 
nement l'inégalité 

Formons  cette  inégalité  pour  toutes  les  valeurs  de  [x, 
v  =  i,  a,  ...,  m,  (jL^v^  nous  trouverons  facilement, 
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par  addition, 

m  m 

|i=t  ï*..v=l 

Ajoutons  aux  deux  membres  de  celte  inégalité  l'ex- 
pression ^î  •+•  9Î"-H . . .  -h  y*,5  il  vient 


m  /     m  \  1 


m 


OU 


A 


Si  nous  posons  maintenant 


nous  aurons 


*  Il   A 


d'où  il  suit,  à  l'aide  de  l'équation  (5),  pour  n  in&ni, 


4/i;i«vi'r->i.m±2|/('-.»--  Ç^)|- 

A  gauche,  nous  avons  une  quantité  finie  et  déter- 
minée; par  conséquent,  la  quantité  à  droite  devra  être 

finie,  et  comme  la  somme  ^^    /  (/•,  8  -|-  -— ^  j    est  cer- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(     MO    ) 

tainement  divergente,  il  faut  qu'elle  devienne  infinie  du 
inâme  ordre  que  2". 

D'autre  part,  le  second  membre  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  valeurs  que  le  module  d(if{x)  par- 
court pour  le  cercle  |  a:  |  =  /*.  Nous  avons  donc  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  La  moyenne  arithmétique  des  valeurs 
que  le  module  de  la  fonction  f{x)  parcourt  pour  tous 
les  points  du  cercle  \x\  =  r  est  inférieure  à  la  racine 
carrée  de  la  moyenne  arithmétique  du  carré  de  ces 
modules. 

Nous  avons  donc  une  limite  supérieure  de  cette 
moyenne  arithmétique^  je  n'ai  pas  encore  réussi  à  en 
trouver  une  expression  exacte  par  la  méthode  employée 
d'abord  dans  cette  lettre. 

Pour  déterminer  celte  expression  par  l'autre  méthode, 
<m  aurait  k  former 


Peut-être  reviendrai-je  une  autre  fois  à  celte  expres- 
sion. 

Permettez-moi,  mousieur,  d'ajouter  à  ces  lignes  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Rouché,  cité 
au  commencement  de  cette  lettre.  Considérons  la  fonc- 
tion 

-^-^  --^^Ov-rv--*  .-:  V  «,,rv-^[co?(v  —  X-)e  -h  1  sin(v  —  A)ej; 
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en  intégrant,  on  anra 

-Vo^rv-*  /      [ros(v  — A-)0-!-rsin(v  — A:)0]rfD 

V 

Chaque  terme  de  la  fomme,  et  par  suite  la  somme 
elle-même,  devient  zéro,  de  sorte  que  nous  avons  la  for- 
mule 


'/(:r) 


x*^ 


—  <ie  =  a/,. 


ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Bouché  d'une  ma- 
nière nouvelle. 


DÉMONSTRATION  DTNB  FORMULE  RELATIVE 
A  LA  CAPILLARITÉ; 

Par   m.   Lucien    LÉVY, 


L'ouvrage  classique  de  MM.  Jainin  et  Bouty  contient, 
pour  établir  la  formule  de  La  place 


^^=(R-^ir')^' 


une  démonstration  dont  le  principe  est  dû  à  M.  Lipp- 
mann,  mais  qui  est  incorrecte  dans  les  termes  où  elle  est 
présentée.  La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  rectifier  cette 
démonstration. 

Nous  admettons  sans  discussion  l'hypothèse  de  M.  Lipp- 
mann.  La  surface  du  liquide  peut  être  assimilée  h  une  pci- 
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licule  sans  épaisseur,  extensible  et  compressible  le  long 
de  la  surface  liquide^  découpons  fictivement  un  élément 
de  surface  par  une  ligne  fermée  :  cet  élément  tendra  à  se 
contracter  comme  une  membrane  de  caoutchouc  et,  pour 
le  maintenir  en  équilibre,  il  faudra  appliquer  certaines 
forces  tout  le  long  du  contour.  Ou  admet  que  la  force 
appliquée  à  un  élément  de  ligne  est,  dans  le  plan  tangent 
à  la  surface,  normale  à  cet  élément  et  proportionnelle  à 
la  longueur  ds  de  cet  élément.  Elle  peut  donc  être  re- 
présentée par  une  expression  de  la  forme 

F  étant  un  coefficient  constant. 

Cela  posé,  étudions  les  conditions  d'équilibre  d'un 
rectangle  élémentaire  tracé  sur  la  surface.  Ce  rectangle 
ne  sera  pas  quelconque  comme  l'indique  la  démonstra- 
tion citée;  voici  comment  nous  le  déterminerons.  Par 


un  point  O  de  la  surface,  menons  deux  lignes  de  cour- 
bure GOE,  FOH.  Sur  la  première  prenons,  à  partir  du 
point  O,  deux  longueurs  égales  OE,  OG  infiniment 
petites  :  en  E  et  en  G  passent  deux  lignes  de  courbure 
du  second  système  Â6,  CD.  De  même,  sur  la  seconde 
ligne,  prenons  à  partir  du  point  O  deux  longueurs  égales 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS   KT  FILS, 

QUAI    DES  GRANDS-ALGUSTINS,    VJ,    A   PARIS. 


JâMIN  (i.\  Secrélairo  [>or})ét\iPl  de  T Académie  des  Sciences,  et  BOUTY. 
Professeur  à  la  Kaculié  des  Sciences. —  Cours  de  Physique  à  l'usage  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  9/ édition.  iUnix  volinnr-j  iii-8, 
avec  458  Ggures  dans  le  lexLc  et  6  planclies  sur  acyer:  iSSG...      »o  \'v. 

On  vend  séparément  :  » 

Tome  I:  Instruments  de  mesure.  Hydrostatique.    --  Optique  i^comé- 
trique.  —  Notions  sur  les p/ie'nomènes  capillaires.  l(i-S,  avec  \vi.  lii^iires 

dans  le  texte  et  4  planches k>  ir. 

Tome  II  :    Themmmetrie.    Dilatations.   —    Calorimctrie.  In-x.  axer 
146  figures  dans  le  texte  et  •?.  planches 10  fr . 

Celte  nouvelle  édition,  destiiuv;  aux  élèves  de  lu  classe  de  Mathéiuati(|iitiri  spé- 
ciales, correspond  exactemtuU  au  programme  actuel  d'admission  à  l'École  Tn- 
Ijter-hnique.  Elle  comprend,  avec  un  Chapitre  sur  les  phonomèues  capiMaires, 
•quatre  petits  Traités  distinct^,  oxlraits  du  frrand  Ouvrage  de  MM.  Jainin  <*t 
Bouty,  mais  rédigés  spécialement,  et  d«'s  l'origine,  en   vue  dt»s  élèves  des  l\cées. 

Ceux  d'entre  eux  qui  poursuivront  l'étudiî  de  la  Physique,  dans  les  gr;nido.> 
hcolesde  l'Etat  on  dans  les  Facultés,  pourront  su  procurer  te  reste  du  grand  Ou- 
vrage. Us  y  trouveront  traitées,  avec  tous  les  développements  que  comporU»  l'etai 
Ktuei  de  la  Science,  les  matières  correspondant  à  l'enseignement  supéni'ur  <lf  ht 
Pbysique. 

LAlURCNT  (H.),  Répétiteur  d'Analyse  à  l'École  Poiytechni(|ue  el  ancien 
filëve  de  cette  Écolo.  —  Traité  d'Algèbre,  à  l'usage  des  Candidats  aux 
Hcoles  du  Gouvernement.  Nouvelle  édition,  revue  et  mise  en  harmonie  aver 
■k»s  derniers  Programmes  par  Marciiam),  ancien  élève  de  l'filcolc  Poly- 
lechnique.  T  édition.  3  vol.  in-8;  1887. 

V^  Partie  :  Algèbre  élémentaire,  à  l'usai^cî  des  Classex  de  Maflu-nifi- 
fiques  élênicntairex j  fr . 

Il*  Partie  :  Analyse  algébrique,  à  Fusau'c  des  Classes  de  Matlu^- 
niatiques  speciah's j   fr . 

Ill*PvRTiE  :  Théorie  des  équations,  à  l'usaj^e  Ai^^  Classes  de   Mm/tr- 
tnntiques  spéciales \  I V . 

SALMON(G.),  ProlVsscur  au  Collège  de  la  Trinité,  a  Dublin.  —  Traité 
de  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  (  Sections  coniques  ;  ita- 
'luitderanglaispar  MM.  H.lUîSALet  Vaucheret.'i*" édition  française,  pu- 
bliée, d'après  JaCi^édition  anglaise,  par  M.  Vaucheret,à\\i'\ç\\  élève  de 
l'École  Polytechnique,  Lieutenant-Colonel  d'Artillerie,  Protesseur  a 
! 'Ecole  supérieure  de  Guerre,  ln-8;   188  j 1-2  Ir. 

SALMON  (G.],  —  Traité  de  Géométrie  analytique  Courbes  planes i. 
destiné  à  faire  suite  àwTraité  des  Sections  coniques.  Traduit  de  ^anl:lai^, 
sur  la  V  édition, par  0.  Che.mi.n,  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  (Chaus- 
sées, Professeur  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  et  suivi  d'une  Étude 
.sur  les  points  singuliers  des  courbes  ali^chriques  planes.,  par  G.  Hal- 
phen. In-8;  1884 \ 12  Ir. 

SALMON  (G.  ).  —  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 
Traduit  de  l'anglais,  sur  la  iniatrième  édition,  par  0.  Cmi:mi\,  lu.jciueur 
tles  Ponts  et  Chaussées. 

J'"'*  Partie  :  Lignes  et  surfaces  du  i'^'"  et  du  -i"  ordre,  ln-8,  avec  fiirurcs 
dans  le  texte:  188.. . . .  '. t.mêdSy\JdùQ\e 

il**  Partie  :   Théorie  générale  des  liiçnes  et  surfaces  courbes.  In-î<.  a\ec^ 
fleures  dans  le  texte (  s^us  vn-^sr. 


(Troisième   iiérle.;  —  Féirier  1889. 
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OF,  OH  inBniment  petites  :  en  F  et  en  H  passent  deux 
lignes  de  courbure  du  premier  système  BD,  AC.  Les  qua- 
tre lignes  AB,  BDy  DC,  GA  se  coupent  à  angle  droit  et  li- 
mitent un  rectangle  infiniment  petit  :  nous  considérerons 
ce  rectangle  comme  l'élément  de  surface  dont  il  a  été 
question.  Il  est  soumis  aux  tensions  superficielles,  nor- 
males aux  quatre  côtés,  à  la  pression  extérieure  normale 
à  la  surface,  et  à  la  pression  intérieure  également  nor- 
male à  la  surface.  Ces  dernières  pressions  sont  propor- 
tionnelles à  Télément  de  surface. 

Pour  établir  Téquation  d'équilibre,  nous  prendrons 
comme  axes  la  normale  Oz  à  la  surface  au  point  O  et  les 
tangentes  O x,  Oj"  aux  deux  lignes  de  courbure. 

Soient/7  la  pression  extérieure  au  point  O,  comptée  de  z 
vers  O,  p-l-A/7  la  pression  intérieure,  évaluée  dans  le 
sens  contraire 5  la  pression  extérieure  surTélément  ABCD 

sera 

;?AB.AC; 

la  pression  intérieure  sur  le  même  élément, 
—  (/)-f-A/?)AB.AG. 

La  résultante  de  ces  deux  forces,  dirigée  comme  elles 

suivant  Oz,  sera 

—  Aj9.AB.AC. 

Pour  que  l'élément,  considéré  comme  solide,  reste  en 
équilibre,  il  est  nécessaire  que  la  somme  des  projections 
surOz  des  tensions  superiicielles  et  de  la  résultante  pré- 
cédente soit  égale  à  zéro. 

Evaluons  ces  projections. 

La  tension  normale  à  AB  a  pour  expression 

F  X  AB. 

Or,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  le  déplacement 
Ann.  de  Mathémat,,  3«  série,  l.  VIII.  (Mars   1889.)  8 
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d*un  élément  de  ligne,  AB  et  FH  ne  dî fièrent  que  par 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  et,  comme  nous  au- 
rons à  projeter  sur  Oz,  qui  est  à  peu  près  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  cette  force,  nous  négligeons  seulement 
des  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  en  adoptant 
pour  expression  de  la  tension  normale 

F  X  FH. 

La  direction  de  cette  force,  qui  est  tangente  en  E  à  la 
ligne  de  courbure  GOE,  fait  avec  Oz  un  angle  a  dont  le 

cosinus  a  pour  valeur  principale  -7-  •  La  projection  a  donc 
pour  expression 

F  X  FH  X  cosa  =  F  X  FH  X  4^ . 

dx 

La  tension  normale  à  CD  en  G  donne  aussi 

F  X  FH  X  ^-  . 
dx 

De  môme  les  tensions  normales  à  AC  et  à  6D  ont  pour 
projections  chacune 

FxGE^. 
L'équation  d'équilibre  est  donc 

-  Ad.AB.AC  -+-  2F  X  FH^  -h  2F  X  GE^  =  o, 

^  dx  dy 

qui  peut  aussi  s'écrire 

(i)         —  A/>.FH.GE  -4-  xV  X  FH  ^  -h  aF.GE  ^-  =  o. 

'^  dx  dy 

Il  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  FH,  GE,  -r->  -r-^'  Or, avec 
les  axes  choisis,  ,^-  et  .^-  sont  nuls  à  l'origine,  ainsi  que 
-. — -p  :  l'équation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire,  en  sup- 
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posant  seulement  que  dans  le  voisinage  de  l'origine  z 
puisse  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  et  dey, 

z  =  aj7*  -^by^  -4-. . ., 

les  termes  négligés  étant  du  troisième  ordre. 

Donc 

dz 

dz  , 

dy  =  ^'^^ 

en  s^en  tenant  aux  termes  du  premier  ordre. 
D'autre  part, 

FH  =  av^ar* -hj*  H- z», 

et,  comme  x  el  z  sont  infiniment  petits  par  rapport  à  j-, 

FH  =  av5^  =  a/. 
De  même, 

GE  =  IX. 

L^ëquation  devient  ainsi 

—  ^p.^xy  -\-  'àF,2y.^ax  -h  ^F .^x,2by  =  o 

on,  en  simplifiant, 

—  A/>  -h  F.(aa  -+-  %c)  =  o. 

Si  Ton  appelle  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  O,  comme 

2a  =  A, 

on  obtient  la  formule  de  Laplace 
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SUR  LA  TRANSFORMATION  ORTHOTANGENTIELLB; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Une  récente  Note  (*)  de  M.  de  Longchamps  vient 

d'appeler  l'attention  sur  la  transformation  orthotan- 

gentielle,  étudiée  en  i885  par  M.  d'Ocagne  (2)  et  par 

d'autres  (').  Je  vais  signaler,  au  moyen  des  méthodes 

intrinsèques,  une  transformation  plus  générale.  Soit  (M') 

la   ligne  enveloppée  par    les   tangentes  à  (M),  après 

qu'elles  ont  tourné  du  même  angle  a  autour  de  leurs 

points  de  rencontre  avec  (Mo).  Soit  6  l'inclinaison  de 

MlVIo  sur  la  tangente  à  (Mo),  en  Mo-  L'équation  de  MMo 

est 

arsinO  =^cosO. 

Sa  dérivatipu  par  rapport  à  Sq^  faîte  en  supposant 


(0 
donne 


dx  _  y  —  Oo  dy  _        x 

dso  po  ^^0  po 

^  -^  V^^^o        po/ 


d'où 

I        dU         T 
h        ds^        Po 

en  désignant  par  h  la  longueur  du  segment  déterminé 
par  la  normale  à  (M)  sur  la  normale  à  (Mq),  à  partir 


(•)  Bulletin  de  la  Société  des  Sciences  de  Bohême  (8  juin, 
1888). 

(•)  Coordonnées  parallèles  et  axiales  (Paris,  Gauthier-Villars, 
i885,  Note  111). 

(')  Xouvelles  Annales  de  Mathématiques  (i885,  p.  269,  §  IV). 
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de  (Mo).  On  voit  que  h  n'est  pas  allëré  par  le  cliange- 
uienl  de  0  en  0  +  a,  et  Ton  en  déduit  que  le  lieu  instan- 
tané des  points  iM\  correspondant  à  M,  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  h  comme  diamètre.  En  particulier,  le 
point  M' de  la  transformée  orthotangenliellc  est  diamé- 
tralement opposé  à  M  sur  cette  circonférence.  En  d'au- 
tres termes,  les  projections  de  M  et  M'  sur  la  tangente 
à  (Mo),  en  Mo,  sont  équidistantes  de  Mo-  De  même, 
Téquation  de  la  normale  à  (M),  en  M,  est 

^cosô  -+-^sîn6  —  AsinO, 

et  la  dérivation  donne,  en  tenant  compte  des  formules 

(i)et(.), 

—  ar  sin6-h  vcosO  =  h  -j-  sinS  -h  (  2  A )  cos6. 

La  droite  représentée  par  cette  équation  doit  détacher 
de  la  normale  à  (Mn)  un  se&ment  — ^«  Donc 

(3)  p  =x  A-r- sinO -f- (  2  A )  cosO. 

Il  en  résulte  que  les  centres  de  courbure  sont  situés 
sur  une  circonférence,  et  que  le  centre  correspondant  à 
la  transformée  orthotangentîelle  de  (M)  est  diamétrale- 
ment opposé,  sur  cette  circonférence,  au  centre  de  cour- 
bure de  (M).  Il  est  facile  de  se  convaincre  que  ce  théo- 
rème subsiste  pour  les  centres  de  courbure  de  toutes  les 
développées  successives  des  lignes  (M)  et  (M'). 

Si  l'on  observe  que  l'angle  de  contingence  de  (M)  est 

rfÔ  H —,  on  a 


P« 


ds       /  d^         I  \    ,         dsn 

—  =  (  _  -  H )  dso—  -r-, 

0         \dS(^        po/  f^ 
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(  "8) 
d'où,  en  vertu  de  (3), 

Si  Toii  connaît  V équation  intrinsèque  de  (Mo)  et  l'e- 
quation  axiale  de  (M),  c'est-à-dire  les  relations  exis- 
tant entre  po,  Sq^  9,  les  équations  (3)  et  (4)  font  con- 
naître p  et  5  en  fonction  de  0,  et  Ton  en  déduit,  par 
élimination  de  8,  l'équation  intrinsèque  de  (M).  L'é- 
quation intrinsèque  de  la  transformée  orthotangentielle 
(M')  s'obtient  en  éliminant  0  entre  les  équations 


(5) 


I  9  —  '^  -y-  cos6  —  [ih )  sinO, 


Enfin,  pour  avoir  la  transformée  (M^),  relative  à  une 
valeur  quelconque  de  l'angle  a,  il  suffit  de  changer  0  en 
O  +  a  dans  les  équations  (3)  et  (4))  ce  qui  donne,  en 
tenant  compte  de  (5), 

(6)  p'=p  cosa-h  p'sina,        s'=scosx-t- s'sina. 

Soit,  par  exemple, 

po—  Rf       ^  ~  '^  R* 

n 

On  a  A  = 1  et  les  formules   (3),  (4),  (5),  (6) 

conduisent  toutes  à  l'équation 

Dans  ce  cas,  toutes  les  lignes  (M')  sont  égales  à  l'épi- 
cjcloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  de  dia- 
mètre /i,  roulant  sans  glisser  sur  un  cercle  ^n  fois  plus 
grand. 
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(  "9) 
On  peut  dire  que  (Mo)  est  la  podaire  de  chaque  ligne 
(M)  par  rapport  à  sa  transformée  orthotangentielle.  In- 
versement, cette  transformée  est  V a nti podaire  àa  (Mo)  par 
rapport  à  (M).  Il  suffit  de  supposer  que  (M)  se  réduit 
à  un  point  pour  retrouver  les  résultats  connus  de  la 
théorie  des  podaires  proprement  dites.  On  obtient  la 
théorie  des  dév^eloppoïdes  en  supposant  6  constant,  ce 
qui  entraine  h  =  p^.  Enfin,  pour  rentrer  dans  la  théorie 
des  transfonnations  axiales  proprement  dites,  il  faut 
supposer  que  (M^)  soit  une  droite.  Pour  po  infini  et 
5o=  ).,  les  formules  (3),  (4)»  (5)  deviennent 


^cosD-.^sine,        s'=r=   Ip'd^, 


Connaissant  Téquation  axiale  d'une  ligne,  ces  for- 
mules donnent,  par  élimination  de  0,  Téquation  intrin- 
sèque de  la  même  ligne  et  celle  de  sa  transformée  ortho- 
tangentielle. Signalons,  pour  finir,  la  formule  qui  donne 
le  rayon  de  courbure  de  la  /i**™*  développée  d'une  ligne 
quelconque,  dont  on  connaît  Téquation  axiale.  On  a 


ou 


p„=  «/,|SmO -+- l'rt  cos8, 
d'^-^^l       ._  d^l 

dn  -3  X 
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SUR  L'INTÉGRALE  f  oo\.{x-<x)dx; 

Par  m.  F.  GOiMES  TEIXEIRA, 
Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto. 


L'intégrale   /     col(j:  —  cL)dx,  qui  a  une  grande  i m- 

•/o 

portance  dans  la  théorie  de  Tintégration  des  fonctions 
rationnelles  de  sinj:  et  coso:,  a  été  obtenue  par  M.  Her- 
mile  dans  son  savant  Cours  d* Analyse,  p.  344»  ^u 
moyen  d'une  construction  géométrique,  et  ensuite  dans 
J ornai  de  Sciencias  mathematicas,  t.  II,  p.  65,  au 
moyen  d'une  méthode  entièrement  élémentaire.  Je  me 
propose  ici  de  considérer  la  même  intégrale,  pour  l'ob- 
tenir par  une  autre  méthode  aussi  élémentaire,  en  la 
faisant  dépendre  de  l'intégrale 


/'(T)du 
1^[/(.X)]«' 


Soil  a  =  fl  +  li.  On  a 


/ 


cot(ar  —  a  —  ib)  dx 


cos(j7  —  a —  ib^ 
sin(a7  —  a  —  ib) 
cosfa?  —  a)  costô  -f-  sin(a7  —  a)  siniA 


y**  ces  {x  —  a  —  ^'^' }  j 
sin(a7  —  a  —  ib) 


dx. 


sin(^  —  a)  cos  ib  —  ces  (a?  —  a)  sinib 
OÙ  l'on  doit  remplacer  sinii  et  cosib  par  leurs  valeurs 

cosio= > 

2 

.     .,        e-^—e^ 
sm  lo  =  . —  > 
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ce  qui  donne 

1  coi{x  —  a)  dx 

/(g-^-f-g^)cos(a:  —  g)—  t(g-^— g^)  sinfar—  a) 
(e-*-f-  g^)sin(ar  —  a)-t-  t(e-^—  e'')cos(j;  —  a) 

/2sina(x  —  a)flLr 
«-**-f-  g**—  2  cos2(a;  —  a) 


dx 


-'/(- 


*-r-  g^j*  sin*(a7  —  a)-\-{e-^—  g^)*cos»(a:  —a) 
-  log[g-»*-+-  g**— 2Cos(a7  — a)] 


,  \  er^-^r  g*  1 


/>  ,  rg-*-4-g* 
fg-^-f-g^ 


Mais,  comme  on  a  e^^^-f-  e^*>  a,  la  fonction 

log[g-«*-4-  g»* — 2cos'2(a7  —  a)] 

a  une  branche  réelle  qui  prend  des  valeurs  égales  dans 
les  points  x  =  o  et  or  =  u.  Donc 


/     cot(a:  —  a)d!a7  = - 


L'intégrale  qui  entre  dans  le  second  membre  de  cette 
égalité  a  la  forme 

r^   f\x)dx 

et  nous  allons  par  conséquent  lui  appliquer  le  théorème 

j>»1C      f  {  'r\  fit* 

f      ^^\ff^a;)\%  =  arclaiig/(7r)— arctang/(o)— (/H-/w)7r, 

où  n  représente  le  nombre  de  fois  que  f{x)  passe  par 
riniini  en  allant  du  positif  au  négatif,  et  m  le  nombre 
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de  fois  quey*(a:)  passe  par  Tin  fini  en  allant  du  négatif 
au  positif. 

En  y  posant  donc 

/(^)=  1-bl.lb  ^ang(^  -  «)> 

et  en  remarquant  que,  quand  x  varie  depuis  zéro  jus- 
qu'il t:,  tang(a:  —  a)  passe  une  seule  fois  par  l'infini  en 
allant  du  positif  au  négatif  et  que  la  fraction 


g-  b —  gb 


est  positive  ou  négative  suivant  que  6  -<  o  ou  ^o,  on 
voit  que/(j:)  passe  une  seule  fois  par  Tinfini,  en  allant 
du  positif  au  négatif  quand  6  <C  o,  et  du  négatif  au  po- 
sitif quand  i>o. 
Nous  avons  donc 


X 


7t 

cot(ir  —  sl)  dx  =  —  ÎTz 


quand  i  >  o,  et 

Jf       cot(x  —  OL)dx= — lit 
0 

quand  i  -<  o. 


ETUDE  DU  COMPLEXE  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  {885; 

Par  m.  E.  MARCHAND. 


Dans  un  précédent  article,  après  avoir  résolu  la  ques- 
tion telle  qu'elle  était  énoncée,  je  me  suis  borné  a  indî- 
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quer   sans    démonstration   quelques   résultais  complé- 
mentaires faciles  à  établir  au  moyen  des  coordonnées 
cartésiennes. 

Je  me  propose  aujourd'hui  de  parvenir  aux  mêmes 
conséquences  en  faisant  appel  presque  exclusivement 
aux  coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite. 

1.  Complexe  spécial. —  Désignant  toujours  par  a, 
3,  Y?  «',  P',  y'  les  six  coordonnées  de  la  droite  A,  je  trou- 
verai pour  expression  de  la  plus  courte  distance  8  entre 
cette  droite  et  une  droite  A|  faisant  Tangle  o  avec  elle, 

(1)  8  sin <p  =  a',  a  -f-  ^\  p  -f-  y\  y  "^  a,  a'-^  p»  P'  -f-  Yiï'. 
Ceci  rappelé,  le  complexe  du  premier  ordre 

(2)  Aa  -r-  B p  -u  Gy  -f-  A'a'-T-  B'  p'-^-  G'y'=  o 
sera  dit  spécial  si  son  invariant  est  nul  : 

(3)  AA'4-BB'-i-GG'=o. 

L'identité  (3)  s'interprète  géométriquement;  elle 
indique  que  a,  ==  A',  p»  =  B',  y»  =  ^'t  ^k  =  À?  P'i  =  B, 
Y,  =  C  sont  les  six  coordonnées  d'une  droite  fixe  A|. 

D'après  (i)  Téquation  (2)  signifie  que  toute  droite  A 
du  complexe  rencontre  la  droite  A|. 

Un  complexe  spécial  est  l'ensemble  des  droites  A  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  A,. 

A  tout  point  correspond  relativement  a  un  com- 
plexe du  premier  ordre  un  plan  que  Chasles  appelle  le 
plan  focal  du  point.  Il  est  facile  de  vérifier  que  si  un 
point  mobile  décrit  une  droite  du  complexe  d'une  ma- 
nière continue  de  — 00  à  -h  00,  le  plan  focal  du  point 
tourne  autour  de  la  droite  d'une  manière  continue  de 
180°.  U  suflSt  pour  cela  de  prendre  cette  droite  comme 
axe  des  z. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  'M  ) 

Il  n'y  a  d'exception  que  si  le  complexe  est  spécial.  La 
droite  A  choisie  parmi  celles  du  complexe  rencontre 
en  N  la  droite  A|  définie  par  ce  complexe. 

Le  plan  focal  d'un  point  quelconque  de  A  est  toujours 
le  plan  AA|  -,  le  plan  focal  de  N  est  indéterminé. 

2.  Complexe  tangent.  —  Soit  maintenant  un  com- 
plexe quelconque  d'ordre  ni 

(4)  /(a,p,Y,  a',  ?',  y')-o. 

Pour  une  droite  a,  P,  y,  a^,  p, ,  y',  du  complexe  on 
aura  l'identité 

(5)  /•(«!,  ?i,Yi,a'i,  P'i,ï'i)-o. 

Pour  une  droite  voisine  appartenant  au  complexe, 

Finalement  on  obtient 

(6)  ^  û?a,  +  ...---^rfY'i-0' 

Ajoutant  au  premier  membre  de  ((>)  le  premier 
membre  de  (5)  écrit  sous  la  forme 

ôf  àf     , 

ÙS.X  ^ïi 

on  trouve  finalement 

àf        a    àf  àf  ,   df        Q,    ôf  ,    àf 

(5)  /(a„  ?„7t,  =t\,p;,Y',)  =  o. 

Relativement  à  toute  droite  A,  du  complexe  on  trouve 
un  pareil  complexe  linéaire  (7)  que  j'appellerai  corn- 
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plexe  tangent.  Pour  justifier  celte  dénomination,  je  vais 
démontrer  le  résultat  suivant  : 

Le  plan  focal  d'un  point  S  de  la  droite  A|  du  com- 
plexe (4)  est  le  plan  tangent  le  long  de  A|  au  cône  du 
complexe  de  sommet  S. 

En  effet,  la  droite  A|  étant  définie  par  un  point  fixe 
Mi  {x^jr^  z,  z)  et  par  un  point  mobile  S(x',  j',  z\  t'),  le 
plan  focal  de  S  relativement  au  complexe  (7)  sera  défini 
par  (7)  en  supposant  la  droite  a,  p,  y,  a',  ^\  y' déter- 
minée par  les  points  S  (jc,j',  z\  t')  et  M(.r,  j^,  z,  t). 

Le  plan  tangent  en  M|  au  cône  du  complexe  dont  (4) 
est  l'équation  en  coordonnées  multiplanaires  est  préci- 
sément déterminé  par  les  équations  (7)  et  (5). 

Corrélativement  le  foyer  d'un  plan  P  mené  par  la 
droite  A|  du  complexe  relativement  au  complexe  tan- 
gent (7)  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  du  com- 
plexe relative  au  plan  P  avec  la  droite  A| . 

Les  droites  du  complexe  peuvent  alors  se  diviser  en 
deux  groupes. 

On  a,  d'une  part,  les  droites  ordinaires  du  complexe 
caractérisées  par  ce  fait  que  le  complexe  tangent  n'est 
pas  spécial.  Le  plan  tangent  au  cône  du  complexe  tour- 
nera de  1 80*^  quand  le  sommet  décrira  la  droite  ordinaire 
du  complexe  de  — 00  à  -h  00. 

On  a,  d'autre  part,  les  droites  singulières  D  pour 
lesquelles  le  complexe  tangent  est  spécial.  Le  plan  tan- 
gent est  le  même  pour  tout  cône  ayant  son  sommet  sur  D  ; 
c'est  le  plan  de  la  droite  D  et  de  la  droite  D'  définie  par 
le  complexe  tangent  spécial.  Il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  point  N  d'intersection  de  D  et  ly. 

Ainsi  on  est  conduit  à  adjoindre  à  la  droite  singulière 
D  un  plan  singulier  Diy  et  un  point  singulier  N. 

Corrélativement  le  point  de  contact  avec  la  droite 
singulière  est  le  point  singulier  N  pour  tout  plan  pas- 
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sant  par  cette  droite  singulière.  Iluy  a  d'exception  que 
pour  le  plan  singulier  associé. 

Exactement  comme  dans  la  théorie  des  points  doubles 
des  courbes  algébriques  on  trouvera  que  pour  le  point 
singulier  N  il  faut  remplacer  Téquation  (7)  par 

Le  cône  admet  la  droite  singulière  comme  droite 
double,  les  deux  plans  tangents  le  long  de  cette  droite 
double  étant  représentés  par  l'équation  (8). 

Corrélativement  la  génératrice  singulière  est  tangente 
double  pour  la  courbe  du  complexe  située  dans  le  plan 
singulier  associé.  Les  deux  points  de  contact  sont  dé- 
terminés encore  par  l'équation  (8). 

Si  le  complexe  est  du  second  ordre,  comme  dans  l'é- 
quation actuelle,  l'équation  (8)  coïncide  avec  l'équation 
(4)  du  complexe.  Le  cône  relatif  au  point  singulier 
associé  se  décompose  en  deux  plans;  la  conique  rela- 
tive au  plan  singulier  associé  se  décompose  en  deux 
points. 

On  prouvera  alors  sans  difficulté  que  les  droites  sin- 
gulières du  complexe  sont  les  génératrices  doubles  des 
cônes  du  complexe  admettant  une  génératrice  double, 
ou  encore  les  tangentes  doubles  des  courbes  du  complexe 
qui  en  admettent. 

Les  points  singuliers  associés  sont  les  sommets  des 
cônes  admettant  une  génératrice  double;  les  plans  sin- 
guliers associés,  les  plans  des  courbes  admettant  une 
tangente  double. 

Dans  le  cas  actuel,  chercher  le  lieu  des  points  singu- 
liers associés  et  l'enveloppe  des  plans  singuliers  associés 
revient  à  chercher  d'une  part  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans, 
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(l'autre  parlTeuveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  courbe 
du  complexe  se  réduit  à  deux  points. 

3,  Droites  singulières.  —  Les  droites  singulières 
seront  définies  par  les  équations 

(9)  /(«,P,Ï,  «',P',t')  =  o, 

,,„^  àf  àf       df  àf       àf  df  __ 

Dans  le  cas  actuel  on  aura  les  deux  équations 

(9)  /a'*-h  mp'«-4-  ny'»—  K(a»-i-  p«  H-  y*)=  o, 

(10)  /aa'-H /np P' -H  71  Yy'=o. 

On  a  une  congruence  du  quatrième  ordre  et  de  qua- 
trième classe. 

L'équation  (lo)  se  reconnaît  aussitôt.  C'est  le  com- 
plexe des  droites  perpendiculaires  à  leur  polaire  relati- 
vement à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 

x^  yS  ^« 

^ h =  <T, 


/  +  p 


p  et  0"  étant  des  paramètres  arbitraires.  L'une  de  ces 
surfaces  est  le  cône 

,     ^  x^         y*       z^ 

(il)  -y-  -h  ^^H =0, 

^     '  l         m        n 

qui  intervenait  si  heureusement  dès  le  début  du  pro- 
blème. 

Ce  résultat  s'explique  aussitôt.  La  conique  du  com- 
plexe relative  à  un  plan  P  est  homofocale  k  la  section  S 
de  ce  cône  (i  i)  par  le  plan  P.  Si  donc  la  conique  se  ré- 
duit à  deux  points,  ce  qui  n*arrive  que  pour  les  plans 
singuliers  associés,  ces  deux  points  sont  deux  foyers 
de  2;  la  droite  singulière  qui  les  joint  est  un  axe^  or  on 
sait  que  tout  axe  de  section  plane  est  une  droite  perpen- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  '^8  ) 
diculaire  à  sa  polaire  et  que  toute  droite  perpendiculaire 
à  sa  polaire  est  un  axe  de  section  plane. 

Les  propriétés  connues  du  complexe  (lo)  fournissent 
aussitôt  des  propriétés  des  droites  singulières  du  com- 
plexe. Le  rapport  anharmonique  intercepté  sur  une 
droite  singulière  par  les  trois  plans  de  coordonnées  et  le 
plan  de  TinGni  est  constant.  Ces  quatre  plans  forment 
un  tétraèdre  tel  que  toute  autre  droite  située  dans  le  plan 
d'une  face  appartienne  au  complexe  (i  o),  que  toute  droite 
passant  par  un  sommet  appartienne  au  complexe  (lo). 

Toutes  les  droiles  du  complexe  donné  (9)  situées 
dans  un  des  plans  de  coordonnées  seront  singulières.  Or 
on  a  vu  que  pour  tout  plan  passant  par  Torigine  on  avait 
un  cercle.  Les  droites  du  complexe  situées  dans  un  des 
plans  de  coordonnées  envelopperont  le  cercle  déterminé 
par  ce  plan  de  coordonnées  dans  la  surface  des  ondes 
qui  sera  trouvée  plus  loin. 

Toutes  les  droiles  du  complexe  (9)  passant  par  Torî- 
gine  ou  parallèles  à  un  des  axes  sont  aussi  des  droites 
singulières. 

4.  Congruence  des  droites  singulières,  —  Les 
droites  singulières  formant  une  congruence,  une  pre- 
mière méthode  que  je  ne  ferai  qu'esquisser  consisterait 
h  leur  appliquer  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
foyers,  aux  plans  focaux  et  aux  surfaces  focales  des  con- 
gruences. 

Je  rappellerai  que  les  foyers  d'une  congruence  sont 
définis  par  {Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces, par  G.  Darboux,  t.  II,  p.  3) 

,  ôo  do 
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L(ïs  projcclions   d*unc  droîlc  sur  les   Irois  plans  de 
coordonnées  ayant  pour  érjuations 

as  — Ya?  =  ?', 

les  équalions  (9)  et  (lo)  deviennent 

(i3)    /«(yJ^  —  3«)-t-  A;i?(a«  —  7-^)-+-  /lY^P^"""  «/)  =  <>. 
A  ces  é<|ualions  il  i'audra  joindre 
^/  àf  àf 

^  ^  r>o  c^o  do 

5^  ^3  d7 

Or,  si  je  regarde  a,  p,  y  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes et  x,j'^  z  comme  des  paramètres  constants,  les 
équations  (  I  ';t  ),  (i3)  et  (1 4)  reviennent  A  exprimer  que  les 
coniques  représentées  par  les  deux  premières  équations 
sont  tangentes. 

Posant,  suivant  l'usage, 

ma)  S  =  o, 

(i3)  S'=o, 

on  vériGe  facilement  que  l'invariant  6  est  nul.  Alors  la 
condition  de  contact  (Svlmon,  Sections  coniques, 
p.  5^3)  se  réduit  à 

A(27AA'-h40'3)=o. 

On  a  d'abord  A  =  o,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que 

S=:(»  représente  deux  droites.  Effectuant  le  calcul,  on 

trouverait  la  surface  des  ondes,  que  nous  retrouverons 

plu»  loin  par  un  calcul  presque  identique.  On  a  en  plus 

Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VIII.  (Mars  1889.)  9 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  «30  ) 
une  surface  d'ordre  élevé 

Cette  surface  rencontre  la  surface  des  ondes  eu  des 

points 

A  =  o,        0'=  o, 

formant    une  courbe  gauche  d'ordre  16,   sur  lesquels 
l'attention  se  trouve  tout  naturellement  attirée. 

Mais  je  laisserai  de  côté  ces  considérations,  qui  ne  se 
rattachent  pas  étroitement  à  la  marche  suivie  jusqu'ici. 

o.  Point  et  plan  singuliers.  —  Le  complexe  tangent 
est  ici 

/a'a'i  -+- mp'P',  -h  /17Y1  —  ^(««i  +  PPiH-  TYi )=  o. 

Si  ce  complexe  est  spécial,  la  droite  D'  qu'il  représente 
a  pour  coordonnées  /a',,  rri^\^  ny\^  — Kai,  — Kpi, 
—  Ky<,  les  coordonnées  de  la  droite  singulière  D  étant 

Alors,  si  x^j^  z  sont  les  coordonnées  rectilîgnes  du 

point  N  intersection  de  D  et  de  D',  on  aura  les  deux  séries 

d'équations 

/ÏJ' -?-  =  «'» 
(16)  <  az'—-(r=  P', 


•  =  V , 


/    n  ^(y  —  m  p' ;;  ~  —  K a, 

,  m^'x —    l:i'y=z — K*'» 

(18)  ol'x-+-  |i>-+- y'-  =0, 

(19)  a.r-1- Pj -h  Y- =0. 

Les  équations  (18)  et  (19)  déterminent  des  valeurs 
proportionnelles  de  x^r^  z.  II  est  d'ailleurs  facile  de 
vérifier  que  les  équalion.>  (i6)t  (17)1  («8)  et  (ly)  sont 
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vérifiées  par 

en  supposant,  bien  entendu. 

Les  formules   corrélatives  qui  déterminent   le  plan 
singulier  associé  sont 

/  v't»  —  ^'w  =  a, 

(ai)  à  ol'w—Yu  =  3» 

\  ^'  u  —  ol'v   =  Y» 

;  —  K{^v  —  3«0=  ^«'> 

(22)  j  —  KCaw  — Y")  = /Hp', 

(  —  KOw  — ap)  =aY', 
«23)  azi+ pp -+- Y**' =<*» 

(  24  )  Jol'  w  -h  /w  3'  (^  -h  /i  y'  «V  =«  o. 

Ici  encore  il  est  facile  de  constater  que  Ton  vérifie 
toutes  les  équations,  en  posant 

«25)  — -  Km  = /i^y'  — ''^Y?'- 

Si  l'on  multiplie  par  a,  p,  y  les  premiers  membres 
(les  équations  (21)  et  qu'on  ajoute,  il  vient 

(26)  ux  -\-  vy-hwz-\-\=o. 

On  vérifie  donc  ce  résultat,  évident  par  ce  qui  pré- 
mle,  que  le  point  singulier  est  dans  le  plan  associé. 
De  (26)  on  tire  aussitôt 

/^27)        u  dx  -h  V  dy  -\~  iv  dz  -hx  du  -^y  dv  ■+■  z  dw  =  o. 

Je  dilTérenlie  totalement  les  équations  (16)  et  (17) 
ti  je  les   ajoute   multipliées  par  les  facteurs  écrits   en 
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regard 

Y^/—     M--+-  J^ï—     ^d^  =  d^'y  — '«'» 

a  c?-s' —     ^(  dx  -^  z  da—     x  d"^  =  d^\  —  m  ^', 

^dx—     adj^-h  xd'^—     ydi  —  d-^,  —  ny', 

n-( dy  —  m^'dz-^  ny d^  —  ^sd^'  =  —  K da,                 a, 

loi'dz  —  n^dx-^-  Izdoi'— nxdY  =  —  ^d^,                  % 
m  P'  dx  —  /a'  d[>'  -h  mx  d^'—  ly  ûfa'  =  —  K  c?Y'                 T- 
J'oblîeiis 

l    -+- 2  K(  M  ^ -h  t»  û(^ -+-  «' C?5  ) 
^       ^  (         -JrKixdu  -hj  é/i^  -h  5  C^ïV  )  =  O. 

Des  équations  (î^y)  et  (a8)  on  tire 

(  ag)  w  rfj?  -+- 1'  dy  -h  w  dz  =  o, 

(  3o  )  r  rfw  +  V  ^t»  -4-  -3  f/tv  =  o. 

La  première  monlre  que  la  surface  lieu  des  points 
associés  admet  le  plan  associé  comme 'plan  tangent;  la 
deuxième  monlre  que  l'enveloppe  des  plans  singuliers 
associés  admet  le  point  singulier  associé  comme  point  de 
contact  avec  son  enveloppe. 

On  voit  donc  qu'il  existera  une  surface  singulière 
lieu  des  points  singuliers  et  enveloppe  des  plans  singu- 
liers à  laquelle  toutes  les  droites  singulières  seront  tan- 
gentes. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  même  surface 
sera  aussi  le  lieu  des  points  en  lesquels  peut  se  décom- 
poser la  conique  du  complexe  et  Tenveloppe  des  plans 
auxquels  peut  se  réduire  le  cône. 

En  eifet,  si  par  la  droite  singulière  on  mène  les  deux 
plans  qui  forment  le  cône  relatif  au  point  singulier  N, 
la  courbe  du  complexe  relative  à  l'un  de  ces  plans  se 
compose  évidemment  du  point  ]N'  et  d'un  autre  point. 
C'est  un  plan  singulier,  tangent  par  suite  à  la  surface 
singulière.  De  môme  le  cône  relatif  à  l'un  des  points  INI 
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en  lesquels  se  décompose  la  conique  située  dans  un  plan 
singulier  contenant  déjà  toutes  les  droites  du  plan  sin- 
gulier passant  par  M  se  réduit  à  ce  plan  et  à  un  autre 
plan. 

Il  parait  dès  lors  naturel  de  penser  que  la  surface  sin- 
gulière sera  de  quatrième  ordre  et  de  quatrième  classe. 
Une  droite  singulière  rencontre  en  effet  la  surface  au 
point  singulier  associé  qui  doit  compler  double  et  aux 
deux  points  aux(]uels  se  réduit  la  conique  correspon- 
dante au  plan  singulier  associé.  Par  la  droite  singulière 
on  peut  mener  quatre  plans  tangents  dont  deux  confon- 
dus avec  le  plan  singulier  et  les  deux  autres  fournis 
par  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  singulier  associé. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  établir  rigoureusement  ce  ré- 
sultat par  la  Géométrie  et  j'arrive  aussitôt  à  la  recherche 
de  l'équation  de  la  surface  singulière. 

6.  Surface  singulière,  —  Eliminant  a,  fi,  y,  a',  P', 
y'  entre  les  six  équations  homogènes  (16)  et  (17),  on 
aurait  Téquation  de  la  surface  singulière  sous  forme  d'un 
déterminant  du  sixième  ordre. 

Je  tirerai  les  valeurs  de  a,  ^,  y  des  équations  (17)  et, 
ponant  dans  (16),  j*aurai  trois  équations  de  la  forme 

(3i)  a'[/(jK«-f--a)— K]— 3'/na?)^  — Y''î^^  =  o. 

Posant 

/3c'=X,        m?'=Y,        «Y=Z, 

les  équations  (3i)  sont  les  dérivées  partielles  de  la  forme 
quadratique 


( 


AX*-^- A'Y*-f- .V'Z*-i- ïBYZ -h  iB'ZX -h  2B'XY  =  o 
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L(i  discrî «ni liant  de  celle  lorme  quadratique  doit  être 
nul.  Je  récrirai  sous  la  forme  de  Jacobi 


B'B" 
B" 


A       ^'^' 


Ou  trouve  la  forme  bien  connue  de  l'équation  de  la 
suiface des  ondes 


075 -+- 

K 

7 

_*_  .... 

5* 

K 

772 

(33) 


•^  n 

Si  Ton  avait  au  contraire  éliminé  a',  ^',  y  entre  les 
équations  (i6)  et  (rj  ),  on  obtiendrait  trois  équations  du 
premier  degré  en  a,  P,  y  qui  ne  seraient  autre  chose  que 
les  dérivées  partielles  de  la  forme  quadratique  (la) 
trouvée  plus  haut.  Le  rapprochement  avec  le  calcul  in- 
diqué par  la  théorie  des  foyers  des  congruences  est  très 
net,  mais  on  trouverait  une  forme  moins  simple  pour  la 
surface  des  ondes 

,  „ , ,  nin  .r *  nlv^  Ini  z^ 


T  =  o  est  le  cône  (i  i)  qui  avec  la  sphère  de  rayon  nul 
j:^-|-j*-t-  3-=  o  compose  le  côue  asymptote  de  la  sur- 
face des  ondes. 

Opéranl  de  niê.ne  avec  les  équations  (21)  et  (22),  on 
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trouve  les  deux  formes  corrélatives  de  réquatioii  de  lu 
surface  des  ondes  : 

(35)  -r 7  -4-  -5 h   -r 1  =  0, 


t' 


'  =  M» -h  i'* -t-  CV*. 


^^^'^        KU  -  //m  "^  KÏTIT/  "*"  KU  -  Im  -  *  -  ^' 


7.  Conséquences  géométriques.  —  Je  me  borne  au 
cas  où  l'on  a  une  véritable  surface  des  ondes  : 

/  >  o,        m  >  o,        /î  >  o. 

Prenons  un  point  M  de  la  surface  des  ondes  et  le 
plan  tangent  Teu  ce  point.  Je  dis  que  la  droite  singu- 
lière unique  qui  passe  par  le  point  M  dans  le  plan  T  est 
perpendiculaire  à  la  droite  OM  qui  joint  le  point  de 
contact  M  à  Torigine  des  coordonnées.  En  eflet,  on  a  vu 
dans  la  première  Partie  que  les  plans  tangents  menés 
par  OM  au  cône  (11)  étaient  deux  plans  de  section  cir- 
culaire; OM  est  donc  un  axe.  Lorsqu'on  a  deux  plans 
au  lieu  d'uu  vrai  cône,  ces  deux  plans  doivent  former  un 
des  deux  autres  systèmes  de  plans  i:y cliques  qui  résul- 
tent forcément  du  premier  système.  L'intersection  de 
ces  deux  plans  ou  la  droite  singulière  est  aussi  un  axe; 
elle  est  perpendiculaire  à  OM.  Cette  perpendiculaire  D 
menée  à  OM  dans  b;  plan  T  est  tangente  à  la  parabole 
(10)  du  complexe  associé.  Elle  rencontre  la  surface  des 
ondes  en  deux  autres  points  qui  sont  foyers  de  la  section 
du  cône  (11)  par  le  plan  T;  ce  sont  en  efiët  les  deux 
points  en  lesquels  se  décompose  la  conique  du  complexe 
qui  est  liomofocale  de  la  scxtiou  du  cône. 

On  peut  mener  par  D  deux  autres  plans  tangents  n  la 
surface  :  ee  sont  les  deux  plans  de  l'un  des  deux  systèmes 
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cycliques  résultant  d'un  premier  système  cyclique  formé 
par  les  plans  tangents  menés  par  OM  au  cône  (i  i).  Le 
côue  étant  ici  imaginaire,  les  plans  tangents  sont  imagi- 
naires et  alors,  des  deux  systèmes  cycliques  entre  lesquels 
il  faut  choisir,  Tun  est  réel,  l'autre  imaginaire. 

D'après  la  forme  connue  de  la  surface  des  ondes,  si  le 
point  M  est  sur  la  nappe  intérieure,  les  deux  points  d'in- 
tersection de  D  avec  la  surface  sont  réels  :  la  conique  se 
réduit  aux  deux  foyers  réels.  Par  contre,  les  deux  plans 
tangents  menés  par  D  étant  imaginaires,  le  cône  du 
sommet  M  se  réduit  aux  deux  plans  cycliques  imagi- 
naires. Si  le  point  M  est  sur  la  nappe  extérieure,  les  deux 
foyers  sont  imaginaires  et  les  plans  cycliques  réels.  On 
remarquera  en  passant  les  relations  étroites  qui  existent 
entre  la  surface  des  ondes  et  les  foyers  des  sections  planes 
du  cône,  lequel  deviendrait  un  cône  quelconque  du 
second  ordre,  si  ou  laissait  arbitraires  les  signes  de  /, 

Toute  section  menée  par  une  droite  singulière  D  est 
tangente  à  cette  droite  au  point  singulier  M.  D'ailleurs, 
dans  un  plan  quelconque,  il  y  a  quatre  droites  singulières 
définies  par  les  équations  (9)  et  (10)  comme  tangentes 
communes  à  la  conique  du  complexe  et  à  une  parabole. 
La  conique  du  complexe  relative  à  un  plan  quelconque 
est  tangente  en  quatre  points  à  la  section  de  la  surface 
des  ondes  par  le  plan.  De  même,  tout  cône  du  complexe 
est  tangent  en  quatre  points  à  la  surface  singulière.  Cette 
propriété  de  la  conique  du  complexe  d^ètre  tangente  à  la 
surface  singulière  en  chacun  des  quatre  seuls  |>oints  où 
elle  la  rencontre  s'applique  évidemment  à  tout  complexe 
du  second  ordre. 

Si  Von  coupe  la  surface  des  ondes  par  un  plan  passant 
par  Torigine  des  coordonnées,  la  courbe  du  complexe  cor- 
respondante  est  un  cerric  C  La  surface  des  ondes  est 
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(!oupt^e  suivant  deux  courbes  :  l'une  intérieure,  1 5  l'autre 
extérieure  E. 

Les  tangentes  menées  au  cercle  C  par  un  point  IVI 
de  E  sont  évidemment  les  intersections  du  plan  du 
cercle  avec  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  de 
sommet  M,  puisque  ces  droites  appartiennent  au  com- 
plexe. Ces  tangentes  sont  réelles  puisque  les  deux  plans 
sont  réels.  Les  tangentes  seraient  par  contre  imaginaires 
pour  un  -point  quelconque  de  la  courbe  intérieure  I. 
Alors  la  courbe  I  est  intérieure  au  cercle  Cet  la  courbe  E 
lui  est  extérieure.  Les  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  étant  les  tangentes  au  cercle  C  rencontrent  E  en 
deux  points  néels  et  1  en  deux  points  imaginaires. 

Comme  toute  droite  du  complexe  appartient  à  un 
plan  passant  par  Torigine,  on  voit  que  toutes  les  droites 
du  complexe  pénètrent  entre  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face des  ondes.  La  nappe  intérieure  de  la  surface  des 
ondes  forme  un  noyau  solide  à  l'intérieur  duquel  ne 
pénètre  aucune  droite  du  complexe. 

Les  courbes  E  et  I  se  confondent  pour  les  plans  qui 
touchent  la  surface  des  ondes  en  tous  les  points  d'un 
cercle.  Ce  cercle  de  contact  est  donc  une  conique  du 
complexe;  son  plan  coupe  le  cône  (11)  suivant  un  cercle 
qui  a  même  centre  que  le  cercle  de  contact.  Corrélative- 
ment les  cônes  tangents  aux  points  doubles  sont  des 
cônes  du  complexe;  on  connaît  donc  leurs  plans  de  sec- 
tion circulaire,  et  par  suite  leurs  axes. 

Pour  être  complet,  il  resterait  à  chercher  Téquation 
delà  surface  singulière  en  coordonnées  de  droite,  ce  qui 
conduirait  k  un  grand  nombre  de  propriétés  intéres- 
santes appartenant  pour  la  plupart  au  complexe  général 
du  second  ordre. 
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LIEU  DES  POINTS  DTN  SOLIDE  QUI  PARTAGENT  AVEC  LE 
CENTRE  DE  GRAVITÉ  LUNE  DE  SES  PROPRIÉTÉS  DYNA- 
MIQUES; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Soît  S  un  solide  de  masse  M,  animé  d'un  mouvement 
connu.  M.  Gilbert  a  déterminé  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  23  nc^embre  1 885  ) 
le  lieu  des  points  A  du  solide  tels  qu'à  un  instant  donné 
la  force  vive  de  S  soit  égale  à  la  somme  de  la  force  vive 
d'une  masse  M  concentrée  au  point  A  et  de  la  force 
vive  du  solide  dans  son  mouvement  relatif  à  des  axes 
menés  par  A  dans  des  directions  fixes  :  le  lieu  est  un 
cylindre  de  révolution;  Taxe  de  Mozzi  et  la  parallèle 
menée  par  le  centre  de  gravité  G  en  sont  deux  généra- 
trices diamétralement  opposées.  On  peut  se  demander 
quels  sont  les  points  B  du  solide  qui  partagent  momen^ 
tanément  avec  le  point  G  une  autre  de  ses  propriétés 
dynamiques,  savoir  qu'à  uu  instant  donné  le  moment  de 
la  quantité  de  mouvement  de  S  par  rapport  à  un  axe  HH' 
soit  égal  au  moment,  par  rapport  au  même  axe,  de  la 
quantité  de  mouvement  d'une  masse  M  concentrée  au 
point  B,  aup;nienlé  du  moment  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  solide  par  rapport  à  un  axe  BB'  parallèle  à  HH', 
quand  on  considère  le  mouvement  de  S  relativement  à 
des  axes  menés  par  B  dans  des  directions  fixes.  Dans  une 
Note,  dont  le  résumé  a  élé  donné  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  17  dé- 
cembre 1S88,  j'ai  dit  que  le  lieu  des  points  B  est  nn  liv- 
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perboIoïVlc  :  un  calcul  simple  et  direct  permet  de  s'en 
assurer. 

Par  un  point  O  qui,  à  l'instant  donné,  coïncide  avec  G, 
menons  trois  axes  rectangulaires  fixes  dout  l'un,  OZ, 
soit  parallèle  à  HH',  et  soient 

X  =  \  y  =z  IL  les  équations  de  HH'; 
X,  y^  s  les  coordonnées  d'un  élément  m-, 
2,  ^,  V  celles  de  l'un  des  points  B; 

^ri  ^xf  ^2>  ?'î  ?ri  ?-  '®^  composantes  de  la  vitesse  :  i"de 
l'élément  m;  2"  du  point  considéré  B. 

On  doit  avoir 

=  [(a-X)o^.-(p-.HL)cp^]2/n 
-hZm[(x  ^  a){çy—  Oy) ^  (y  —  ^)(Px  —  ^x)], 

00,  eu  faisant  de  simples  réductions, 

(i)    \  ^^(l^^'^'^^y) 

}       =2m[?(^.c-af'y-4-(2a-x  — X)<Pj.— O2P— j^— fi)o^]. 

A  l'instant  donné,  le  mouvement  de  S  résulte  d'une 
translation  dont  la  vitesse  V  est  celle  du  point  G,  et 
d'une  rotation  <i>  autour  d'un  axe  instantané  GG' qu'on 
peut  supposer  dans  le  plan  des  xz-^  soient  a,  &,  c  les 
composantes  de  V  suivant  les  axes^  celles  de  lo  seront  de 
la  forme  p^  o,  r,  et  l'on  aura 

tV  =  «  —  z'^»        Vy=  b  -^  rx  —  pzy         Vz=  c  -\-py, 
Ojr=za  —  rp,         (^y=  b  -h  ra—  p^j         Oz=  c  -hp^. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  et  obser- 
vons que  S/no:,  Sm^,  2/;/  z  sonl  nuls  parce  que  le  centre 
de  gravité  est  à  l'origine  :  on  peut  diviser  parS/w  ou  M, 
«•l  l'on  trouve  que  les  coordonnées  du  point  B  doîvenï 
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satisfaire  à  réqualioii 

le  lieu  du  point  B  est  donc  un  hyperboloïde  qui,  natu- 
rellement, dépend  de  plus  de  paramètres  que  le  cylindre 
de  M.  Gilbert.  Le  cône  des  directions  asymptotiques  ne 
dépend  toutefois  que  des  directions  de  HH'et  de  Taxe 
de  Mozzi  :  ce  sont  les  directions  de  deux  génératrices 
du  cône  situées  dans  un  de  ses  plans  principaux,  et  les 
plans  cycliques  du  cône,  comme  ceux  de  Thyperboloïde, 
leur  sont  perpendiculaires.  On  trouve  que  les  généra- 
trices de  r hyperboloïde,  parallèles  à  OZ,  sont  réelles  ou 
imaginaires  et,  par  conséquent,  que  1* hyperboloïde  est  à 
une  ou  deux  nappes,  suivant  qu'on  a 

c'est-à-dire  suivant  que  la  droite  HH'  est  extérieure  ou 
intérieure  h  un  certain  cylindre  parabolique  dont  les 
génératrices  lui  sont  parallèles. 


SUR  LE  DEVELOPPEMENT  EN  SÉRIES  DES  FONCTIONS 
IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Soient 

les  racines  respectives  des  équations 

f{x)  —  ni  =  o,        f{x)  —  /no=o,        f(x)  =  o, 
de  sorte  qu'on  ait  identiquement 

/[  /,. (m)\  —  m ,        /(  .r„  )  =  m,,.         f{  r  )  r=  o  : 
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et 

/     F{x)dx 

une  fonction  qu'il  faut  développer  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ///  —  nio* 
En  posant,  pour  abréger, 

dT  =^  (^>  =  ^-n^)^    j^^  =  *(^)' 

on  a 
f   V{x)dx^   f    l!f^d/iT)=   f\{x)df{x) 

Au  moyen  des  formules  bien  connues 

I      W'{m)dm  =  W(m)  —  W(/no), 

^^(/?i)  —  n\mo)  =  (m  —  mo)  ^r'(mo) 
(m  —  /?io  )*  , 


l.'2 


I.9.. .  .(n  ~  I) 


on  obtient 
/     V(x)dx=  f      *[fy(m)]dm 

=  (m  -  m,)  *[/„(/«.)]  +  ^-^p^  I>r*r/.0-)]r=«'.- 
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où 

I .  '^^ .  3  .  .  .  /l   (  1_/'(Z)      "]  U=a-«-l-0,(x-a-,)=A(/»i.+0(iit-*i^l 

De  cette  formule,  on  déduit  aussi  la  série  suivante 
r   F{x)dx=z   r    F(x)dx—  Ç     ¥{x)dx 

pin  ^Wo 

=  /      *[/.(m)]t//n~  /       ^\MnC)\dm 

^^0  «'0 

■  '"■-"■"l[7fe--]"*<-L- 


1.2.3 

1.2.3 


ou 


=r-»-6(x-r) 


Exemple,  —  En  prenant  les  logaritlimes  népériens, 

posons 

f{x)  =  \o^x  =  my        F{x)  =z\oQx. 
Alors 

logaro  =  mo,         r  =  i ,        777^  =  <ï>(a:)  =  :p  log  j<, 
/  \^) 


(')  Nouvelles  Annales,  aoiH  i8.<^8,  p.  3Ga. 
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Comme  R„-ao=o  et  R'^_.=  o  pour  les  valeurs  finies 
de  m  et  mo,  on  a 

/    logx«/!r  =  iro    (m  — //io)logaroH ~~^o>  (i  +  logarp) 

^       ..i..3      (^  +  '"S^")  -^     ..a.3.4    (^  '«g'»)+- J 
=  a7o(m  —  mo}«  1  -  -f-  ^ j — 5_^  ^ 

(m  — mo)*  I        (m  — mo)»  i 


....] 


1.2  4  1.2.3  5 

H-  XoIogXo  [^(/n  ~  /iio)H-  ^^ ^-^-5^  +  ^     ^  .^  3°^    -+-. .  .1 

=  3ro[e'»-'»o(m  —  mo)  —  ( e'«-''«o  —  i)] -haro  logiro(e"»-"»o--  i) 
=  (arloga?  — x)  —  (arologaro— a^o), 
et  aussi 


\o^xdx  —  (m»— /nj)-  H-  ^ —  - 

-,  2  I  J 

_^  (m*— m*)  £  _^  (m»— m<)  \_  ^ 
1.2         4  1.2.3       5 

.  r  I        m  I         m*    I  m'      1  1 

=  /n«-H -H -H T  -+-• . . 

L2  I     3         1.2  4  1.2.3  5  J 

"  ^2         I    3        1.2  4       1.2.3  5  J 

=  [e"*//i  —  (c'«—  0]  —  [e»»o/7îo—  (e»»o—  i)] 
=  [e'"(/n  — i)-hi]  — [e»»o(mo— i)4-i] 
=  (ar  logar  —  a:)  —  {x^  logaro—  Xq). 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1570,  PROPOSÉE  PAR  N.  ROUGHÉ; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Etant  donnée  la  relation 

sin(jr  -^ y)—  m  sin(a:  4-^), 
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dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  donné  dont  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  i ,  développer  y  en 
série  suii^ant  les  puissances  croissantes  de  ni^  et  indiquer 
la  forme  du  reste  lorsqu'on  ne  prend  quun  nombre 
limité  de  termes  (*). 

De  Téquation  donnée 

sin(a7— j^)=  m  %m{X'^y)—  m  s\n[%x  —{op—y)], 

on  déduit 

y  =  arc  tang  Ul^^  j  tangarj , 

/     m%\n%x     \ 

X  —  V  =  arc  lanjr  ( )  • 

•^  ^  \  I  -h  /n  cos  '}.  X I 

Comme 

^--^  =  a-  — arclang  Ui^^hanga:! 

(in^\vi0.x  \ 
) 
i-h  nnio%%x I 

=  — ;  |log[i-h/?i(cos2ir4-tsin2x)]  —  Iog[i  4-  //i(cos2:r  —  isinj»j*)j; 

(^•=v/=^) 
et 

DJi  arc  tang  (  ) 

\  I  -h  //i  cosaar/ 

-  ^      ^        i.2.3...(/i-i) 


X 


'XI 

(cos 2 a:  -f- 1  sin9.x)'»  (  cos9.;r  —  t  sin^.r)'» 


=(_,) 


[i  -h  //i(cos2;ï'  -h  t  sin^j»)]»        [i  -H  m(cos2.r  —  t  sina^r  )]" 

I.2.3...(/l  —  i) 


( IH- 2 /?i cos 2ar  -i-  m* )'* 


sin2/ia:H msin2(/i —  \)x 


n(n  —  1)      .  .      ,  V  n  ,    .        1 

H m*sin2(/i  — 2)x-h...H —  //i«-»  sin  9.x\ , 

1.2  '  .       I  J  ' 

(')  Nouvelles  Annales  cfe  Vathemntifjttes,  p.  5o^,  novembre  1887. 
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ou 


[/     msinix     \1  ,       x-   .         «        ^ 


R«  = 


au  moyen  de  la  série  de  Maclaurin,  prise  avec  le  terme 
complémentaire  (hn)  de  Caucbj,  on  trouve 

iy  ■=■  X  —  m  Unix 
.  sîn4^  .  sinôar 

où 


X  I  sîn2/ia?-4-  /i9msin2(/i  —  i)a7 
/i(/i  — i) 


^  (6m)*  sin2(/i  —  2)3?-+-...-!- 71(6 /n)»-»  sin2a7| , 


(»)  En  posant  «*•  =  /?  et  «-«•=  ^,  00  a  généralement 

=  *(m)  =  /(o)+  mcosa/'(o) 

H cos2a/''(o)H-...H 5 ; cos(rt  —  i)a/''-»(o) 

i.a  ^    X    /  i.a.3...  (n  —  1)         ^  /   y       \    / 

^[/(jBm)-/(9m)] 
=  <l>,(in)=  msina/'(o) 

+  _  sinag/'(o)+...+  ,.a,3...(^_,)Sin(/î-i)a/»-'(o) 
/it"  I 

^A/i.  «/e  Mathémat.,  Z*  série,  t,  VÏII  (Mars  1889).  lO 
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Cette  série  peut  être  obtenue  aussi  à  l'aide  des  formules 

I        =F[*(^)] 
-  F[*(^)] 


iA=n  — 1 


OU 


2ni^.[Wî-,°-]"^i*«> 


\{n) 


K: 


*=' -/».(«) 


"■-rx?fTK![nr.^]'->i*«il 


^ [i-OJ«-ti 

i.-2.3...(/i-i)'-        ^J       ) 

i.-2.3...(/i-i)lL        /(r) 
et,  pour  x  =  <l>(j))=:J', 


,  -    '•-•-OtO'--) 


n-i 


I  1  ^"^  J 


(3) 


F[/,(m)] 

-F(r) 
=  F(/-> 

f*=  «—1 


2  ,-:î^[7fe  ■>-]"""'(        -"•'■'■ 


«=r=A(0) 


OU 


=  ___î2:;^ — (,_6,)'.-'!r^Dj""F(^)! 

i.2.3.,.(/i-i}'  *'        (L/'(-ï)     'J         ^    'W.9,(/«) 

-  ^''  if,  •    ■A-)1"~'r      '      T>T"'Fr-^l 

je,(m)r^o,/0')=/ri-HO(.K-j!)],  o<o<i,o<e,<i,o<flj<i;, 


(')  Xotn'elh'x  Annales  de  Malhémaliques,  p.  Sfii;  août  i888. 
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En  prenant 

/(y)=:  -^— : —  =  m,  I^(j')=K, 


on  a 

f{x)=o,         r=Mo)=x, 

'^^^^-  sin^x-r-yy 
1       _  s'in^ix-^y) 
f{y)  "  sinix 
L_  p  8in»(a:-f-y)^ 

__  sin'(j'-f-y)sin2(  jr-+-y) 

r  '  Dj'"V=(-.)''.....3...(n-)"""("-^r',f""^"^-^>, 

L/ (J^)     •'J      "^       ^  ^  '  sin«2a: 

lyv^x  dJ'*  j^     ^^  =  (— i)«,i.2.3...(^  — i)sin2n:r; 

f[x-^^{y-^x)] 

Ay) 

_  sin[2a:-f-6(j^  — a?)]  sin(y  —  x) — sînô(y  —  x)  sin[2ir  -\-{y  —  x)] 

sin[2iF  -h  6(j'  —  x)\^m{y  —  x) 
_  ûxïix[s\n{y  -  x)cos^{y  —  x) — cos(^  —  x)?\n^{y  —  a?)] 

%in[ix  -\-^{y  —  x)\  sin(^  — x) 
__      sîn2arsîn[(i  —  6)(^  —  x)\ 
sin[2a7-H  ^{y  —  x)]  sin  {y  —  x) 

Par  conséquent,  d'après  la  fornjule  (3), 

sina/rar 


y  =  x-^    2^   (—  i)*m*  — ^ h  /t„ 

A  =  l 

=  Aini)=  arc  tang  U  i^^  j  lanjra^J  , 
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où 

=  (— O'/n» ! .  -^ ^    — ^'  sin/i[a7-^/^(03m)] 


^       ^         ^  '  sin'*2a: 

(  sin.2a:sin(^ — j?)  \ 


X  — ' : — ^. -^  smn[7.x  -h  ^iv  —  x)]. 


Note  de  M.  Rouen É. 

En  même  temps  que  M.  Worontzof,  MM.  Darmanine  et  Au- 
dibert  nous  ont  envoyé  des  solutions  de  la  question  1570.  La 
solution  de  M.  Darmanine  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  de 
M.  Worontzof,  et  celle  de  M.  Audibert  est  une  application  du 
théorème  de  Maclaurin. 

Quand  nous  avons  proposé  ce  problème,  nous  avions  en  vue 
la  solution  suivante,  qui  est  à  la  fois  simple  et  directe  : 

La  relation 

sin(j' — y)  =  /7t^sin(.r  -^  y) 

peut  s'écrire 

m  sinaa* 
rr  —  r  =  arc  tang • 


Posons 


nous  auron« 


C5  (  1/  )  =  a  PC  tanc: 


-h  n  cos'?..r 


o'(u): 


1-4-  -2  M  COS'IX  -h  «2 
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ou,  en  effectuant  la  division, 


(0 


ïp'(a)  =  sin2ar  —  usin^x -h  u*  s\n6x  — ... 
-h  ( —  i)'»-*M'»-'  sin2(/t  —  i)x 

/       X-    .        ,  sin2/iT -+- 1*  sin9.(/i  —  i)x 
V  I -f- aacos  .20; -f- a* 


Or,  si  Ton  désigne  par  R  le  nombre  défîni  par  la  relation 

\  *D(m)  =  —  smaa? sin4o7+  — -  sin6a?— ... 

(a)     ' 

f  H-( — i)»-* sin2(/i  — i)a?H- R  —  ♦ 

on  voit  que  la  fonction 

«(u) sin2â?~i sinAx r-  sinoa:  — . . . 

•  ^  I  2  3 

s'annule  pour  u=  m  aussi  bien  que  pour  a  =  o.  Sa  dérivée 

<p'(i«)  —  sin-2ar  H-  us'in^x —  a*  sin6ar  — . , . 
—  (—  i)*»-*  a'*-'  sin9.(/i  —  i)a7  —  Rw»-», 

qai,  en  vertu  de  (i),  se  réduit  à 

.  r,       K      .  sin2/ia:-+- M  sin2(/i  —  \)x       ^1 
[/       '  i-h  aacosaar-t- a»  J 

doit  donc  s'annuler  pour  une  valeur  de  u  comprise  entre  o  et 
w,  c'est-à-dire  pour  m  =  6wi,  6  étant  un  nombre  convenable- 
ment choisi  entre  o  et  i.  On  a  donc 

__'  sin9./i.r-i- 0/n  8in'2(/i  —  i)x 

~^  1-4- -iO/ncos^a?-!- 6*/n* 

et,  par  suite,  en  portant  dans  (2), 

m   .              m'    .    ,          m^   .   ^ 
y  =  X smix  -\ sin^iP r-sm6ar-f-. .. 

I  '2  3 

—  (—  i)'»-* sin2(/i  —  i)x 

/n'»  sin  2 /i  J? -H  0 /n  sin  2 (  71  —  I ) x 

n        I -I- 2Ô/11  co5'2ar  +  0^//i* 
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SUR  LfNVARfANT  DIFFÉRENTIEL  DES  FIGURES  GONGRUENTES; 

Par  m.  J.  ANDRADE. 


Cet  invariant,  dont  M.  Poîncaré  a  fait  un  sî  magni- 
fique usage  dans  sa  création  des  fonctions  fuchsiennes, 
a  une  origine  géométrique  des  plus  simples,  sur  la- 
quelle je  voudrais  m'arrêter  un  instant. 

Considérons  la  transformation  plane  qui  remplace  un 
point  M  par  un  point  M'  et  qui  résulte  : 

1°  D'une  inversion  positive  (M,  [x)  autour  d'un  pôle 
P  situé  sur  une  droite  XX  ; 

Fig.  1  (•). 


\ 

t 

M' 

^V' 

> 

X 

P 

X 

2**  D'une  réflexion  ([x,  v)  sur  la  même  droite  et  en 
ce  même  pôle  ; 

3®  D'une  translation  (v,  M')  parallèle  à  la  droite  XX. 

Une  pareille  transformation  est  représentée  algébri- 
quement par  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
réels,  effectuée  sur  la  variable  imaginaire  z  représentée 
par  le  point  M  ;  la  droite  XX  étant  prise  comme  axe  réel. 

Considérons  deux  points  A  et  B  et  leurs  symétriques 
A'  et  B'  par  rapport  à  XX. 

Ce  groupement  symétrique   de   quatre   points   sera 

('  )  Les  trois  points  v,  M',  jx  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 
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évidemment  conservé  par  la  transformation  qui  nous 
occupe;  or,  si  Ton  désigne  par  a,  i,  a\  V  les  aFGxes 
de  ces  quatre  points,  la  substitution  homographique 


Fîg.  a. 
B 


représentée  par  celte  transformation  laissera  inaltéré  le 
rapport  auharmonique 

a  —  <?'        h  —  h' 

Ce  rapport  réel  et  positif  se  réduit  à 

âb' 

Cet  invariant  ne  dépend  que  des  points  A  et  B.  Nous 
le  désignerons  par  I^^  ou  indifféremment  par  I^,^. 

Considérons  le  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  A',  B',  qui  a  son  centre  sur  l'axe  XX,  et  qui  coupe 
cet  axe  aux  points  K  et  H. 

Soient  k  et  h  les  affixes  de  ces  points,  et  envisageons 
le  rapport  anharmonique 

_  a  —  h       h  —  k 

réel,  et  même  positif  et  >^  i  quand  A  et  B  sont,  comme 
nous  le  supposerons,  d'un  même  côté  de  l'axe  XX  et  que 
le  sens  du  parcours  du  demi-cercle  KABH  est  celui 
que  nous  considérons. 
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Nous  aurons 

AH.BK  +  AK.BH       AH.B'K-f-  AK.B'H 


Ja.b  -+- 1  = 


AK.BH 


AK.BH 


FIg.  3. 


c'est-à-dire,  d'après  le  théorème  de  Ptolémée,  sur  le 
quadrilatère  inscrit 

KH.AB' 
^^'^^'^ÂiCBH' 
et  comme 

AA'.BB' 

U.B  =  — ,    y 

AB' 
on  aura  aussi 

„       ÎÔi'.AA'.BB'         4.KH*.AP.BQ    , 
Ia.b  X  (  Ja.b  -t- 1)«  =      — ,— .      =  AK.BH.AH.BK^^'"' 

ou,  d'après  une  propriété  classique  du   triangle  rec- 
tangle, 


Ia,b  x(Ja,b^-i)* 


4.KH  .AP.BQ 


v/kp.kh  v/QH.HK.  /PH.KH.  v/QK.KH 
donc  enfin 


Ja.b  =  4  Ja.b  ; 


Ia,b  = 


4Ja,b 


[Ja.b  -+- 1? 
Ja,b  est  donc  aussi  un  invariant. 
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Concevons  maintenant  que  le  point  B  se  rapproche 
indéfiniment  de  A,  cet  invariant  devient 

_a  —  ha  —  k-h  da 

a.a^aa  «—  ^    a  —  h -h  da 

c^est-à-dire,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 
.  __  (h  — le) , 

la  partie  complémentaire  à  i  est  réelle  et  positive  dans 
le  cas  où  le  point  a-^-  da  succède  au  point  a  en  dé- 
crivant une  circonférence  (KH)  dans  le  sens  de  la  rola- 


Fig. 


\ 


tien  d'un  angle  droit  qui  amènerait  Taxe  imaginaire  OY 
en  coïncidence  avec  l'axe  réel  OX. 

C'est  ce  que  nous  supposerons. 

Nous  avons  donc  pour  la  partie  complémentaire  cher- 
chée Texpression  réelle  et  positive 

KH  X  mod  da  ^         KH .  mod  da        __  mod  da 
ÂKTÂH        ~  v^KP.KH/PÏr.KH  ~  "ÂP"" ' 

et,  SI  a  =  a:  -I-  ij^ 

-  mod  da  ^ 

y 

on  en  conclut  que  l'intégrale 

mod  da 


/•■ 


prise  le  long  d'une  ligne  L  ne  change  pas  par  la  trans- 
formation de  figure  définie  plus  haut. 
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Celle  inlégrale  joue  le  même  rôle  dans  celle  Irans- 
formatîon  que  la  longueur  d'une  ligne  dans  le  déplace- 
ment d'une  figure. 

Nous    allons    voir    raainlenant  ce    que    deviennent 

rinvariant  diflerentiel et  Tintégrale  correspon- 
dante dans  la  transformation  par  congruence.  Rappelons 
d'abord  la  définition  des  figures  congruenles. 

Soit  (M,  M')  la  transformation  de  figure  définie  plus 

haut. 

Fig.  5. 
p.  .p' 

•M' 

m' 

Soit  (M,  P)  la  transformation  (ï)  la  plus  générale 
qui  résulte  de  la  combinaison  de  l'inversion,  de  la  trans- 
formation par  symétrie  et  du  déplacement  d'une  figure 
plane. 

Soit  (M',  P)  la  même  transformation  (T)  effectuée 
sur  le  point  M'. 

Le  point  P'  est  dît  le  transformé  de  P  par  congruence  \ 
ou  encore  la  figure  (P)  est  congruenle  à  la  figure  (P). 

Analjliquement,  si  Ton  désigne  par  R  la  substitution 
linéaire  réelle  que  représente  la  transformation  (M,  M') 
et  par  S  la  substitution  linéaire  quelconque  que  repré- 
sente la  transformation  (M,  P),  la  transformation  par 
congruence  sera  la  représentation  de  la  subslilution 
S-i.R.S. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures 
congruenles  que  cette  transformation  de  figures  laisse 
inaltéré  un  certain  cercle  du  plan,  savoir  le  cercle  qui 
est  le  transformé  de  Taxe  XX,  dans  la  transformation 
T,  car  cet  axe  XX  restait  lui-même  inalléré  dans  la 
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transformation  cjue  nous   avons  d'abord   éludiéc.    Ce 
cercle  se  nomme  le  cercle  fonfiamentaL 

On  peut  se  demander  ce  que  deviennent  deux  points 
À  et  A'  symétriques  par  rapport  à  XX  lorsqu'on  les 
soumet  tous  deux  à  la  transformation  T. 

Supposons  d* abord  que  la  transformation  T  se  ré- 
duise à  une  inversion  autour  du  pôle  û.  Par  cette  inver- 
sion, l'axe  XX  se  change,  comme  on  sait,  en  un  cercle 

Fig.  6. 


passant  par  û  et  dont  le  centre  O  se  déduit  par  Tinver- 
sion  considérée  du  point  I  symétrique  du  pôle  Q  par 
rapport  à  XX. 

D'ailleurs  les  trois  points  I,  A  et  A'  sont  évidemment 
sur  Une  circonférence  qui  passe  par  û;  leurs  transfor- 
més O,  a  et  a'  seront  donc  en  ligne  droite. 

Mais  les  points  a  et  a'  sont  sur  le  cercle  Ûaa', 
Irans-formé  de  la  droile  A  A',  et  ce  cercle  doit  couper 
orl\iogonalement  le  cercle  transformé  de  XX  ;  nous 
avons  donc 


Oii'^  Oa.Oa'. 
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Ainsi  deux  points  symétriques  par  rapport  à  XX  se 
changent  par  la  transforma tiou  T  en  deux  points  silués 
l'un  à  l'intérieur,  Vautre  à  V extérieur  du  cercle  fon- 
damental, sur  un  même  rayon  de  ce  cercle,  dont  la 
longueur  est  moyenne  proportionnelle  en/re  les  dis- 
tances de  ces  deux  points  au  centre.  Ce  résultat  n'est 
évidemment  pas  altéré,  parles  déplacements  qui  suivent 
Tin  version  dans  une  transformation  T. 

Voyons  maintenant  la  nouvelle  forme  de  l'invariant 
ia,a+da  daus  la  transformation  par  congruence. 

L'invariant  J^.b  demeure  inaltéi;é  par  la  transforma- 
tion T. 

Considérons  alors  le  cercle  qui  passe  par  A  et  B  et 

Fig.  7. 


coupe  le  cercle  fondamental  O  ortbogonalement  en  H 
etK. 

Nous  avons  encore 

,  AH    BK 

Si  B  devient  infiniment  voisin  de  A,  et  si  nous  dési- 
gnons par  ©  et  <p<  les  angles  au  centre  du  cercle  CX, 
mesurés  par  les  arcs  KA  et  AH,  nous  trouvons,  par  un 
calcul  très  simple, 

sin-(cp  -r-  cpi) 

Ja,a+f/a  =  I  -h  C^'f j^ j 

sin  -  c&  sin  -  c&i 
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(  «57) 
et,  en  désignant  par  /le  rayon  du  cercle  O',  nous  pour- 
rons écrire  l'invariant  différentiel  : 


modéra 


sin-((p-+-(pi) 
/sin~9  sin~Qi 


et,  le  facteur  de  mod  da  étant  indépendant  de  la  direc* 
tion  du  déplacement  ^fa,  nous  choisirons  ce  déplacement 
de  la  façon  la  plus  commode,  c'est-à-dire  normal  à  OA, 
comme  la  Ggure  suivante  le  suppose. 


Fig.  8. 


Fig.  9- 


Le  facteur  de  mod  da  est  alors  égal  à 

Soit  R  le  rayon  OK  du  cercle  fondamental,  et  p  la 
dislance  AO. 
Nous  avons  /  =  R  cot^p,  d'où 

4cos«i<p 


F  = 


sin'cp 


i»«^.      •  •*           D             •  •'              Hcos®         R  coso' 
Kcoicpsin'-o        Rcososin'-o  ^         î. 


cos*  -o 

2  ' 


or,  on  a  sur  la  figure 


H  R  coso  _ 

sin©  siiio         '  ' 
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(  '58  ) 
d'où 


tangif  =  ^, 


d'où  enGii 

F  = 


1  \  ' 


{'-&) 


en  faisant  abstraction  du  facteur  4>  i^^us  avons  donc 
pour  remplacer  T invariant  diflerentiel cet  autre 

mod  da 


"(-ë)' 


et,  par  suite,  aussi  l'intégrale 

mod  da 


/■■ 


■(-6) 

prise  le  long  d^une  ligne  quelconque. 


PROBLEME  DONNÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1874; 

Par  m.  L.  LEFÈVRE. 


Démontrer  que  la  forme  la  plus  générale  d'un  po- 
lynôme entier  F  (a:*)  satisfaisant  aux  relations 

(1)  F(i-a7)  =  F(:r), 

(,)  Fn)  =  i^ 
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(  t59) 
esf 

(  H-  Ai(a7*  -  X  -t-  i)3(«-t)(a7t—  r)*-4-. .  .-h  A«(j'«—  ^)"*]> 

/>,  ^,  71  e/a/i^  r/ej  nombres  entiers,  et  Aq,  A|,  Aj,  - .  -,  A// 
rf«  constantes  quelconques. 

1 .  Soit  a  une  racine  quelconque  de  Téquation 

F(j-)-o; 

la  relation  (2)  montre  que  -  est  également  racine  de 
celle  équation .  Posons 

a  ' 

la  relation  (1)  montre  alors  que 

I  —  a'  =  I 
sera  une  nouvelle  racine  \  puis 


,             I 
I  —  a  =1 

a 


I         a  —i 

I 

a 


on  vertu  de  (a),  et  ainsi  de  suite.  On  est  conduit  de 
cette  façon  aux  six  expressions  différentes 

liai 

{\)  a,     -,      I ,     »     j      I  — a. 

a  a       a  —  1        i  —  a 

On  reconnaît  là  les  six  valeurs  du  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  éléments,  et  Ton  sait  (ce  qui  peut  se 
lérifier  aisément)  qu'en  prenant  l'inverse  ou  le  com- 
plément à  l'unité  de  l'une  d'elles,  on  en  retrouve  une 
autre. 
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(  '60) 

Les  racines  de  réquatîon  F(a')  =  o  se  partagent 
doue  en  groupes  de  6  ;  et  son  degré  sera  multiple  de  6. 
Il  n'y  a  d'exception  possible  que  si  deux  des  valeurs  (4) 
déduites  d'une  racine  a  sont  égales  ;  je  supposerai  d'abord 
que  ceci  n'ait  pas  lieu. 

Alors  F{x)  est  de  la  forme 

Ao|(a7  —  a)fa: )...(>  —  î-+-a)l 

Cela  posé,  je  considère  le  polynôme  du  sixième  degré 

obtenu  en  faisant  p  =  o,  q  =  o^  n  =  i  dans  (3). 
Il  est  facile  de  voir  que 


/(i)=4f^ . 


et 

/(|-x)=/(a7), 

ce  qui  prouve,  comme  pour  F(x),  que  les  six  racines  de 
f{x)  =  o  sont  de  la  forme  (4),  et  par  suite  que 

f(x)  s  {x*—x  -+-  i)»—  A(a?«  —  a:)« 

D'ailleurs,  a  étant  connu,  on  calcule  la  valeur  de  A 
correspondante  en  donnant,  dans  cette  identité,  à  x  une 
valeur  particulière. 

Il  en  résulte  enfin  que  F (x)  est  de  la  forme 

^'^  1  X[(.rs  — j-H-O^— B(ir«-a-)»]..., 
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ou,  en  effectuant  le  produit, 


(I) 

I 

I 

o 

« 

00 

(II) 

—  I 

—  I 

'À 

I 
'À 

I 
2 

(III) 
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—  a 

—  al 

—  a 

Supposons  maintenant  que  deux  des  valeurs  (4)  re- 
latives à  une  racine  a  de  F(j:)=:o  soient  égales;  les 
autres  sont  aussi  égales  deux  à  deux  ou  trois  à  trois,  ou 
à  l'un  des  trois  groupes  suivants  de  valeurs  particulières 
(les  six  expressions  (4)  (  *  )  î 

[  (deux  des  quatre  éléments 
{  coïncident). 

2  (division  harmonique). 

j      (division  équianharmo- 
)  nique). 

a  et  a^  désignent  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité. 

Considérons  alors  les  polynômes 

o(x)  ^^  (x  —  l)X~.  X^—  X, 

'i^(x)^{x -\-\){x  —  7.){'y.x —  1)  EH  ix"^ —  3ir* —  3a:  -h  2, 
y{x)  r=  (j7  4-  a.){x  -\-  «2)  ,j^,  x^  —  X  -\- \ , 

qui  ont  pour  racines  les  nombres  (I),  (II)  ou  (HI),  on  a 
I  0(1  — ir)  =       o{x), 

\x  /  x^ 

4/(1  —  x)  =  —  ^{x), 

'  \x /  x^ 

7(1—37)=       yix). 


(')  Voir  C LE BSC H,  Z-efow5  sur  la  Géométrie,  t.  I,  p.  '19  et  90  de  la 
traduction  française. 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  VIIl  (  Vvril  1889).  1 1 
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{   .6a) 

Supposons  que  T^quation  F(  r)  =  o  adinelte  coininc 
racine  Tune  des  quantités  du  groupe  (II),  par  exemple-, 
elle  admet  autant  de  fois  les  autres. 

En  eiîet,  elle  les  admet  au  moins  une  fois  ;  donc  F(x) 
est  divisible  par  ^(x).  Si  alors  le  quotient 

admet  encoie  cette  racine,  les  relations  (i),  (2)  et  (y) 
montrent  qu'il  admet  encore  les  autres  et  qu'on  peut, 
par  conséquent,  le  diviser  par  '}(j:),  . . .  ;  on  montre 
de  même  que  F(x)  peut  contenir  en  facteur  une  puis- 
sance de  p(^)  ou  de  /(x).  De  plus,  ces  puissances 
sont  paires  pour  o(a:)  et  ^(x)  ;  car,  si  Ton  change  x  en 

-,  o(x)  seul  change  de  signe,  ^{^')  ^^  '/X^)  ^^  chan- 
gent pas.  Si  Ton  change  x  en  i  —  x,  i^{x)  seul  change 
de  signe. 

En  résumé,  le  polynôme  F(.r)  le  plus  général  est 

(8)  l  X  [Ao(j"*— .r-M)3'« 

Celte  forme  me  paraît  préférable  h  la  forme  (3)  de 
l'énoncé,  car  s'il  est  vrai  que  le  facteur 

(îA-'— 3^-2—  3:r-h'2j«'- 

rentre  dans  le  polynôme  qui  le  suit,  pour  des  valeurs 
particulières  données  aux  constantes  Au,  A|,. . .,  le  fac- 
teur [x^  —  x)'P  V  rentre  aussi  bien,  si  Ton  fait 


A,-. ..-A 


/'-i 


Il  n'est  donc  pas  logique  de  mettre  en  évidence  l'un  clo 
ces  facteurs  plutôt  que  l'autre. 
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(  '63) 
Du  reste,  pour  montrer  que  le  facteur 

rentre  dans  Je  polynôme  suivant,  exprimons  nucf(x) 
s'annule  pour  jr^=  —  i  (l'une  des  racines  du  groupe  II), 
nous  obtenons  ainsi 

.,v  =  f 
Ou  vérifie  d'ailleurs  que 

4  4 

On  voit  cju'il  sufiirait,  dans  la  forme  (j),  de  prendre  r 
quantités  A,  B,  . . .  égales  à  y-* 

2.  autres  formes  de  F(.r).  —  Mais  cette  identité  va 
nous  fournir  deux  autres  formes  de  F(a:).  Si  l'on  en 
lire  soit  {x-  —  a:)^,  soit  (.r*  —  x-h^Y  et  qu'on  porte 
dans  (8),  il  vient 

I   F(r)  =  {X^—T)^P(X^—T  -4-1)7(23-5—  3  J**—  3  j-  -h  if 

"0)  x[Bo(^»  — ^-^-i)'" 

!  -f-  Hi(j-«— J^-|-i;5^«-»N2J-5  — 3j-2— 3:7~-2j2-f 

ou 

j  F|j-)s(x»— j-)2^(:r»— x-H  1)7(2x5— 33™*— 3 j'-+-2)ï'- 
Mi  /  xrGo(ia:5— 33'>— 33-H-2J»" 

(  -+-  G,(33-5_-3j.2_3.;r  H- 2)2^«-»J(3-2  —  r  )»-+-...]. 

Remarque,  —  Cette  dernière  forme  permet  de  ré- 
soudre algébriquement  une  équation  F(x)  =  o  satisfai- 
sant aux  conditions  (i)  et  (2)  lorsque,  débarrassée  des 
racines  (I),  (II),  (III),  si  elle  en  a,  son  degré  ne  sur- 
passe pas  24- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  '64) 

Posons  dans  le  polynôme  entre  crochets 

on  a  une  équation  en  j^  du  quatrième  degré  au  plus,  et 
qu'on  sait  par  conséquent  résoudre  algébriquement.  Soit 
j'=X  Tune  de  ses  racines,  il  faut  alors  résoudre  Téqua- 
tion  du  sixième  degré 

Elle  se  décompose  en  deux  autres 

(12)  .{/(ar)  — v/X<p(a:)  =  o, 

(i3)  tKj')-4-/X  cp(a:)  =  o, 

qui  sont  du  troisième  degré,  x  étant  racine  de  Tune  de 
ces  équations,  les  relations  (7)  montrent  que  -  et  i  —  x 
sont  racines  de  Tautre. 

L'équation  (12)  aura  donc  pour  racines 

I  I 

a      I ,     

a       1  —  a 

par  exemple,  et  alors  (i3)  admettra 


a       a—  i 


On  sait  d'une  manière  générale  qu'il  existe  deux 
transformations  homographiques  qui  permutent  circu- 
laîrement  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  ^ 
ces  deux  transformations  sont  ici,  pour  (12)  comme 
pour  (i3), 
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SUR  LES  APPROXMATIONS  NUXÉRIOUES; 

Par  m.  GUYOU, 
Examinateur  d'admission  à  TÉcole  Navale. 


I.  —  Classification  des  eriieurs;  objet  et  division 
DO  problème  des  approximations  numériques-,  for- 
mule GÉNÉRALE  DES  ERREURS. 

L'introduction  du  problème  des  approximations  nu- 
mériques dans  les  programmes  d'Arithmétique,  très  jus- 
tifiée quand  il  s'agit  d'élèves  ne  devant  pas  dépasser  les 
notions  les  plus  élémentaires,  me  parait  constituer  une 
surcharge  inutile  pour  ceux  qui  ont  acquis  les  premières 
notions  sur  les  dérivées  5  il  y  aurait,  je  crois,  avantage, 
pour  ces  derniers,  à  restituer  à  la  question  sa  véritable 
place,  en  Algèbre,  où  elle  pourrait  être  traitée  plus  sim- 
plement et  constituerait  une  sorte  d'introduction  à  la 
théorie  générale  des  erreurs. 

L'ensemble  du  sujet  pourrait  être  exposé  ainsi  qu'il 
suit  5  je  considère  le  cas  où  les  calculs  doivent  être  effec- 
tués sans  Tables. 

Classification  des  erreurs  du  résultat  d'une  formule 
numérique.  —  Le  plus  généralement,  les  formules  nu- 
mériques contiennent  des  nombres  obtenus  par  des  me- 
sures directes  ;  ces  nombres  sont  toujours  affectés  d'er- 
reurs dues  à  l'imperfection  des  instruments  et  des 
procédés  de  mesure;  de  sorte  que  ces  formules,  au  lieu 
de  représenter  la  valeur  exacte  du  nombre  cherché, 
n'en  représentent  qu'une  valeur  affectée  d'une  certaine 
erreur  que  nous  appellerons  erreur  provenant  des  don- 
nées. 
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En  outre,  lorsque  l'on  effectuera  les  opérations  indi- 
quées clans  la  formule  donnée,  on  commettra  en  général 
une  seconde  erreur,  que  nous  appellerons  erreur  de 
calcul. 

L'erreur  totale  du  résultat  sera  égale  à  la  somme  algé- 
brique de  ces  deux  erreurs  partielles;  si  Ton  désigne  en 
effet  par  N  la  valeur  exacte  du  nombre  cherclié,  par  jN 
la  valeur  exacte  du  nombre  représenté  par  Tcxpressiou 
numérique  dans  laquelle  on  a  introduit  les  nombres 
obtenus  par  des  m(;sures  directes,  et  eaiiu  par  IN''  la 
valeur  approchée  de  N'  obtenue  par  le  calcul,  on  a,  en 
grandeur  et  en  signe  : 

Erreur  provenant  des  données N' —  N 

Erreur  de  calcul M"—  N' 

Erreur  totale N' —  N 

et  enfîn 

Les  erreurs  commises  sur  les  données  sont  toujours 
inconnues  eu  grandeur  et  en  sens,  mais  on  peut  tou- 
jours assigner  à  la  valeur  absolue  de  chacune  d'elles 
une  limite  supérieure,  et,  de  ces  limites  supérieures,  on 
peu tdéduire'une  limite  supérieure  de  Terreur  provenant 
des  données  (JN'  —  N)  ;  c'est-à-dire  une  limite  que  N' —  N 
peut  atteindre,  mais  qu'elle  ne  peut  dépasser. 

L'erreur  de  calcul  jN" —  N',  qui  s'ajoute  à  celle-ci,  peut 
être  rendue  aussi  petite  que  Ton  voudra;  mais,  lors  même 
<[uV*lle  serait  nulle,  on  ne  pourra  pas  compter  au  résultat 
iinal  sur  une  approximation  plus  grande  que  la  limite 
supérieure  de  Tau  Ire  erreur. 

Par  conséquent,  la  limite  supérieure  de  Terreur  pro- 
venant des  données  représente  Tapproximation  la  plus 
grande  sur  laquelle  on  puisse  compter  au  résultat  final. 
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Objet  et  division  du  problème  des  approximations 
numériques.  —  Désignons  par  f(a^  i,  c,  .  . .)  une  for- 
mule numérique  dans  laquelle  a^b^  c  représentent  les 
valeurs  exactes  de  certains  nombres  que  Ton  obtient 
par  des  mesures  directes,  et  soit  N  la  valeur  exacte  de 

cette  formule  : 

N=/(a,  ^»,  c,  ...); 

soient  d^  b\  c',  .  . .  les  valeurs  approchées  obtenues 
pour  les  nombres  a^b^  c^  .... 

Le  problème  des  approximations  numériques  consiste 
à  calculer  la  valeur  de  N  à  une  approximation  donnée, 
connaissant  «',  i',  c',  ...  et  les  limites  supérieures  des 
erreurs  commises  sur  ces  nombres. 

Il  est  clair  que  le  problème  ne  sera  possible  que  si 
Terreur  provenant  des  données  ne  peut  pas  atteindre 
l'approximation  demandée  :  il  conviendra  donc  tout 
d'abord  de  déterminer  la  limite  supérieure  de  cette  er- 
reur. Il  faudra  ensuite  calculer  Texpression 

N'=/(a',  i.',  c',  ...) 

avec  une  approximation  telle  que  la  somme  de  Terreur 
de  calcul  et  de  la  limite  supérieure  précédemment  ob- 
tenue soit  au  plus  égale  à  l'approximation  demandée. 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  le  problème  en  deux 
parties  : 

1°  Déterminer  une  limite  supérieure  de  Terreur  pro- 
venant des  données  \ 

2°  Calculer  avec  une  approximation  donnée  une  for- 
mule numérique  donnée. 

11  est  clair  que,  lorsque  les  nombres  contenus  dans  la 
formule  seront  tous  connus  exactement,  ou,  du  moins, 
seront  susceptibles  d'être  exprimés  avec  une  approxi- 
n>ation  iudéiinie,  la  deuxième  partie  du  problème  subsis- 
tera seule. 
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La  solution  de  ces  deux  problèmes  est  fournie  par 
Tapplicalion  de  la  formule  générale  que  nous  allons 
établir. 

Formule  géiiévale  des  erreurs.  —  Soit  ^(x,  j^,  s) 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes;  désignons 
par  Sy  raccroissenieiit  que  prend  celte  fonction  lorsque, 
après  avoir  donné  aux  variables  les  valeurs  a,  A,  c,  on 
leur  donne  les  valeurs  «  4-  Sa,  b  -f-  oi,  c-^oc^  on  aura 

o/  =  /(a-4-oa,  6-f-o6,  c-i-?c)— /(a,  b,  r), 

que  Ton  peut  écrire  identiquement  <• 

\f  ^  f{a  H-  oa,  b  -h^b^  c-a-  oc) — /(«,  b  -hob,  c  h-  oc) 
-h/(rt,  b  -h  oby  c  -h  oc)  —  /(a,  b,  c  -{-  oc) 
•4-/(a,  6,  c-4-oc)— /(cr,  i»,  c). 

Appliquant  a  chacune  de  t(\s  diUéienres  la  formule  des 
accroissements  finis,  on  obtient 

o/  =  Zaf!i{a-\-  0  oa,  6  -h  o6,  c  h-  oc) 
-H  ^bfliay  6  +  0'  0^,  c  -+-  oc) 
-hôc/;(a,  6,  c-hô-Sc). 

Désignons  d'une  manière  générale  par  a',  a",  «"',  />', 
i",  i"',  c',  </',  c'''  des  nombres  compris  entre  /ï  et  a  4-  S«, 
A  et  A  H-  oA,  cet  c-f-  2c,  ou  égaux  à  ces  limites  elles- 
mêmes,  on  pourra  écrire  plus  simplement 

q/=  oa/;,{a\  b\  c'  )-t-  lbfi{a\  b\  c')-i-  Ic/Aa^,  b"\  c"). 

Cette  formule  donne  une  expression  de  Terreur  que 
Ton  commet  lorsque,  dans  une  formule  numérique 

/{a,b,c), 

on  remplace  les  nombres  exacts  ri,  i,  c  par  les  valeurs 
approchées  a  -f-  o«,  h  H-  SA,  r  -f-  oc  ;  et  il  est  clair  qu'elle 
est  applicable  à  un  nombre  quelconque  de  valeurs  ap- 
prochées rt,  A,  c,  .... 
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Les  nombres  a',  b\c\  (i\  V\  . .  •  qu'il  faut  iulroduirc 
dans  les  dérivées  parliellesy^^,  /)J,yj,  . . .,  pour  obtenir 
les  facteurs  des  erreurs  oa,  oè,  oc,  sont  ineounus,  mais, 
en  prenant  pour,  ces  nombres  leurs  valeurs  maxiiaa  ou 
leurs  valeurs  niinima,  de  manière  à  donner  à  ces  facteurs 
les  plus  grandes  valeurs  qu*ils  puissent  prendre,  on 
pourra  déduire  de  cette  formule  une  limite  supérieure 
(le  1  erreur  S/*. 

Remarque,  —  11  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer 
ici  que  les  erreurs  oa,  36,  ôc,  . . .  étant  en  général  très 
petites,  les  valeurs  des  dérivées /^,/^,  . .  .  varient  très 
peu  lorsque  Ton  fait  varier  les  nombres  d,  b\  cf^  . . . 
enire  leurs  limites  extrêmes  ;  par  conséquent,  cette  for- 
mule permet  d'obtenir  non  seulement  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  S/",  mais  encore  une  limite  très  voisine 
(le  la  valeur  de  l'erreur  elle-même. 

II.  —  Première  partie  nu  problème  des 

APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES. 

Soit  proposé  de  calculer  Terreur  provenant  des  don- 
nées a,  i,  c,  . . .,  sur  le  résultat  d'une  formule  numé- 
rique 

/(rt,6,C,   ...) 

dans  laquelle  les  nombres  a,  i,  c  sont  connus  à  ±:  Art, 
±Ai,  rh  le  près. 

On  a,  en  désignant  par  o/^  Sa,  oi,  .  .  .  les  valeurs 
exactes  des  erreurs  en  grandeur  et  en  signe 

o/=  Qa/^{a\b\c\  ...) 

Désignons  par  rtj,  6,,  i\  les  valeurs  approchées  con- 
nues de  rt,  b,  r. 
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Les  sens  et  les  grandeurs  des  erreurs  0/7,  86,  oc,  . . . 
sont  inconnus,  mais  leurs  valeurs  absolues  sont  plus 
petites  que  An,  A6,  Ar,  . .  .*,  les  nombres  a',  b\  d  com- 
pris entre  a  et  /Z|,  &  et  &, ,  c  et  C|  sont  «yb/Vion  compris 

entre 

a, -4-Aa     et     «j  —  Art, 

bx-\- ^b     cl     6i~A^>, 

Cj-h  Ac      et     Cl  —  Ac; 

si,  par  conséquent,  dans  les  dérivées  partielles,  on  rem- 
place le  nombre  a  partout  où  il  se  trouve,  soit  par 
a^  H-  A^,  soit  par  a^  —  Aa,  de  manière  à  forcer  la  valeur 
de  celte  dérivée,  et  que  Ton  agisse  de  môme  pour  les 
nombres  6,  c,  • . . ,  on  obtiendra  des  valeurs  supérieures 
à  celles  que  pourront  prendre  les  facteurs  des  erreurs 
des  données. 

On  obtiendra  donc  une  limite  supérieure  de  Terreur 
o/en  multipliant  ces  limites  supérieures  des  dérivées 
partielles  respectivement  par  Arz,  A&,  Ac,  . . . ,  et  eu 
faisant  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits. 

Remarque,  —  Pour  montrer  par  un  exemple  com- 
ment on  peut  obtenir  des  limites  supérieures  des  valeurs 
des  dérivées,  supposons  que  Ton  ait 


/a  —  b  - 


les  valeurs  approchées  connues  «i,  è|,  C|  et  les  valeurs 
exactes  a^h,  c  sont  comprises  entre 

rti  —  Art  ri  Ox  -4-  Art, 
bi— ^h  et  ^,-t-Ai>, 
Cl  —  Ac     el      Ci-l-Ac. 

Pour  obtenir  la  valeur  exacte  du  coetlicient  de  oc^  il  fau- 
drait remplacer  «,  A,  c  par  des  valeurs  a' ^  b\  c  com- 
prises entre  a  et  ri|,  b  et  b\^  c  el  C|  ou  égales  à  ces  li- 
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mites;  en  remplaçant  a  au  numérateut*  par  a^  -h  A^i  et 
au  dénominateur  para,  —  Aa,^  nous  augmeutt^rons  le 
numérateur  et  nous  diminuerons  le  dénominateur;  nous 
forcerons  donc  la  valeur  de  Texpression.  Nous  obtien- 
drons le  même  résultat  en  remplaçant  au  numérateur  c 
par  Cx-^  Ic^  et  euGn  en  remplaçant  au  dénominateur  i 
par  i,  -h  Ai  sous  le  radical  et  par  £|  —  Ai  en  dehors  ;  on 
aura  ainsi  évidemment 

/r(«.«>,C)< 


v/{  a,  —  Aa)— (  Al  -f-  A/> ) -h  (  6,  —  Ai ) 
On  peut  donc  formuler  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  une  limite  supérieure  de  l'erreur  pro- 
venant de  données  incertaines,  on  remplacera  dans  la 
formule  numérique  ces  données  par  fies  lettres  rt,  i, 
c,  .  . .  ;  o/i  prendra  If  s  dérivées  partielles  de  l'exprès^ 
sion  ainsi  obtenue  par  rapport  à  chacune  déciles  ;  on 
remplacera  dans  ces  dérivées  les  lettres  a  y  i,  c,  ... 
par  des  valeurs  limites  par  excès  ou  par  défaut  des 
nombres  qu'elles  représentent^  de  manière  à  forcer  leurs 
valeurs;  on  multipliera  les  résultats  obtenus  respecti- 
vement par  les  limites  des  approximations  A«,  Ai, 
Ac,  , ,  ,^  et  Von  fera  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  produits. 

Exemple  I.  —  Dans  la  formule  numérique 

les  nombres  o,  1 1 7  et  i ,  ^3,  obtenus  par  mesures  directes, 
sont  connus  à  une  unité  près  de  l'ordre  de  leur  dernier 
chiffre-,  on  demande  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
qui  peut  affecter  le  résultat  N. 
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En  suivant  icxlucllement  la  règle,  nous  avons 


f{a,b)-- 


V/2/3-+-5 


'iT^{aTz -\- b)  ^,       ^(aiz-hb) 

V/'2/3-h5  V-V"^-^-^ 

Remplaçons  aux  numérateurs  a  et  i  par  des  valeurs 
par  excès  o,  1 1 8  et  1 ,44 ,  il  vient 

'27:(o,ii87r-+-i,44)  ■2(o,ii8iT-»-i,44) 

fa  <   T-Z '  Jf'<  /      ^ 

V  2/3  H- 5  \-'i^'i-h5 

En  multipliant  ces  nombres  par  0,001  et  par  o,ai  et 
en  faisant  la  somme,  nous  obtiendrons  non  seulement 
une  limite  supérieure  de  Terreur,  mais  encore  une  li- 
mite très  voisine  de  celle  qui  peut  être  atteinte,  puisque 
àa  et  Ah  peuvent  atteindre  0,001  et  0,015  "^^^^  dans 
l'application  on  n'a  pas  intérêt  a  connaître  une  valeur 
aussi  précise,  et  l'on  évalue  en  nombres  ronds  les  va- 
leurs des  facteurs  des  erreurs,  en  ayant  soin  toutefois  de 
toujours  arrondir  les  nombres  de  manière  à  forcer  les 
valeurs  de  ces  facteurs 5  ainsi  au  numérateur  nous  rem- 
placerons 11  par  4»  au  dénominateur  ^6  par  i  et  y/y 
par  2  ;  on  aura  ainsi 

8(o,47a-i-î.44)   ^o 


'i 

9.  X  i,9r2 


On  a  donc  final cmenl 

oN  <  8  X  Ojooi  -h  '2  X  0,01         ou         Oi\  <  0,028. 

Reman/ue.  —  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  lors 
même  que  les  dérivées  eussent  été  négatives,  il  aurait 
fallu  faire  la  somme  des  produits. 
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Exemple  IL  —  Dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A, 
on  a  oblenu  par  mesures  directes 

c=  12"*, 5  à  rhoji  près, 
G  =  1'}°       à  ±:  3o'    près. 

On  demande  une  limite  supérieure  de  Terreur  qui 
peut  affecter  le  côté  b  calculé  avec  ces  éléments. 

On  a 

b  =  ceotC  =/(Cy  G), 

et,  par  suite, 

/;<cot,.-3o'.     /.;<;î^i^. 

On  trouve,  à  l'aide  d'une  Table  des  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonométriques, 

/;<^,6,        /<;<l2,6x(A,7)»<ii;; 

il  reste  à  multiplier  par  Ac  et  AG.  On  ne  doit  pas  perdre 
de  vue  ici  que  les  expressions  usuelles  des  dérivées  des 
lignes  trigonométriques  ont  été  obtenues  en  supposant 
r accroissement  de  Tare  exprimé  en  fonction  du  rayon  ; 
on  devra  donc  exprimer  AC  de  cette  manière  :  on  aura 
ainsi 

Ac  =  o,.,        ^C=^; 

il  viendra  donc  enfin,  en  faisant  les  produits  et  ajoutant 
les  valeurs  absolues, 

56<2,6xo,,  +  i^, 

06<O,'26-h  TTT-TT, 
i()0 

o6<o,'i6-^|        ou         <r",*ii. 
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Remarque,  —  La  roriniile  que  nous  avons  cousidérée 
ici  ne  peul  pas  être  calculée  arithinéliquement,  mais, 
celle  première  partie  du  problème  des  approximations 
étant  indépendante  du  procédé  de  calcul,  ia  même  mé- 
thode convient/!  tous  les  cas. 


Iir.    DeUXIÎCME    partie    nu     PnOBLKMK 

DES    APPROXIMATIONS. 

Actuellement,  sans  nous  préoccuper  de  l'origine  ni 
de  Texactitude  des  nombres  donnés,  nous  avons  à  cal- 
culer à  une  approximation  donnée  le  résultat  d^une  for- 
mule numérique  donnée. 

Hésaltat  complet  dhine  formule  ou  d'une  opération 
arilhme tique,  —  jNous  appellerons  résultat  complet 
d'une  formule  numérique  complexe  ou  d'une  opération 
arithmétique  simple  la  valeur  exacte  de  cette  formule 
ou  du  résultat  de  l'opération;  ce  résultat  ne  peut  être 
exprimé  le  plus  souvent  qu'à  l'aide  d'un  nombre  indé- 
fini de  décimales  ou  du  moins  à  Taide  d'un  nombre  de 
décimales  supérieur  n  celui  dont  on  a  besoin. 

Ordre  du  dernier  chiffre  à  conseiver  dans  le  résultat 
approche  d'une  formule  numérique.  —  Il  ne  suffit  pas, 
pour  résoudre  le  problème  que  nous  avons  en  vue,  de 
calculer  uu  nombre  dilférant  du  résultat  complet  de 
la  formule  d'une  erreur  moindre  qu'une  quantité  don- 
née, il  faut  encore  que  ce  résultat  soit  exprimé  avec  le 
plus  petit  nombre  possible  de  chillres;  or,  quel  que  soit 
le  degré  de  précision  avec  lequel  on  effectuera  les  calculs, 
le  résultat  complet  de  la  dernière  opération  dinërera 
toujours  du  résultat  complet  de  la  formule  elle-même 
d'une  petite  quantité,  et,  si  l'on  supprime  les  chiffres  à 
partir  d'un  certain  ordre,  même  en  forçant  le  dernier 
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cliîiTrc  conservé,  on  ajoutera  à  celle  erreur  une  nouvelle 
en-eur  qui  pourra  alteindre  5  unités  de  Tordre  du  pre- 
mier chiffre  supprimé;  la  nouvelle  erreur  pourra,  il  est 
vrai,  être  moindre,  mais,  comme  le  nombre  cherché  est 
inconnu,  on  ne  peut  pas  affirmer  a  priori  qu'elle  sera 
moindre  que  5  unités  de  Tordre  du  premier  chiffre  sup- 
primé. 

Supposons  que  Ton  demande  le  résullat  à  n  unités  de 
l'ordre  a,  n  étant  au  moins  égal  à  un  *,  si  n  est  plus 
grand  que  J,  soit  y  par  exemple,  on  pourra  exprimer  le 
résultat  en  unités  de  Tordre  qui  précède  a  :  il  suffira  en 
effet  de  conduire  les  opérations  de  manière  cjue  le  ré- 
sultai complet  de  la  dernière,  celle  qui  donne  le  résultat 
iinal,  soit  erroné  de  moins  de  deux  unités  en  plus  ou  en 
moins  de  Tordre  a,  car,  en  supprimant  les  chiffres  de 
Tordre  a-f-i  et  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  ajoulera  à  cette  erreur  une  erreur  moindre 
que  5  :  le  résultat  conservé  sera  donc  erroné  de  moins  de 
7  unités  en  plus  ou  en  moins.  Mais  si  h  est  plus  petit 
que  5,  on  ne  pourra  pas  faire  cette  suppression  ;  pour 
n'avoir  qu'une  seule  règle  convenant  a  tous  les  cas,  nous 
conviendrons  que,  lorsque  Ton  demandera  le  résultat 
d'une  formule  numérique  à  moins  de  n  unités  (n^i)  de 
l'ordre  a,  nous  devrons  exprimer  ce  résultat  en  unités  de 
cet  ordre. 

Ainsi  un  résultat  demandé  h  moins  de  ±  o,oo352, 
c'est-à-dire  de  zt  3""",  Sa,  devra  être  exprimé  en  mil- 
lièmes; en  d'autres  termes,  l'ordre  du  dernier  cliij/re 
conservé  dei^ra  être  celui  du  premier  chijfre  signiji- 
catif  à  droite  du  nombre  (pii  comprime  l'approxima- 
tien. 

Des  formules  numériques  simples,  —  IN'ous  appelle- 
rons yô/v/iw/e  numérique  simple  une  formule  numérique 
dont  le  résultat  peut  s'obtenir  par  une  seule  opération 
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arilhméliqiic;  ainsi  les  formules 

v/3758937,      4?!^^,     o,854-+-o,43o)-f- 7,325 

sont  des  formules  numériques  simples. 

Mais  une  formule  telle  que  (6,45)^  n'est  pas  une  for- 
mule simple,  car  le  résultat  ne  peut  être  obu.'uu  que  par 
deux  multiplications. 

Lorsque  l'on  aura  à  calculer  la  valeur  d'une  exprtîs- 
sion  de  ce  genre  à  une  approximation  donnée,  on  sera 
eu  général  conduit  à  remplacer  les  valeurs  exactes  des 
nombres  qui  entrent  dans  l'expression  donnée  par  des 
valeurs  approchées  plus  simples^  si  Tapproxinialion  du 
résultat  complet  de  la  nouvelle  expression  est  de  zhp 
unités  de  l'ordre  a  et  que  l'on  supprime  les  chiffres  de 
Tordre  a  -h  1  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  commettra  une  nouvelle  erreur  plus  petite 
que  zh  5  uni  tés  de  l'ordre  a-j-  1,  ou  zh^  unité  de  l'ordre  a: 
le  résultat  conservé  sera  donc  approché  à  moins  de 
dz{p-h-^)  unités  de  l'ordre  a.  On  est  donc  conduit  à  la 
règle  suivante,  applicable  à  tous  les  cas  : 

Si  l'on  veut  obtenir  le  résultat  d'une  opération 
simple  à  moins  de  n  unités  de  l'ordre  a {n'^  i)^  on 
pourra  substituer  aux  nombres  à  opérer  des  nombres 
tels  que  la  somme  des  influences  des  erreurs  sur  le  ré- 
sultat complet  soit  plus  petite  que  (n — ^)  unités  de 
l'ordre  a;  on  effectuera  ensuite  l'opération  sur  ces 
nombres  plus  simples  et  l'on  supprimera  au  résultat 
tous  les  chiffres  quisuis^ent  celui  qui  exprime  des  unités 
de  l'ordre  a,  en  forçant  ce  dernier  d'une  unité  si  le 
premier  chiffre  supprimé  est  plus  grand  que  5  ou  égal 
à  5. 

Remarque,  —  Lorsque  les  nombres  à  opérer  sont 
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donnés  directement,  au  lieu  d'être  les  résultats  d'opéra- 
tions antérieures,  on  disposera  du  sens  des  erreurs  qui 
seront  commises  sur  ces  nombres  lorsqu'on  les  rempla- 
cera par  des  nombres  plus  simples  :  on  pourra  ainsi 
prendre  ces  erreurs  dans  un  sens  tel  que  Terreur  sur  le 
résultat  complet  soît  dans  un  sens  connu  *,  supposons  que 
ce  soit  par  excès  :  alors  le  résultat  complet  sera  approché 
par  excès  à  moins  de  n  unités  de  Tordre  a^  si  Ton  sup- 
prime à  ce  résultat  tous  les  chiffres  qui  suivent  celui 
d'ordre  a,  on  commettra  une  erreur  par  défaut  e 
moindre  qu'une  unité  de  cet  ordre  ;  par  conséquent,  le 
résultat  simplifié  sera  approché  à  moins  de  n  unités  de 
Tordre  a  par  excès,  et  à  moins  de  e  par  défaut^  e  étant 
plus  petit  que  i  et  par  suite  quen,  le  résultat  sera  encore 
approché  à  moins  de  n  unités  d'ordre  a,  mais  on  ne  con- 
naîtra plus  le  sens  de  l'approximation. 

On  pourrait  donc,  dans  ce  cas,  se  borner  à  prendre 
les  nombres  à  opérer  avec  une  approximation  telle  que 
Terreur  sur  le  résultat  complet  soit  plus  petite  que 
n  unités  de  Tordre  a  au  lieu  de  n  —  |,  comme  dans  le 
cas  précédent;  mais  l'avantage  obtenu  ainsi  est  si  faible, 
lorsqu'il  existe,  qu'il  est  préférable  de  s'en  tenir  à  la 
règle  précédente,  qui  convient  à  tous  les  cas. 

Calcul  des  formules  numériques  simples,  —  Une  for- 
mule numérique  simple  peut  contenir  un  nombre  seu- 
lement, c'est  le  cas  des  carrés,  des  racines  carrées  et  des 
racines  cubiques,  ou  deux  nombres,  comme  la  multipli- 
cation, la  division,  la  soustraction,  ou  enfin  plusieurs 
nombres,  comme  Taddilion. 

Pour  calculer  à  moins  de  n  unités  de  Tordre  a,  (72^  i), 
la  valeur  d'une  formule  numérique  simple,  on  commen- 
cera par  remplacer  par  des  lettres  A,  6,  C,   ...   les 
nombres  que  Ton  supposera   susceptibles  d'être  sim- 
Ann.  de  Afathémat.,  3*  série,  t.  VIII.  (Avril  1889.)  '^ 
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plifiés,  on  appliquera  ensuite,  à  Texpression  obtenue,  la 
formule  générale  des  erreurs. 

On  obtiendra  ainsi  une  expression  de  la  forme 

$/=  M  8A -f- N  SB  H- P  8C^-. . .. 

On  déterminera,  comme  on  va  le  voir,  les  valeurs  limites 
à  donner  à  SA,  8B,  8C,  •  • .  pour  que  8/* soit  plus  petit 
que  n — -j  unités  de  l'ordre  a;  on  prendra  ensuite  les 
nombres  A^,  B|,  C|,  ...  avec  les  approximations  ainsi 
déterminées  ;  on  effectuera  l'opération  avec  ces  nombres, 
et  Ton  supprimera  les  chiffres  qui  suivent  celui  qui  ex- 
prime des  unités  de  Tordre  a,  en  forçant  ce  chiffre  ou  en 
le  conservant,  suivant  la  valeur  du  premier  chiffre  sup- 
primé. 

Dans  le  cas  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  la  for- 
mule des  erreurs  est  de  la  forme 

S:^A    -B-+-C,         ...,         oS  nr  SA -^  SB -r- oC, 
D  =  A-B,  ...,        8D=8A— 8B; 

dans  les  autres  cas,  les  facteurs  M,  N,  P  dépendent  en 
général  des  nombres  à  opérer,  et  ces  nombres  doivent  y 
être  remplacés  par  des  valeurs  comprises  entre  les  va- 
leurs exactes  et  les  valeurs  approchées  \  ces  dernières  ne 
sont  pas  connues;  il  en  est  de  même  des  premières 
lorsque  les  nombres  doivent  être  déterminés  par  des 
opérations  antérieures  \  mais,  d'une  manière  générale, 
on  peut  toujours  prendre  d(îux  valeurs  assez  écartées 
Tune  de  Tautre  pour  être  certain  a  priori  qu'elles  com- 
prennent la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée.  On 
peut  donc  ainsi  déterminer  des  limites  M',  N',  P'  supé- 
rieures des  valeurs  de  ces  facteurs. 

On  prendra  alors  pour  8 A,  JB,  8C  des  valeurs  telles 
que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits  M' SA, 
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N'  3B,  P  oC  soit  plus  petile  que  n  —  ~  unités  de  Tordre  a-, 
si  Ton  dispose  du  sens  des  erreurs  SA,  SB,  8G,  on  pourra 
encore  prendre  ces  erreurs  de  manière  qu'une  partie  des 
produits  ait  le  signe  -h  et  l'autre  partie  le  signe  — ,  et 
Ton  prendra  ensuite  les  erreurs  telles  que  chacune  des 
sommes  des  produits  de  même  signe  soit  plus  petite  que 
n  —  \  unités  de  Tordre  a,  car  la  somme  des  erreurs  sera 
plus  petite  que  le  plus  grand  des  deux  groupes. 
Exemple,  —  Soit  à  calculer  à  dr  0,00476  la  valeur  de 

la  formule  simple 

3,568î 


Nous  poserons 
ou  en  déduira 


^       3,i4i5 


''-^ 


SQ  =  i3A-^ 


l'approximation  demandée  est  o, 00476,  soit  4"*"i75  =  /i  ^ 
on  devra  prendre  SA  et  Stc  de  manière  que  8Q  soit  plus 
petit  que  («  — \)  millièmes  ou  4""î25. 

Si  Ton  prend  SA  et  Su  par  défaut  Tun  et  l'autre,  il 
suffira  que  chacun  des  deux  termes  soit  plus  petit  que 
{n  —  j)  millièmes-,  il  faudra  donc  que 

<^A    ^  ,^^     _         A'  Ô7C    ^  ,„„     _ 
-r  <  4"",  25,        —r^  <  4™",  ^5. 

Si  Ton  ne  veut  pas  s'astreindre  à  fixer  le  sens  des  ap- 
proximations SA  et  Stc,  on  prendra  chacun  des  termes 
plus  petit  que  la  moitié  de  {n  —  \)  millièmes,  savoir 

Résolution   des  inégalités.   —  On    sera .  donc   ainsi 
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conduit  en  général  à  résoudre  les  inégalités  de  la  forme 

/(A',B')aA<m. 

Ces  inégalités  se  résolvent  à  vue  en  nombres  ronds, 
mais  il  importe  de  ne  pas  oublier  qu'en  arrondissant 
les  nombres  il  faudra  toujours  agir  de  manière  à  forcer 
les  premiers  membres  et  à  réduire  les  seconds,  aGn  que 
les  inégalités  que  l'on  a  à  résoudre  soient  vérifiées  a 
fortiori;,  de  plus,  il  ne  faudra  pas  hésiter  à  prendre 
pour  A' et  B'  des  valeurs  maxima  et  minima  assez  écartées 
Tune  de  l'autre  pour  être  certain  qu'elles  compren- 
dront entre  elles  la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée, 
car  si  l'on  prenait  des  limites  trop  rapprochées,  on  pour- 
rait constater,  une  fois  le  calcul  terminé,  qu'elles  ne 
comprennent  pas  ces  deux  valeurs,  et  il  faudrait  recom- 
mencer. 

Exemple.  —  Considérons  l'exemple  cité  plus  haut, 


et  résolvons  les  deux  inégalités 


_.  ^  2""",  125, 

71 


—r^  <  2'"",  19.5. 


]?our  forcer  les  premiers  membres,  nous  remplace- 
rons 71  par  la  valeur  par  défaut  3,  et  A  par  la  valeur  par 
excès  4  ;  on  aura 

^  <Qi"'",i25,         ^  ait  <  2""',  125; 

chassant  les  dénominateurs  et  arrondissant  les  seconds 
membres  en  les  réduisant,  il  vient 

oA<6"'"',         4oîî<i8""", 
871  <4™'"; 
on  prendra  donc 

A  =  3,57,       7:  =  3,i4; 

on  fera  le  quotient  3,57  P^''  ^''4  jusqu'aux  dix-mîl- 
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lièines;  on  trouve 

Q  =  1,1369; 

on  supprime  le  chiffre  9  et  l'on  force  le  6  d'une  unité; 
il  vient  donc  enfin 

Q  =  i,i37  à  ±4"'",75  près. 

Formules  complexes,  —  Les  formules  numériques 
complexes  sont  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  obte- 
nue que  par  une  série  d'opérations  simples  successives, 
dont  la  dernière  a  pour  résultat  le  nombre  demandé. 

Il  est  clair  que^  de  l'approximation  exigée  pour  le 
résultat  final,  on  peut,  en  appliquant  la  règle  qui  pré- 
cède, déduire  l'approximation  avec  laquelle  doivent  être 
connus  les  éléments  de  la  dernière  opération;  de  l'ap- 
proximation de  ces  éléments,  on  pourra  déduire  celle 
qui  est  nécessaire  pour  les  nombres  à  Taide  desquels  on 
les  obtient,  et  ainsi  de  suite  ;  on  arrivera  ainsi  à  con- 
naître l'approximation  des  nombres  de  la  première  opé* 
ration,  on  eifectuera  ensuite  les  opérations  en  s'arrètant 
aux  unités  de  l'ordre  indiqué  par  l'approximation  qu'on 
a  reconnue  être  nécessaire  pour  les  résultats,  et  en  for- 
çant au  besoin  le  dernier  chiffre. 

Le  calcul  d'une  formule  complexe  n'offre  donc  aucune 
difficulté  nouvelle;  mais  les  calculs  successifs  doivent 
être  faits  avec  beaucoup  d'ordre,  et  nous  engageons  au 
moins  les  débutants  à  se  conformer  à  la  règle  pratique 
énoncée  ci -après. 

Pour  mieux  faire  saisir  les  différentes  parties  de  cette 
règle,  nous  les  appliquerons  h  l'exemple  suivant,  à  me- 
sure que  nous  les  formulerons. 

Exemple,  —  Calculer  à  ±:  o,o35  la  valeur  de  l'ex- 
pression 


-,  _      /î5  X  5o, 9.1 364*2 
~y        J,i4ijcj-26 
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Règle.  —  i**  Remplacer  par  des  lettres  A,  B,  C,  ..., 
dans  V expression  donnée,  le  nombre  ou  les  nombres 
auxquels  on  espère  pouvoir  substituer  des  nombres  plus 
simples. 


On  é(TÎra  aînsi 


^  =  i/^' 


a**  Préparer  un  Tableau  en  quatre  colonnes  ayant 
respectiyfement  pour  titres  .'  (1)  Opérations  à  effectuer, 
(2)  Résultats  approchés  par  excès  et  par  défaut,  (3)  Ap- 
proximations nécessaires,  (4)  Résultats  définitifs. 

(Les  nombres  inscrits  dans  les  colonnes  du  Tableau 
ci-après  seront  obtenus  comme  on  va  Tindiquer.) 


(1). 

(2). 

(3). 

(4). 

Opérations 

à 

effectuer. 

Résultais  approchés 

par             par 
défaut.       excès. 

Approximations 
nécessaires. 

Résultats 
définitifs. 

A 

5o 

5i 

o,oi 

5o,'2i 

P  =  45  X  A 

2200 

•23oo 

1 

2269 

t: 

3 

4 

OjOOI 

3,i4i 

«=ï 

55o 

8oo 

'»^ 

7,9 

N-/Q 

oo 

3o 

o,o35 

26,81 

3®  Indiquer  dans  la  colonne  (  1  )  les  opérations  à 
effectuer  successivement,  en  désignant  par  de  nouvelles 
lettres  les  résultats  de  ces  opérations,  et  en  ayant  soin, 
lorsque,  dans  une  de  ces  opérations,  on  aura  à  utiliser 
un  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début  par 
des  lettres,  de  placer  la  lettre  qui  désigne  ce  nombre 
avant  l'opération  elle-même. 

Ainsi,  pour  lexcmple  considéré,  la  première  opéra- 
tion â  effectuer  est  le  produit  45  X  A  :  on  le  désigne  par 
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P  et  on  inscrit  avant  P  la  lettre  Â;  on  aura  ensuite 
à  effectuer  le  coefficient  Q  =  -  ;  ayant  a    utiliser  le 

nombre  tz  dans  cette  opération,  on  inscrira  cette  lettre 
avant  l'opération.  Ou  indiquera  enGn  la  dernière  opéra- 
tion à  effectuer  N  =  ^/Q  5  de  cette  manière,  tous  les 
nombres  dont  il  y  aura  lieu  de  déterminer  Tapproxi- 
mation  sont  inscrits  dans  la  colonne  (1)  et  dans  Tordre 
même  dans  lequel  on  aura  à  les  employer. 

4**  Dans  la  colonne  (2),  on  inscrira  des  valeurs 
grossièrement  approchées  par  défaut  et  par  excès  des 
nombres  mentionnés  dans  la  colonne  (1). 

11  est  possible  que  dans  la  suite  quelques-uns  de  ces 
nombres  restent  inutiles,  mais  Tétude  préliminaire  qui 
serait  nécessaire  pour  reconnaître  a  priori  ceux  dont  ou 
pourrait  n'avoir  pas  besoin  demanderait  un  travail  au 
moins  égal  à  celui  qu'exige  leur  évaluation;  il  n'y  a 
donc  aucun  avantage  à  faire  cette  étude. 

5®  Inscrire  sur  la  dernière  ligne  de  la  colonne  (3), 
en  regard  de  N,  V approximation  demandée,  déter* 
miner  ensuite  r approximation  nécessaire  aux  élétnents 
de  la  dernière  opération,  l'inscrire  en  regard  de  ces 
éléments,  et  continuer  en  remontant  jusqu'à  ce  que  la 
colonne  soit  remplie. 

On  écrira  ainsi,  en  regard  de  N,  l'approximation  de- 
mandée o,o35;  on  aura  ensuite,  conformément  à  la 
règle  des  opérations  simples, 

5N= -îrr7oQ<o,o35-4cenl.,     ^  <  a,o3^    qQ<i,2, 
2  IN  '  4^ 

1  p' 
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c'esl-à-dire 

-,oF<-^,     -3-<— ,     8P<., 

-7jSTt<-;^7 07:<o,35,     3oo§ir<o,35,     oit<o,ooi, 


et  enfin 
8P  =  :i5oA<j  — i     u    0,5    ,        8A<^,  oA<o,oi. 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'en  arrondissant  il  faut 
forcer  les  premiers  membres  et  réduire  les  seconds. 

6**  On  écrira  immédiatement  y  dans  la  colonne  (4), 
les  valeurs  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début 
par  des  lettres,  as^ec  V approximation  indiquée  en  re- 
gardj  et  Von  effectuera  enfin  les  opérations  indiquées 
dans  la  colonne  {\)  en  poussant  les  calculs  jusqu'aux 
unités  de  l'ordre  du  premier  chiffre  significatif  à 
gauche  de  l'approximation  inscrite  dans  la  colonne  (3), 
et  en  forçant  ou  en  conserv^ant  le  dernier  chiffre,  sui- 
vant que  le  premier  chiffre  supprimé  est  plus  grand  que 
5  ou  égal  à  S^  ou  quil  est  plus  petit  que  5. 

Ainsi,  dans  l'exemple  considéré,  nous  écrirons  pour  A 
et  TC  les  valeurs  5o,  ai  et  3, 141  ;  nous  calculerons  P  en 
conservant  au  résultat  le  chiffre  des  unités  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  de  forcer;  nous  calculerons  ensuite  le  quotient 

^  en  dixièmes  \  nous  extrairons  enfin  la  racine  carrée  eu 

poussant  jusqu'au  chiffre  des  centièmes,  l'aspect  du  reste 
montrant  que  le  chiffre  suivant  est  plus  petit  que  5; 
nous  conserverons  le  résultat  26,81,  qui  est  ainsi  la 
valeur  de  N  à  io,o35  près. 
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Exercice. 


r>  ,      ,       V        (0,11702  TT  H-i, 43ii5)*  .     , 

Calculer  N  zz  ^^ '  —  a  d:  0,0a  près, 

V^a/â-t- 5,01264 


N  = 


v/2  v^  +  G. 


RésultaU 
approchés 


s 


Opération» 

à 
effectuer. 

A 

it 
P  =  A.ic 

B 
S  =  P  +  B 
K  =  S« 

D  =  2R 

C 

E  =  C-f-D 

F  =  /Ê 

^       F 


par 
défaut. 

0,1 
3 

0,3 
1,4 

lr7 
2 

3 
5 
8 


par 
excès. 

0,12 

4 
0,5 

1,5 
2 
4 
2 

4 
5,r 

3 


Approiimations     Résultats 
nécessaires.        définitifs. 


0,00007 
0,002 
0,001 
0,001 

0,0035 

0,01 5 

0,0035 

o,oi 

0,01 

0,026 

0,007 


0,117 
3,14 
0,367 
1,431 

1,798 
3,23 

1,733 

3,47 
5,01 

8,48 

2,912 


DÉTAIL   DU  CALCUL  DES  APPROXIMATIONS. 

N=:ç,     8N  =  J78K— ^8F<o,o2  — iccnt.  ou  <o,oi5, 

8K       o,oi5       8K        o,oi5       ^^  ^         _ 
F^<-7-*     -7   <-V"'      <^K<o,oi5, 

K'8F   ^  o,oi5       4%c.  ^  o,oi5       >„  ^ 
-p5-<-^'     |ôF<-l— ,     oF<o,oo7. 
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Numérateur. 
K  =  S«,  oK=      2S'8S<o,oi5  — |cenl.<o,oi, 

4oS<o,oï,  8S<o,oo25, 

S  =  P  -I-  B,       oS  =  oP  -+-  ôB  <  o,oo25  —  \  mill., 
oP  -t-  8B<  0,002, 
oP  <  0,001, 

oB  <o,ooi, 

P  =  A7r,  aP=  A'oiT-hTr'8A<o,ooi  — ^milL, 

A'  8ir  -I-  tu'  oA  <  o  ,ooo5, 


A' 

3«<^ 

•2      ' 

o,ia 

8^<2. 

,ooo5 

j 

1 

01t<O 

002, 

TZ 

oA<° 

,ooo5 

, 

2 

oA<o, 

00007 

Dénominateur. 


F  =  /E,  ap  =  -^  SE  <  0,007  -  ^  "«'"•  » 


2  F 

-j-  <o,oo6j, 
4 

8E<  0,026, 
E  =  G  -h  D,        oE  =  oG  H-  8D  <  0,026  —  |  cent., 
8G-+-8D<o,o2o, 
oC  <  0,01, 
oD  <  0,01, 
D  =  2R,  oD  =  28R  <o,oi  — {cent., 

2  8R  <  o,oo5, 
oR  <  0.002'j. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DES  QUESTIONS  DONNEES 
AU  CONCOURS  POUR  LÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  4882; 

Par  m.  F.  FARJON. 


On  donne  deux  cercles  se  coupant  en  A  et  B.  Une 
conique  quelconque  passant  par  ces  points  et  tangente 
aux  deux  cercles  rencontre  enC  elD  l'hyperbole  équi- 
latère  qui  a  pour  sommets  AetB: 

I**  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  donnés  ; 

2°  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démon^ 
trer  que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  tleux 
circonférences  de  cercle  ; 

3**  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question,  démon- 
trer que  ses  asymptotes  passent  par  deux  points  fixes 
situés  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles  donnés. 

I.  Le  M  MB.  —  Si  une  hyperbole  équilatere  a  pour 
sommets  les  extrémités  d'une  corde  d'un  cercle,  elle 
coupe  ce  cercle  en  deux  autres  points  qui  sont  en  ligne 
droite  ai^ec  son  centre. 

Soient  la  corde  AB  du  cercle  O  (  /ig.  i),  C  son  milieu, 
I  Tune  des  inlerseclions  du  cercle  et  de  l'hyperbole 
équilatere  qui  a  AB  pour  axe  irans verse ^  menons  la 
perpendiculaire  IP  sur  AB,  on  a 

Fp'=  Pc"*— GB*  =  (PG-+-CB)(PC  — GB)=  PA  x  PB; 

donc  PI  est  tangente  à  la  circonférence  et  I  sur  le  dia- 
mètre parallèle  à  AB. 
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Cela  posé,  considérons  {Ji^-  2)  deux  cercles  O  etO' 
ayant  AB  pour  corde  commune,  et  traçons  une  conique 

Fig.  I. 


qui  passe  par  âB  et  soit  tangente  aux  deux  cercles  en 
E  et  F.  Je  remarque  d'abord  que  les  deux  tangentes  en 


Fiff.  2. 


E  et  F  sout  parallèles  :  en  eil'et,  les  deux  cercles  et  la 
conique  ayant  une  corde  commune  AB,  lus  trois  autres 
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cordes  d'intersection  qui  sont  la  droite  à  rinflni  et  les 
deux  tangentes  en  E  et  en  F  doivent  concourir  en  un 
même  point  :  donc  ces  deux  dernières  sont  parallèles.  — 
Autrement,  on  sait  que  les  bissectrices  des  angles  que 
fait  la  corde  AB,  soit  avec  la  tangente  en  E,  soit  avec  la 
tangente  en  F,  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique; 
il  s'ensuit  que  ces  deux  tangentes  sont  parallèles  entre 
elles. 

Il  eu  résulte  que  la  droite  EF  passe  par  Tun  des 
centres  de  similitude  des  cercles  O  et  O'. 

Si  Ton  considère  le  système  formé  par  la  conique,  le 
cercle  O  et  l'hyperbole  équilatère  AB,  leurs  trois  cordes 
d'intersection  concourent  au  point  T,  intersection  de  la* 
tangente  en  E  et  du  diamètre  de  O  parallèle  à  AB.  De 
même,  pour  le  système  de  la  conique,  du  cercle  O'  et 
de  l'hyperbole,  les  trois  cordes  d'intersection  con- 
courent au  point  V,  intersection  de  la  tangente  en  F  et 
du  diamètre  de  O'  parallèle  à  AB.  La  corde  d'intersection 
de  la  conique  et  de  l'hyperbole  est,  par  conséquent,  la 
droite  TV.  Mais  T  et  V,  intersections  de  droites  homo- 
logues deux  à  deux,  sont  eux-mêmes  homologues  :  donc 
TV  passe  par  le  même  centre  de  similitude  que  EF. 

c.  Q.  F.  D. 

II.  La  droite  EF  est  un  diamètre  de  la  conique,  le 
centre  de  celle-ci  est  au  milieu  G  de  EF  (^fig^  3);  OE 
etCyF  sont  parallèles,  la  droite  GI  menée  parallèlement 
à  ces  dernières  passe  par  le  milieu  I  de  0(y  et  est  égale 
à  5  (R-f-  R')  si  le  point  S  est  le  centre  de  similitude  di- 
recte, età  ^  (R — R')  si  S  est  le  centre  de  similitude  in- 
verse. Le  lieu  du  centre  G  se  compose  donc  de  deux 
cercles  concentriques,  ayant  pour  centre  le  milieu  de  la 
distance  des  centres  et  respectivement  pour  rayons  la 
demi-somme  et  la  demi-diiférence  des  rayons  des  deux 
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cercles  donnés.  Le  premier,    honsoUxélique  aux  Jeux 
cercles  donnés  par  rapporl  au  centre  de  similitude  di- 
recte/est  tangent  aux  tangentes  communes  extérieures 
aux  points  M  et  N  où  celles-ci  rencontrent  l'axe  radical 

Fig.  3. 


AB.  Le  second  est  homothélîque  aux  deux  cercles  donnés 
par  rapport  au  centre  de  similitude  inverse ^  la  distance 

du  point  I  à  l'axe  radical  étant  égaie  à 


aOO' 


on  voit 


d'ailleurs  que  ce  second  cercle  ne  peut  rencontrer  Taxe 
radical,  tandis  que  le  premier  le  coupe  nécessairement. 

III.  Soit  K  le  point  où  la  tangente  en  G  au  cercle  I 
rencontre  la  droite  ÂB;  les  axes  de  la  conique  sont  pa- 
rallèles aux  bissectrices  de  Tangle  GKA  ou  de  l'angle 
GIO  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux  du  pré- 
cédent. Si  donc  P  et  Q  sont  les  points  où  le  cercle  I  coupe 
la  ligne  des  centres  OCX,  les  axes  de  la  conique  sont 
GP  et  GQ.  Ainsi  les  axes  de  toutes  les  coniques  qui  ont 
leur  centre  sur  une  même  circonférence  I  passent  par 
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deux  points  fixes  qui  sont  les  intersections  de  cette  cir- 
conférence avec  la  ligne  des  centres. 

Les  axes  GP  et  GQ  sont  les  bissectrices  de  l'angle  formé 
parles  asymptotes;  de  plus,  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté parcelles-ci  sur  l'axe  radical  coïncide  avec  le  milieu 
L  de  AB.  Nous  avons  donc,  pour  construire  le  triangle 
formé  par  les  asymptotes  et  la  corde  ÂB,  le  sommet  G 
du  triangle,  la  bissectrice  de  l'angle  en  G  et  le  milieu  L 
du  côté  opposé  :  la  perpendiculaire  élevée  sur  Â6  en  L 
coupe  les  bissectrices  de  l'angle  G  aux  points  où  celles-ci 
rencontrent  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 
Cette  circonférence  n'est  donc  autre,  dans  le  cas  présent, 
que  celle  du  cercle  I,  et  les  deux  asymptotes  sont  les 
droites  GM  et  GN,  qui  joignent  le  centre  G  aux  points 
d^intersection  du  cercle  I  et  de  l'axe  radical  AB.  Les 
asymptotes  de  toutes  les  coniques  qui  ont  leur  centre 
sur  le  cercle  I  passent,  par  conséquent,  par  les  deux 
points  fixes  M  etN.  c.  q.  f.  d. 

On  voit  par  là  que  toutes  les  coniques  qui  ont  leur 
centre  sur  le  cercle  j  (R  -I-  R%  correspondant  au  centre 
de  similitude  directe,  sont  des  hyperboles.  La  courbe 
se  réduit  à  deux  droites,  qui  sont  l'axe  radical  et  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles,  lorsque  le  centre  est 
en  M  ou  en  N.  On  remarquera  qu'une  transversale, 
issue  du  centre  de  similitude  S,  détermine  deux  hyper- 
boles dont  l'une  est  semblable  à  la  conjuguée  de  l'autre. 

Toutes  les  coniques  qui  ont  leur  centre  sur  le  cercle 
^(R  —  R')  sont  au  contraire  des  ellipses,  puisque,  çç 
cercle  ne  rencontrant  pas  Taxe  radical,  elles  ont  leur^ 
asymptotes  imaginaires. 

Scolie,  —  Il  existe  deux  coniques,  satisfaisant  à  la 
double  condition  de  passer  par  A  et  B  et  d'être  tan- 
gentes à  O  et  à  O',  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  groupes 
précédents.  Menons  par  A  une  tangente  à  O  et  par  B 
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une  tangente  à  (V;  Tensemble  de  ces  deux  droites  con- 
stitue une  conique  satisfaisant  aux  conditions,  mais  dont 
le  centre  n*est  pas  sur  le  cercle  I  et  dont  les  asymptotes 
ne  passent  ni  par  M,  ni  par  N.  De  même  pour  la  tan- 
gente à  O'  en  A  et  la  tangente  à  O  en  B.  Ce  sont  deux 
solutions  singulières. 

IV.  Examinons  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles 
O  et  O'  sont  tangents  extérieurement. 

L'hyperbole  équilatère  se  réduit  alors  à  deux  droites 
rectangulaires  menées  par  le  point  de  contact  A  {/ig-  4) 

Fig.  4. 


et  toutes  les  coniques  correspondant  au  centre  de  simi- 
litude inverse  sont  les  doubles  cordes  passant  par  le 
point  A  ]  ce  sont  des  ellipses  indéGnimcnt  aplaties  dont 
les  centres  sont  sur  le  cercle  ^  (R  —  R').  Quant  au 
cercle  ^(R  -h  R')^  il  passe  par  les  centres  O  et  O'  :  cha- 
cune des  hyperboles  répondant  à  la  question  a  un 
double  contact  avec  chacun  des  cercles  O  et  O',  et  Ton 
voit,  en  effet,  que  les  axes  de  ces  hyperboles  passent 
par  les  deux  centres. 

Si  les  deux  cercles  O  et  O'  sont  égaux,  qu'ils  soient 
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sécants  ou  langcuts,  le  cercle  ^(R  —  R')  se  réduit  à  un 
point,  et  le  cercle  ^(R-hR')  a  son  centre  sur  Taxe 
radical;  d'où  il  suit  que  toutes  les  ellipses  de  la  figure 
sont  concentriques,  et  que  toutes  les  hyperboles  sont 
équilatères,  puisque  leurs  asymptotes  sont  rectangu- 
laires. 

On  a  supposé  jusqu'ici  dans  les  figures  que  les  deux 
centres  O  et  O'  étaient  situés  de  part  et  d'autre  de  Taxe 
radical.  S'il  en  était  autrement,  les  démonstrations  et  les 
conclusions  qui  précèdent  resteraient  les  mêmes.  Mais 
si  les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  ce  sont 
les  hyperboles,  correspondant  au  centre  de  similitude 
directe,  qui  se  réduisent  à  des  droites  rayonnant  autour 
du  point  de  contact,  et  dont  les  centres  sont  situés  sur 
le  cercle  J(R-I-R')  tangent  aux  deux  cercles  donnés. 
Quant  aux  ellipses  correspondant  au  centre  de  simili- 
tude inverse,  elles  ont  un  double  contact  avec  chacun 
des  cercles  O  et  O',  et  comme  le  cercle  -^R  —  R')  est 
alors  décrit  sur  la  ligne  des  centres  comme  diamètre,  on 
voit  en  efiet  que  les  axes  de  ces  ellipses  passent  respec- 
tivement par  les  centres  des  deux  cercles  donnés. 

Si  les  deux  cercles  deviennent  égaux,  ils  se  confon- 
dent :  le  cercle  ^  (R  4-  R')  est  le  cercle  O  lui-même,  et 
le  cercle  ^  (R  —  R')  est  le  centre,  qui  est  en  même  temps 
celui  de  toutes  les  ellipses  qui  ont  un  double  contact 
avec  O',  dans  les  conditions  de  la  figure. 

V.  A  quoi  correspondent  les  propositions  qui  pré- 
cèdent, lorsque  les  deux  cercles  O  et  O'  ne  se  coupent 
plus  réellement  ?  La  corde  commune  AB  est  imaginaire, 
mais  certains  éléments,  tels  que  les  cercles  ^  (R  -h  R')  et 
|-(R  —  R'),  restent  réels.  L'interprétation  est  des  plus 
simples. 

Reprenons  le  lemme  du  §  I.  La  longueur  de  la  demi- 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII.  (Avril  1889.)  i3 
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corde  AC  est  déterminée  par  la  relation 


AG  =  R«  —  OG  . 


Si  AB  est  extérieure  au  cercle,  AC   est  imaginaire  et 
Von^ifig.  5) 


—  AG^=OG^  — R«. 


AB,  au  lieu  d'être  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  équl- 
latère,  en  devient  Taxe  imaginaire,  et   pour  avoir  un 


Fig.  5. 


sommet  de  la  courbe,  il  faut  prendre  sur  CO,  à  partir 

de  C,  une  longueur  CA'=  v/ôc'— R^. 

Cela  posé,  soit  I  le  point  d'intersection  de  l'hyper- 
bole ainsi  déterminée  et  du  cercle;  menons  la  perpendi- 
culaire IP  sur  AB,  on  aura 

ÏP"  =  CP"-h  GÂ'"  =  PÔ"-  Rî  : 

donc  IP  est  tangent  au  cercle,   et  le  point  I  est  sur  le 
diamètre  parallèle  à  AB. 

Considérons  actuellement  les  deux  cercles  O  et  CV.  Si 
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la  corde  commune  AB  est  imaginaire,  il  est  évident  que 
les  ellipses  passant  par  A  et  B  sont  imaginaires;  leurs 
points  de  contact  avec  les  cercles  O  et  (X  le  sont  aussi, 
mais  la  droite  qui  les  joint  est  réelle  et  passe  par  le 
centre  de  similitude  inverse.  Il  en  est  de  même  de  la 
droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  d'intersection 
imaginaires  de  la  courbe  avec  IMiyperbole  équilatère 
dé&nîe  ci -dessus.  Les  centres  des  ellipses  sont  réels  et 
leur  lieu  est  le  cercle  -^(R  —  R')  5  les  axes  sont  connus, 
puisqu'ils  passent  parles  points  où  le  cercle  ^(R  —  R') 
coupe  la  ligne  des  centres.  Enfin  ces  ellipses  ont  des 
asymptotes  réelles,  puisque  le  cercle  ^(K  —  R')  coupe  ici 
Taxe  radical  et  que  tous  les  couples  d^asymptotes  passent 
par  ces  points  d'intersection. 

Quant  aux  hyperboles  passant  par  les  points  imagi- 
naires A  et  B,  elles  ne  cessent  point  d'être  réelles^  seu- 
lement elles  ne  coupeut  plus  Taxe  radical. 

VI.  Supposons  que  le  rayon  R'  croisse  indéfiniment  : 
des  deux  ellipses  que  détermine  une  sécante  EF  menée 
par  le  centre  de  similitude  inverse,  Tune,  celle  qui  est 
tangente  aux  deux  portions  de  circonférence  extérieures 
l'une  à  l'autre,  tendra  vers  une  parabole;  l'autre,  celle 
qui  est  tangente  aux  deux  portions  de  circonférence 
c|ui  se  pénètrent,  tendra  à  se  confondre  avec  le  segment 
AB.  De  même,  des  deux  hyperboles  déterminées  par 
une  sécante  EF  menée  par  le  centre  de  similitude  directe, 
Tune,  celle  dont  la  branche  passant  par  A  et  B  est  tan- 
gente au  cercle  O,  tendra  vers  une  parabole  embrassant 
extérieurement  ce  cercle  (tandis  que  la  précédente  lui 
était  tangente  intérieurement),  et  l'autre,  celle  dont  la 
branche  passant  par  A  et  B  est  tangente  au  cercle  CK,  ten- 
dra à  se  confondre  avec  les  deux  parties  de  AB  exté- 
rieures au  segment  AB. 
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A  la  limite,  le  cercle  O'  se  confond  avec  AB;  on  a 
ainsi  ce  théorème  : 

Sillon  trace  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
sommets  deux  points  A  ef  B  pris  sur  une  circonférence, 
et  une  parabole  passant  par  k  et^  et  tangente,  inté- 
rieurement ou  extérieurement ,  à  la  circonférence,  la 
corde  commune  de  cette  parabole  et  de  cette  hjper^ 
bole  passe  par  l'une  des  extrémités  du  diamètre  du 
cercle  perpendiculaire  à  AB. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  directement.  Soient  {fig*  6)  E 


le  point  de  contact,  ET  la  tangente  rencontrant  en  T 
le  diamètre  parallèle  à  AB,  SS'  le  diamètre  perpendi- 
culaire à  AB.  Le  diamètre  de  la  parabole  au  point  E, 
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parallèle  à  l'axe,  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de 
l'angle  ETO,  ou  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle 
S'OE  :  c'est  donc  la  droite  ES.  Décrivons  un  cercle  de 
rayon  quelconque  passant  par  A  et  B.  Soit  O'  son  centre. 
Si  l'on  considère  le  système  des  deux  cercles  et  de  la 
parabole,  on  voit  que  la  corde  d'intersection  de  cette 
courbe  et  du  cercle  Qf  sera  parallèle  à  ET,  d'où  il  suit 
que  le  milieu  E'  de  cette  corde  se  trouvera  au  point 
de  rencontre  de  son  diamètre  conjugué  ES  et  de  la  paral- 
lèle (yVJ  à  OE  ;  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  centre  O' 
élant  d'ailleurs  la  corde  d'intersecticm  du  cercle  O'et  de 
l'hyperbole,  le  point  T'  où  cette  parallèle  rencontre  la 
corde  commune  à  O'  et  A  la  parabole  appartiendra, 
comme  T,  à  la  corde  commune  de  la  parabole  et  de 
rhyperbole.  Mais  les  triangles  OET  et  OE'T',  SOE  et 
SO'E'  sont  semblables  deux  à  deux  ;  on  a  donc 

rE^_E'0^_SE\ 
TE  ""  EO  ~  SE  • 

les  trois  points  T',  S,  T  sont  donc  en  ligne  droite. 

c.    Q.    F.    D. 


SUR  LES  CUBIQUES  NODALES  CIRCULAIRES; 

Par  m.  Cl.  SERVAIS, 
Répétiteur  à  l'Université  de  Gand. 


1.  Considérons  deux  cercles  (o  et  O  se  coupant  aux 
points  A  etB;  parle  point  A  menons  une  sécante  ren- 
contrant les  deux  cercles  respectivement  aux  points  A' 
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et  M';  le  lieu  du  poiiil.  M  ul  que 

(AA'MM')  =  -i 

est  une  cubique  circulaire  ayaut  le  point  A  pour  point 
double.  En  ellet,  elle  est  tangente  aux  deux  cercles  au 
point  A,  et  elle  passe  par  leurs  points  communs;  Best 
donc  un  point  de  la  courbe.  Nous  appellerons  AT|,  ATo 


FiR. 


les  tangentes  aux  cercles.  Le  cercle  osculateur  au  point  A 
de  la  cubique,  correspondant  à  la  tangente  AT|,  est  le 
cercle  (Aw)  décrit  sur  A(o  comme  diamètre;  car  ce 
cercle  correspond  dans  la  transformation  à  la  droite  de. 
rinfini  qui  ne  rencontre  le  cercle  O  qu'aux  points  cycli- 
ques. Si  C  est  le  point  de  rencontre  des  cercles  O  et 
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(A(i)),-  AC  est  parallèle  à  l'asymptote.  On  peut  donc 
énoncer  la  propriété  suivante  : 

Au  point  double  A  d*une  cubique  circulaire,  on  dé- 
crit un  cercle  tangent  à  chacune  des  branches  de  la 
courbe;  l'un  (o  a  pour  rayon  le  diamètre  A(ù  du  cercle 
osculateuret  rencontre  la  cubique  au  point  B\  l'autre  O 
passant  par  B  rencontre  le  cercle  osculateur  (Aco)  e/j 
un  point  C  tel  que  AC  est  parallèle  à  l'asymptote.  Une 
sécante  issue  du  point  double  rencontre  les  cercles  (o 
et  O  et  la  cubique,  respectivement  en  des  points  A',  M', 
M  tels  que  (A  A' MM)  =—j. 

2.  Soient  A|,N',  N  les  points  d'intersection  de  la 
droite  A(o  avec  les  deux  cercles  et  la  cubique.  On  a 

^^^  AjA  ""  A,IN' "^  AiN* 

Si  les  tangentes  aux  points  A|  et  N'  aux  cercles  (o 
et  O  se  coupent  au  point  T,  TN  est  la  tangente  à  la  cu- 
bique au  point  N.  Appelons  '}  Tangle  TNA,  o  le  complé- 
ment de  l'angle  T<  ATj,  ap  le  diamètre  Aco,  N  la  corde 
normale  AN;  on  aura 

AiN'  =  -  AiT  coto  =  -  AiN  î^^^^-; 
*  tangcp 

par  conséquent,  l'égalité  (a)  devient 

7.   __  I        /tangcp        \ 

■~4?  "■""  N  — 4pVtang^""V* 

On  déduit  de  là 

(i)  ap  ^  langt;; 

N         tangcp -h  langtj^ 

3.  La  conique  transformée  de  la  droite  N'T  est  tan- 
gente à  la  cubique  aux  points  A  etN;  elle  a  pour  cercle 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  a(»o  ) 
osculateur  le  cercle  (Aa>)  et  sa  corde  de  courbure  est 
parallèle  à  N'T.  Or  les  deux  droites  ATj  et  IN'T  sont 
ëgaleuient  inclinées  sur  AN;  doue  : 

La  conique  tangente  à  une  cubique  circulaire  aux 
extrémités  de  la  corde  normale  AN  au  point  double  A, 
et  qui  a  au  point  A  même  cercle  osculateur  que  la  cu- 
bique, a  pour  corde  de  courbure  au  point  A  la  droite 
sj  métrique  de  la  seconde  tangente  au  point  double  par 
rapport  à  la  première. 

Ceci  nous  montre  que  la  formule  (i)  est  applicable 
aux  coniques,  si  cp  représente  Tangle  de  la  normale  et  de 
la  corde  de  courbure. 


t.  On  a 


ÂA '  ~  ÂÂT  "^  ÂM' 

AN'  sin© 


AM'       siii(cp -t-yj 
si  '/^  représente  l'angle  MAN-,  donc 


•2pco97  ~"  AN'  sin{<p-^y)        AM' 
mais 

4^  ■"  AN'  "^  N  ' 
par  conséquent 

I      sin(cp -+- y)  __  langy        tangcp 
^^^  ÂM        ^oï^"  Tf''^~N~' 

Conséquences,  —  En  prenant  pour  sécante  la  droite 

AC,  on  obtient 

2p  _  tangyi 
N         tangcp 
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y,  élant  TaDgle  de  rasymptote  et  de  la  normale  AIV.  On 
peut  interpréter  géométriquement  cette  formule  et 
arriver  à  la  construction  du  cercle  de  courbure  au 
point  A  de  la  cubique.  Elevons  aux  points  w  et  N  des 
perpendiculaires  à  la  droite  AN  rencontrant  respective- 
ment AT2  et  AC  aux  points  S  et  K;  on  aura 

u)S  =  Ao)  tangtp  =  N  tang^i  =  NK; 
donc  : 

Les  parallèles  menées  par  les  extrémités  co  e^  N  du 
diamètre  du  cercle  osculateur  et  de  la  corde  normale 
au  point  double  A  à  la  tangente  AT,  et  limitées  res- 
pectiçement  à  la  tangente  ATj  et  à  la  parallèle  AC  à 
l* asymptote,  sont  égales. 

Les  sécantes  AB  et  AO  donnent  les  formules 

sin^cosys  ___  sin(©  —  y^) 

et 

cos'<p        sin*(p  __  sincp 

si  Ton  représente  l'angle  BAN  par  ^2  et  la  seconde  corde 
normale  AN|  par  N,.  Il  suffit  de  remarquer  que 

AB  =  4  P  cos  yji 

et  que,  pour  la  sécante  AN,, 

y  =90*— O. 

IL 

1.  Considérons  deux  cercles  O  et  O' passant  par  les 
points  A  et  B  et  le  diamètre  AN  du  premier  cercle; 
soit  M'  un  point  quelconque  de  O'  ;  la  perpendiculaire 
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élevée  au  point  A  sur  AM' rencontre  NM'  en  un  point  M 
dont  le  lieu  est  une  cubique  nodalc  circulaire.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  sont  la  tangente  AD  au  cercle  0 


et  la  droite  ACV^  la  normale  AN,  à  AO'  rencontre  la 
cubique  au  point  N,  correspondant  à  rextrémité  C  du 
diamètre  AO';  donc  les  quatre  points  N,  C,  B,  N|  sont 
en  ligne  droite;  mais  JNB  est  parallèle  à  l'asymptote 
réelle  de  la  cubique;  par  conséquent  : 

Dans  une  cubique  nodale  circulaire^  la  droite  qui 
joint  les  extrémités  des  normales  au  point  double  est 
parallèle  à  V asymptote. 
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2.  Soit  E  le  point  d'iiilcrscctioii  de  AD  avec  le  cercle 
(y;  en  chercliant  le  point  infiniment  voisin  du  point  N 
sur  la  cubique,  on  voit  que  la  tangente  en  ce  point  est 
la  droite  ME;  mais  EC  est  perpendiculaire  sur  AD; 

Jonc  : 

Les  tangentes  aux  extrémités  N  et  N»  des  normales 
au  point  double  A  d'une  cubique  circulaire  rencon- 
trent les  côtés  opposés  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes au  point  A  et  la  droite  NN  i  aux  pieds  des  hau- 
teurs. 

3.  Si  le  cercle  CVesi  tangent  en  A  au  diamètre  AN, 
les  tangentes  au  point  double  coïncident  et  Ton  a  une 
cubique  cuspidale;  donc  : 

La  tangente  à  l'extrémité  de  la  normale  au  point 
de  rehroussement  d'une  cubitjue  circulaire  est  paral- 
lèle à  l^ asymptote, 

4.  Si  l'on  transforme  par  Tinversion  le  théorème  I  de 
notre  Note  Sur  la  courbure  dans  les  coniques  (lYou- 
velles  Annales,  août  i888),  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Par  le  point  double  d'une  cubique  nodale  circulaire, 
on  mène  une  sécante  rencontrant  aux  points  M  et  m 
la  cubique  et  la  parallèle  menée  à  V asymptote  par  le 
milieu  de  la  distance  du  point  double  à  cette  droite, 
La  symétrique  M|  du  point  M  par  rapport  au  point  m 
décrit  un  cerclcj  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
au  point  K  à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  tangent iel 
du  point  réel  à  l' infini  de  la  cubique. 
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SUR  LADDITION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIOUES  DE  PREMIERE, 
DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  ESPÈCE; 

Par  m.  DOLBNIA. 


1.  Le  célèbre  théorème  d'Abel,  exposé  dans  le  Mé- 
moire Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques  (  *  ), 
se  rapporte,  comme  on  le  sait,  à  Taddîtîon  de  toules  les 
fonctions  transcendantes  ayant  des  différentielles  algé- 
briques. A  Taide  de  ce  théorème,  comme  nous  verrons, 
on  obtient^  d'une  manière  très  simple,  les  formules 
d'addition  des  arguments  de  première,  deuxième  et  troi- 
sième espèce.  Quoique  la  question  qui  nous  occupe  soit 
à  peu  près  épuisée,  néanmoins  une  façon  nouvelle  de  la 
poser  mérite  peut-être  quelque  attention. 

Nous  nous  proposons,  a  priori^  de  rechercher  les  va- 
leurs de  X  pour  lesquelles 

s'exprime  par  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  j:(  *). 
Ces  valeurs  se  déterminent  par  l'équation  algébrique 

(i)  Aa?  =  a-f- 6a7-t- ca72-4-..  .-h /iT'» 

ou 

(2)  (Aar)*— (a-+-  bx  -\-  cx^-^-. ,  .-4-  lx"^)^=  o, 

dont  le  degré  et  les  coefficients  sont  des  quantités  arbî- 


(*)  Œuvres  complètes,  t.  I,  p.  5i8;  1881. 

(»)  L'idée  fondamentale  développée  ici  est  indiquée  dans  l'ou- 
vrage de  M.  Halphen  (  Traite  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
applications,  t.  I.  p.  3o,  58,  210;  1886). 
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traires.   Si  nous  désirons  que  les  équations  (2)  aient 
p  racines  arbitraires 

nous  prendrons  dans  la  première  partie  de  Téquation 
p  coefficients  arbitraires. 

Une  si  grande  généralité  de  Téquation  (2)  permet  de 
traiter  la  question  de  l'addition  des  arguments  ellip- 
tiques de  différentes  manières.  Pour  le  but  proposé,  il 
suffit  que  l'équation  (2)  ait  trois  racines,  et  par  con- 
séquent deux  coefficients  arbitraires.  Dans  l'ouvrage  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  {Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, p.  688^  ïSjS),  on  donne  à  Téquation  fondamen- 
tale la  forme  suivante 

(Aa:)*— (i  -hpx-hqx*y=o. 

Au  moyen  de  cette  forme,  on  voit  de  suite  que,  après 
la  disparition  du  facteur  x^  il  reste  une  équation  du 
troisième  degré ,  qui ,  par  conséquent,  aura  trois  ra- 
cines. On  peut  disposer  arbitrairement  de  deux  de  ces 
racines,  car  les  coefficients  p  et  (j  sont  indéterminés. 

Abel  ('),  et  après  lui  d'autres  auteurs  (*),  donnent 
à  l'équation  (2)  la  forme 

(3)        (}  ^  x^)(i'-  A'^x^)  —  (oix  -\-  ^x^y  =/(x)  =  o. 

Cette  équation  a  six  racines 

±.xt,     ihars,     ±a?3. 

Si  Xi,  X2^  Xti  satisfont  à  Téquation 

A^  —  (  a;r  -H  p  rr^  )  =  o, 


(')  Œuvres  complètes j  t.  I,  p.  538;  1881. 

(')  J.  Bertrand,   Calcul  intégral,  p.  582:  1870. 
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les  racines  ( —  Xi  ),  ( —  .r^),  ( —  .r^)  satisferont  à  l'équa- 
tion 

Hx  -+-  ax  -h  par*  =  o. 

Prenant  la  difTérentielle  totale  de  (i^),  nous  aurons 

f'{x)dx  —  1  \x(xda  -ha:^  c/fj)  =  o, 
d'où 

dx  ^       ,  ^'       ,0 

OU 

:r*  c^j*  x^       ,  ir*       __ 

par  conséquent, 

1  1  1 

D'après  le  théorème  bien  connu  d'Euler   ('),  nous 
aurons 


8 


'/'(^/) 


=  0, 


'/'(•r/)  '  v,p 


02' 


donc 


.1 


d'où 


y  xj  dxj  __d^ 

^     Ixi     ""        S»' 
1 

r'-^xlçh^      r'-'xidx,      r^'xU^ 


Ax,  p 


•  con?t. 


(  ')  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  appli- 
cations j  t.  I,  p.   ?.iC),  31-^;  issrj. 
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Dans  cette  équation,  on  pent  disposer  arbitrairement 
(les  racines  x^  et  Xj.  Supposons  0:4  =  0:2=  o?  'J  e"  ré- 
sulte nécessairement  X8  =  o  (*),  et  comme  ^  =  xjx^xj, 
si  nous  avons  Xi  =  Xi  =  Xz=  o,  on  obtient 


donc 


et,  par  conséquent, 


p=«î 


const.  =  o 


r'''r\dxx         r'*x\  dxj 


-    f  \_     '   =:TiTiX3. 


Remarque,  —  La  propriété  des  racines  0:4,  Xo,  Xa, 
par  laquelle,  si  j:«  =  X2=  o,  on  a 

peut   être  démontrée    de  la    manière   suivante.   Nous 

avons 

axi-^  i^x]  —  \xi  =  o, 

axt  -h  prj  —  At,  =  o, 
aj-j-i-pj-J-- A:r3=  «, 
d'où 

J'i      x]      \Xi 


En  faisant  Xt  =  o,  on  obtient 


o       o         I 
X2     xl      AJ^; 
T3     x]     Ix, 


a-t 

X» 

.     xl 

a-j 

^i 

.     :r« 

3 

=  0, 


ou 


(*)  Briitrand,  Calcul  intégral,  p.  58i;  1870. 
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Si  donc  0*2=  o,  nous  aurons 

^3  =  0. 

2.  De  l'équation 


on  déduit 


— -  =  2  7; r/a  -h  '}.  ~p- —  r/3. 


1  1  1 

d'où 


Posons 
nous  avons 


/••'■' ^o:  r^^'dx  r"%ix 


MiH-  M2-f-  Ws=  O, 
«3  =  — .(Zf,-4-  M2), 

071=  A  Ml,  j"2=X;f2>         irg=Xii3. 


L'équation  (4)  nous  donnera 

/    X  i^i  X  Mj  X  (  Wi  -4-  Mj  ) 


(6) 


0  «-o  «A) 


Supposons  que  1/3  soit  une  quantité  constante,  alors 

dux  =  —  du^. 
En  dilïéren liant  (6)  relativement  à  ^4,  nous  aurons 

—  X(  Wj  -h  Mj  )(  {Jl  f/,  V  Ui  X  Z/2  —  {Jl  f/,  V  Mj  X  Ux  )  =  X*  «/,  —  X*  Mj. 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES  GRANDS-AUGUSTINS,   55,   A   PARIS. 


BERTRAND  (J.))  de  f  Académie  française,  Secrétaire  perpétuel  de  rAca- 
demie  des  Sciences.  —  Calcul  des  Probabilités.  Gr.  in-8;  i88g.     12  fr. 

Dans  ce  Livre*  on  a  cherché  à  faire  reposer  les  rèsnltats  les  plus  utiles  et  les 
r  his  célèbres  du  Calcul  des  probabilités  sur  les  démonstrations  les  plus  simples. 
I>I^ii  peu  de  pages  pourront  embarrasser  un  lecteur  familier  avec  les  éléments 
d<^  la  Science  mathématique.  Si  le  sijrne  /  s'introduit  quelquefois,  il  suffît  presque 
toujours  d'en  connaître  lo  sii^nifîcation.  —  L'Auteur  s'est  efforcé,  à  Toccasion 
de  chaque  question,  de  marquer  avec  précision  le  dcfsré  de  certitude  des  résultats 
•''t  les  limites  nécessaires  de  la  Science.  La  plupart  des  réflexions  suggérées  par 
IVlade  approfondie  des  questions  souvent  controversées  avaient  été  proposées 
dios  un  'Travail  antérieur,  dégagé  de  tonte  intervention  des  signes  algébriques; 
t«  Travail  est  reproduit  en  tète  de  l'Ouvrage  et  sert  d'Introduction  à  l'exposé 
fomplet  des  théories 

FOUROER.  —  Œuvres  de  Fonrier,  publiées  par  les  soins  de  Gaston 
Oarbol'x,  Membre  de  Flnstiluf,  sous  les  auspices  du  Ministère  de  Tlnstruc- 
iioQ  publique,  a  vol.in-4. 

Tome  I  :  Théorie  analytique  de  la  Chaleur;  1888 a5  fr. 

Tome  II  :  Mémoires  divers {Sotis  presse.) 

HOÛEL  (J.K  Professeur  de  Mathématiques  à  la  Faculté  des  Sciences 
•ie  Bordeaux.  —  Cours  de  Calcul  infinitésimal.  Quatre  beaux  volumes 
?rand  in-8,  avec  figures  dansle  texte  ;  1878-1879-1880-1881. 

On  ve ml  séparément  : 

Tome! i5fr.         Tome  Ilf 10 fr. 

Tome  II i5fr.         Tome  IV 10  fr. 

LAURENT  (H.),  Examinateur  d'admission  à  lEcole  Polytechnique.  — 
Traité  d'Analyse.  7  volumes  ia-8,  avec  figures  dans  le  texte. 

ToxR  1  :  Calcul  différentiel,  applications  analytiques  et  géométriques. 

i885 '. 10  fr. 

Tome  II  :  Calcul  différentiel.  JppUcations  géométriques  ;  1887.  12  fr. 
ToEE  ill  :  Calcul  intégral.  Intégrales  définies  et  indéfinies;  1 888.  1 7.  fr. 
Tome  IV  :  Calcul  intégral.    Théorie  des  fonctions  algébriques  et  de 

leurs  iatégrcdes;  1889 12  fr. 

Tome  V  :  Calcul  intégral.  Equations  différentielles  ordinaires.  {S.pr.) 
Tome  VI  :  Calcul  intégral.  Equations  aux  dérivées  partielles  (S.pr.) 
Tome  VU  :  Calcul  intégral.  Applications  géométriques {'S.pr.) 

Ce  Traité  est  lo  plus  complet  qui  soit  publié  sur  l'Analyse.  Il  est  destiné  aux 
r<r^  innés  qui,  n'ayant  pas  le  moyen  de  consulter  un  grand  nombre  d'ouvrages, 

■  t  le  desir  «i'acquerir  des  connaittsances  étendues  en  IHathcniatiques.  Il  contient 
ne.  outre  le  développement  des  matières  exigées  des  candidats  k  la  Licence,  le 

--'4.me  des  principaux  résultats  acquis  k  la  Science.  (Des  astérisques  indiquent  les 

-tares  non  exigées  des  candidats  à  la  Licence.)  Enfin,  pour  faire  comprendre 

I    ■>  M  quel  esorit  est  rédigé  ce  Traité  d'Analyse,  il  suffira  dédire  que  l'.Auteur  est 

■  '•  ardent  disciple  de  Cauchy. 

ROUGHÉ  (Eugène)  et  COMBEROUSSE  (Charles  de).  —  Éléments  de  Géo- 
métrie, entièremonl  conformes  aux  derniers  programmes  d'enseignement 
UKt  classes  de  troisième,  de  seconde,  de  rhétorique  et  do  philosophie,  sui- 
vis d*un  Complément  à  l'usage  des  £lèyes  de  Mathématiques  élémen- 
taires et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions  sur  le  Lever  des 
ffnns,  l'Arpentage  et  le  Nivellement.  4"  édition.  In- 8  de  XL-6o4  P^g^s^Qglc 
n*fç  482  6gures  dans  le  texte  et  543  questions  proposées  et  exercices;  o 
ti<8 6  fr. 
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forment  par  an  un  volume  in-8  de  38  feuilles,  avec  figures  dans  le  texte. 
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d'où 


'«i 


OU 

(8)  X(wi-f-ai) 


Xl«i  \t.Ui  ^tUj-^  XUi  [lUi  v««i 

I  —  X:*  X'wi  X-Wj 


Nous  voyons  avec  quelle  simplicité  on  obtient  la  for- 
mule fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques proprement  dites.  L'addition  des  arguments  ellip- 
tiques du  n^  3,  troisième  espèce,  est  obtenue  tout  aussi 
simplement,  quoique  le  calcul  en  soit  plus  compliqué. 

Nous  avons  évidemment 


djr 


(-S) 


Ix 


{a^-  x'')f\x) 


dt 


iVi. 


<a"^~T'^)J\T)     ' 


En  décomposant  les  deux  fractions 


d'après  les  règles  bien  connues,  nous  aurons 

•la^x  _     ^^     /      '  '      \ 

(6*2 — ^^)f'{oc)''f\a)\a  —  X        a -V  X  ) 


o(x  ) 


9.a'j?' 


"{^)       f{^)\a-~^'        a-^xj       f{x)' 


{a^—x^)/' 

ici  le  degré  de  ^{jc)  est  moindre  que  le  degré  de /'(a), 
et  le  degré  de  ^{jc)  moindre  que  le  degré  f\x). 
Par  cette  raison, 


dXi 


\^x 
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(  ^-^^  ) 

Mais 

Ad\a-~Ti        ii^Xij        fia)* 
par  conséquent, 


(Ir,  a^  «v 


Eu  posant  a«  -t-  ^^^  =  JJ,  nous  avons 


et,  par  suite, 
s 


V^      /  dxi  _     a  /Aa -+- aa -^  pa'\' 


>   ./o  (i--^)^^/ 


Si  Xi  =  Xo  =  j:^3  =  o,  on  obtient 

ft  =  X  a  =  X,  "  =ac, 

par  conséquent  C  =  o  ^  donc 

"^      /  dxi  _     a     .      /aa -h  ^aS-H  Aa\* 

4.  L'équation  d'Abel 
se  transforme  en  celle-ci 

--  —  (l-+-/.ï)-r  -4-  --  —  (  —  -h  3)     =0. 

En  remarquant  que  -^  est  la  fonction  linéaire  et  en- 
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(21,  ) 

lière  de  la  fonction  pu  (  Weîersirass),  Téquation  (i),  re- 
latîvement  h  la  fonction  pu,  sera  de  la  forme 

(a)        /(>)  =  4p3a  —  S^ipu—  ^i  —  {apu-hb)^=  o, 
pu  =  X. 

M.  Halphen  emploie  cette  équation  dans  son  impor- 
tant ouvrage,  que  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  citer. 
Par  un  raisonnement  très  simple,  on  obtient 

,  db  ^     j 

du  =  2-^-—-  -+-  a  jr, — V  da, 
/(x)         f{x) 

(3)  W|-+- Mj-f- M3=  une  période. 

D^ailleurSy 

V^  ,  v^  Xi  db  v^  x}  da 

Or 

f(x,)      ^'        ^/'(x,)"4' 

par  conséquent  y 

^puxdux^  -^, 

(4)  y    /  puidui=  -  -4-  const.  =  d=  /paj  -t-  pw,  -H pwa  -h  C. 

Posons  Us  =  const.  ;  alors  dut  =  —  du2> 

En  différentiant  (4)  relativement  à  Uf,  nous  aurons 

p'a,  —  n'a' 

(5)  put—put  =  àz  y 

2  vpui -+- piij -h  pai 

d'où 

1  /p'ui  —  p'ws\' 
(A)  pu.-^p«,+  pa,=  -(^^^^^_^^J. 

C'est  la  première  formule  fondamentale. 
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(  2ia  ) 
De  l'équation  (4)  on  déduit 

(6)         \l[i^.C{i\-p-^^)''"] 

où  i  =  zh  I . 

Posons  Ui  -h  M2-I-  "8=  o? 


^"^X   (^-P«)rf"  =  ç(«): 


nous  aurons 


d'où 

a«,)-ç(«.)-!:(«.-«.)-^^-^  +  c, 

-*    pui  —  pUf 

Posons  «4  =  o>  (une  demî-période) 5  alors 

j;(u))  =  7),         Ç(a>-+- a,)-i- îi(tu  —  li,)  =  27),         p'a)=:o; 

par  conséquent, 

C  —  o, 
et 

'•v     w         -sv     «/         TV  ./         ^     pUi—pU2 

En  posant  ici  lîm(M4  )  =  o,  nous  voyons  que  la  partie 
principale  du  premier  membre  de  cette  équation  est 

->  et  celle  du  second ;   par  conséquent, 
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(  ^'3) 
et  l'on  a 

1    pU\  —  pi*i 

C'est  la   seconde  formule  fondamentale   (Halphen, 
p.  i38). 

6.  Remarque,  —  L'exactitude  de  l'équation 

3 

^     Cx]  dxi 

2àJ  "^ïT"'"^'^*^*'^' 

peut  être  démontrée  comme  il  suit. 

Posons 

s 

^   /  \^utdui=k'kui'kut'kuz, 
où 

k  =  ±l. 

En  différentiant  relativement  à  i£i,  on  obtient 
En  posant  ici  112  =  0^  nous  aurons 

X«Mi=>tX«M,, 

d'où 

A-  -—  -u  I.  C.    Q.    F.    D. 
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SUR  LK8  LIGNES  DE  COURBURE  DE  ^ELLIPSOÏDE 
ET  LES  SYSTÈMES  ORTHOGONAUX  DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  le  vicomte  de  SALVERT, 

Docteur  es  Sciences, 

Professeur  à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille. 


Si  on  laisse  de  côté  le  point  de  vue  géométrique^  pour 
n'envisager  que  les  conséquences  analytiques  et  le  parti 
qu'on  en  peut  tirer,  le  principal  intérêt  qui  s'attache 
au  problème  de  la  détermination  dés  lignes  de  courbure 
d'une  surface  donnée  consiste  en  ce  que  la  connaissance 
de  ces  lignes  permettra  de  former  immédiatement  un 
système  de  coordonnées  orthogonales  sur  cette  surface, 
dont  l'emploi  facilitera  notablement  ensuite  la  solution 
de  la  plupart  des  questions  soit  géométriques,  soit  mé- 
caniques, que  Ton  pourra  se  poser  à  propos  de  cette 
surface.  En  second  lieu,  cette  solution  supposée  ob- 
tenue constituera  un  premier  pas  vers  la  solution  d'un 
problème  encore  plus  important,  mais  bien  autrement 
difficile,  à  savoir  la  recherche  d'un  système  triple  or- 
thogonal (en  supposant  qu'il  en  existe  un)  dont  la  sur- 
face donnée  fasse  partie.  Aussi  la  solution  du  problème 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  donnée  doit-elle 
toujours,  à  notre  sens,  être  poursuivie  sans  perdre  de 
vue  ce  but  capital,  et  la  méthode  employée  pour  cette 
recherche  nous  semblera-t-elle  meilleure  ou  moins  bonne 
suivant  qu'elle  y  tendra  plus  ou  moins  directement. 

Or  la  plupart  des  auteurs  des  traités  d'Analyse,  lors- 
qu'ils veulent  montrer,  à  propos  de  l'ellipsoïde,  une 
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application  de  la  méthode  générale  donnée  pour  cet 
objet,  présentent  la  solution  sous  la  forme  donnée  par 
Monge,  laquelle  suffît  bien  à  la  vérité  pour  mettre  en 
relief  la  propriété  géométrique  essentielle  de  ces  lignes 
de  courbure,  à  savoir  que  leurs  projections  sur  les  plans 
principaux  de  la  surface  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles, mais  remplit  fort  mal  par  ailleurs  la  condition 
fondamentale  que  nous  venons  de  rappeler,  par  suite 
de  radicaux  qui  s'introduisent  forcément  dans  ces  équa- 
tions, lorsque  Ton  veut  représenter  isolément  Tun  ou 
l'autre  des  deux  systèmes  de  ces  lignes  de  courbure. 

Il  nous  a  semblé  que  Ton  pouvait,  au  contraire,  diriger 
l'application  de  la  méthode  générale,  c'est-à-dire  l'in- 
tégration des  équations  classiques  que  l'on  sait,  de  façon 
à  donner  pleine  satisfaction  à  ce  desideratum,  en  s'ar- 
rangeant   pour    obtenir  cette  même  solution   sous   la 
forme  symétrique,  sî  simple  et  si  commode,  que  donne 
immédiatement  l'application  du  théorème  de  Dnpin  au 
système  triple  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre, 
mais  sans  supposer  en  quoi  que  ce  soit,  bien  entendu , 
l'existence  de  ce  système.  Et,  dès  lors,  cette   solution 
une  fois  obtenue  constituera  une  voie  non  seulement 
légitime,  mais  qui  sera  peut-être  la  plus  logique  et  la 
plus  naturelle  (nous  ne  disons  pas  pour  cela  la  meil- 
leure et  la  plus  rapide)  pour  arriver  sans  effort  d'inven- 
tion à  la  notion  si  féconde  de  ce  remarquable  système, 
notion  en  réalité  fort  compliquée,  malgré  l'apparence  de 
simplicité  qu'elle  doit  à  sa  merveilleuse  symétrie,  et  que 
les  illustres  inventeurs  Lamé  et  Jacobi  posent  d'emblée 
dans  leurs  Ouvrages,  comme  par  une  sorte  de  divina- 
tion, sans  avoir  jamais  fait  connaître  par  quel  enchai- 
neraent  logique  de  raisonnements  et  de  calculs  ils  étaient 
parvenus  effectivement  à  la  découvrir. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  2i6) 
I.  Il  siiflira  pour  cela  de  nictlre  à  profit  la  remarque 
suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque 

si  l'on  suppose  que  Ton  ait  déterminé  par  l'intégration 
de  l'équation  difrércntielle  connue  l'ensemble  de  ses 
lignes  de  courbure,  et  que  Ton  représente  par  X  et  jx 
les  paramètres  correspondant  à  chacun  des  deux  sys- 
tèmes, cet  ensemble  sera  alors  défini  par  trois  équations 
telles  que 

(I)      F(T,y,z)  =  o,        F,(a:,^,2)  =  X,         F,(.r,^,  ^)  =  [x, 

et  Ton  obtiendra  isolément  soit  le  premier,  soit  le  se- 
cond système  en  associant  la  seconde  ou  la  troisième  de 
ces  équations  à  la  première,  qui  est  par  hypothèse 
Téquation  de  la  surface  donnée. 

Or,  si  Ton  suppose  ces  trois  équations  résolues  par 
rapport  à  a:,  j,  Zj  c'est-à-dire  mises  sous  la  forme 

on  pourra  envisager  ces  trois  dernières  équations  comme 
représentant  isolément  à  volonté  l'un  ou  l'autre  des 
deux  systèmes,  à  la  condition  d'y  considérer  comme 
une  constante  celui  des  deux  paramètres  X  ou  [jl  qui  lui 
est  relatif,  et  l'autre  comme  une  variable  auxiliaire  ana- 
logue au  temps  ou  à  l'arc  de  courbe,  en  fonction  de 
laquelle  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  sont  exprimées,  et  qu'il  y  aura  avantage  dès 
lors,  par  une  raison  évidente  de  symétrie,  à  prendre 
pour  variable  indépendanle  dans  tous  les  calculs  relatifs 
à  cette  courbe. 
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Cela  posé,  Téquation  din'érentielle  des  lignes  de  cour- 
bure, qui  est  en  général,  pour  la  surface  F(x,^,  z).  =  o, 


'''•    T.'    ''(s?) 

.        rfF         ./rfF\ 

dans  le  cas  particulier  de  T ellipsoïde 

est  la  suivante 

= 

c*          c* 

o, 


ou 


laquelle,  un  multipliant   par  ^xyz,  peut  encore  être 
écrite 


(i) 


.,  y'  22 (/s  IX dx 
+  (-'-«')tî-7i--â.- 


Or,  si  nous  envisageons  d'abord  spécialement  le  pre- 
mier système  dé  lignes  de  courbure  au  paramètre  \  et 
que  nous  nous  proposions  d'obtenir  des  équations  sous 
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la  forme  (2),  en  y  considérant,  ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué,  [X  comme  une  variable  auxiliaire,  on  aperçoit 
de  suite  qu'on  pourra  satisfaire  aux  deux  équations  (3) 

et  (4)  en  prenant  pour  —»  ~^»  ^  des  fonctions  linéaires 

de  la  variable  indépendante  [x,  c'est-à-dire  en  posant 


^:f=A../,, 

g  =  B.ft-^B'„ 

^-B..,. 

^;=C.,x  +  G'„ 

'-#  =  c.^„ 

les  coefficients  A^  B,,  Cj,  A',,  B',,  C,  étant  dès  lors  des 
fonctions  de  X,  car,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les 
deux  équations  (3)  et  (4)  qui  déûnissent  les  lignes  de 
courbure,  devenant 

(  A ,  H-  B,  -4-  Cl  )  |JL  -f-  a;  -T-  B'i  -r-  C'i  =•  I , 

[(6>— c«)(A|(jL4-/Vi)B,GiH-(c«  — a«)(B,jji-hB',)G,A, 

_H  (a»  —  6ï)(G,  jji  -h  g;  )  a,  B,]  ^{Ai  =  o, 

dont  la  seconde  se  réduit  simplement  à 
A,B,G,[(6«-c*)^  +  (6S-««}^|^(a*-^«)^j./|x2^o, 

on  voit  immédiatement  qu^elles  seront  vérifiées,  en  dis- 
posant des  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  trois 
conditions 

(5)  Ai-hB,-hG,rr=o,         a;-4-B', -^G;  =  1, 

(6)  (6«-c«)^  +(c2-a«)5l  H-(aî-Z;«)p-i  =0. 

Al  Oj  iij 

On  reconnaîtrait  exactement  de  même  que  l*on  ob- 
tiendra les  équations  du  second  système  au  paramètre  [x, 
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en  prenant  pour  —>  y^-j  ^  les  fonctions  linéaires  de  X  [^ 


dans  lesquelles  les  coefficients  A21  B^,  . . .,  C^^  qui  sont, 
par  hjrpothèse,  des  fondions  de  [x,  vérifieraient  les  con- 
ditions 

(7)  Aî-f- Bj-f-G,  =  o,        A'jH- B',-h  C',=  I, 

8)       (ôï_c«)^  _^(cs-a*)!^  H_(a«_6«)^  =0. 

Aj  Uj  Liï 

Ainsi    donc    on  pourra  obtenir  siniullanénient  les 
trois  équations  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 

sous  la  forme  (2),  en  prenant  pour  —,  ~ ,  —  des  ex- 
pressions qui  soient  linéaires  à  la  fois  par  rapport  à  X  et 
par  rapport  à  [Ji.  On  satisfera  à  cette  double  condition 
de  la  façon  la  plus  simple  possible,  en  prenant  pour 
ces  quantités  des  expressions,  telles  que 

(    g   =A(X-r-^)((X -+-/), 

(9)  |^  =  B(X-+-/0([x-!-m), 

f  fî  =G(X-+-A-)(!i.-t-/i), 

les  coefficients  A,  6,  C,  g",  A,  A,  /,  niy  n  étant  à  présent 
de  véritables  constantes,  auquel  cas  ceux  que  nous 
avons  appelés  précédemment  A4 ,  6| ,  . .  . ,  C\\  A2,  .  . . , 
C'j  auront  alors  pour  expressions 

A,  =  A(X-^^),  Bi  =  B(X-f-/0,  G,  =C(X-hA), 

A;  =  A(X  -4-^)/,  B',  =  B(X  -f-/i)m,  C,  =  C(X  -f-A')/i, 

Aj  =  A(  {x  -t-  /),  Bs  ==  B(  {JL  -+-  m),  Gj  =  C(  ix  -^  n ), 

A'5=.  A(;x-T-/j^.  B;=  B(;jL-^m)/?,  G',  =-.  G(;jl -r- w)^' 
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Avec  ces  valeurs,  les  condilions  (5)  et  (7)  élaul  alors 

(A-f-B-hG)X -i-A^  -i-BA     -4-GA-    =0, 

(A-r-B  — G)iJi-+- A/    -+-Bm    -h  G/i    =0, 

(A/  -t-Bm-i-G/i)X  -t-A^/-r-B  hm  -h  G  A/i  =  i , 

(A^-f-BA  -hGA)iJL -+- A/^-T-B7?iA-hG/iA^=  i, 

exigeront,  pour  être  satisfaites  quelles  que  soient  \  et 
[A,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  ligne  de  l'un  ou  l'autre 
système  que  Ton  considère, 


(10)     A     -i-B    ~G    =0, 

kgl-^  hhm-^Ckn=^  i 

(II)     A^H- BA-h  GA-  =  0, 

kl    -r-B/n    -T-G/i    =0 

Enfin  les  deux  conditions  (6)  et  (8)  deviendront  de 
même 

i  (1,1-^0^)1  ^_(ci— a«)/n-f-(a*— 6«)/i  ^- o, 
I  (^*— c*)^-f-(c«- a«)A  -+-(a«— 6»)X-r=o. 

Outre  les  conditions  (10),  (ii)^  (ï^)»  ^'^®  nouvelle 
équation  entre  les  constantes  résulte  de  ce  que  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  coupent  orthogonale- 
ment,  condition  exprimée  dans  le  cas  actuel  parTéqua- 
tîon 

d.r  dx       dy  dy        dz  dz  _ 

car,  au  point  de  rencontre,  les  cosinus  directeurs  de 
rélément  de  ligne  du  premier  système  sont  évidemment 

proportionnels  à  t-j  t^j  -t- y  ^  étant  la  variable  indé- 
pendante pour  cette  courbe,  et  \  une  constante^  et  de 
même  les  cosinus  directeurs  de  Télément  de  ligne  du 

second  système  sont  proportionnels  à  ~i  -~i   -,^5  ces 

différentes  dérivées  étant  les  dérivées  partielles  que 
fournissent  les  expressions  (2). 
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Or,  si  Ton  a  égard  aux  valeurs  (9)  de  x^  )  ,  z,  qui 
représentent  ces  expressions  (2)  dans  le  cas  actuel  et 
qui  deviennent,  en  extrayant  les  racines, 

ix  =  zb.  av/A(X-4-.^)((x-i-/), 
d'où  Ton  tirera 

^r  --4-  ^y/B   /;iv^      ^r  ^^  ^>v/B   /rrr 


5x 


la  condition  ci-dessus  (i3)  est  simplement,  en  multi- 
pliant par  4y 

Si  Ton  joint  cette  dernière  équation  à  la  première 
équation  (10),  et  qu'on  les  mette  sous  la  forme 


G, 


^2_c«       c*— a*       a^—fji 


en  introduisant  une  nouvelle  indéterminée  G,  on  voit 
qu'on  pourra  les  remplacer  par  les  trois  autres 

(i5)     A=(6>-c«)G,      B  =  (c«  — a«)G,       G  =  (c«— a«)G, 

et  dès  lors,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (11)  et  (10),  et  remarquant  que  les  premières  se 
confondent  alors  avec  les  équations  (12),  on  voit  que 
l'on  n*a,  en  définitive,  à  satisfaire  jusqu'ici  qu'aux  trois 
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(  'iaa  ) 
seules  conditions 


(i6)   {       (6*— c*)^   _|-(c«— a>)A     -f.(aî— ^î)>t-      =  o, 


Mais  la  symétrie  complète  manifestée  entre  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  par  ce  fait,  que  cet  en- 
semble de  conditions  subsiste  quand  on  y  permute  en- 
semble les  deux  groupes  (g,  /t,  k)^  (/,  m,  n),  impose  de 
plus  trois  dernières  conditions,  qui  achèvent  de  déter- 
miner les  constantes  (ou  plus  exactement  leurs  rap- 
ports), il  faudra,  en  effet,  dans  ce  même  ordre  d'idées, 
que,  si  Ton  a  obtenu  par  les  formules  (i4)î  à  Taîde  de 
ces  dernières  équations  (i5)  et  (16),  une  solution  du 
problème  correspondant  à  un  certain  système  de  valeurs 
des  coefficients  g^  f^t  k^  /,  m,  /i,  G,  on  obtienne  encore 
une  nouvelle  solution  avec  ces  mêmes  valeurs  en  per- 
mutant les  paramètres  X  et  [x  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  écrivant  dans  les  formules  (i4)  gt  hy  A  à  la 
place  de  /,  w,  /i,  et  vice  versa.  Dès  lors,  il  est  nécessaire, 
pour  ridentification  des  valeurs  (9)  ou  (i4)  correspon- 
dant aux  deux  solutions,  que  Ton  ait 

g  =  ly        A  =  m,        k  =  n. 

Étant  données  ces  nouvelles  conditions,  le  mode  le 
plus  simple  de  satisfaire  aux  deux  premières  équa- 
tions (16)  consiste  à  prendre 

(17) 

La  première  de  ces  deux  solutions  est  inadmissible, 
parce  qu'il  eu  résulterait  par  la  dernière  équation  (16) 
pour  G,  et,  par  conséquent,  par  les  équations  (i 5) pour 
A,  B,  C,  des  valeurs  infinies.  En  adoptant  donc  la  $e- 
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soit 

ff  =  i  =  '. 

h  —  m  =  \y 

X-  =  n  =  i, 

soit 

g^l  =  a\ 

h  =  m  =  ô«, 

k=n  =  c«. 

(223    ) 

conde,  on  aura,  au  conlraîre, 


(i8) 


i^=(^ 


■  c«)a^-r  {c2— a2)^i-+- («2— 6ï)c^ 


/      =r,: 


el,  par  suite,  pour  A,  B,  G,  par  les  équations  (i5), 

I 


A  = 
B  = 


(«*—  62)(a2_  c2) 

I 
(6«— c*)(62— aM' 

I 


En  reportant  enfin  ces  valeur»,  ainsi  que  celles  (17) 
de  g",  A,  ft,  /,  m,  n,  dans  les  expressions  (9),  on  aura 
définitivement,  pour  les  équations  de  l'ensemble  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  proposée  (3), 


(19) 


'  c2         (cî— aï)(c«— A*) 

La  solution  du  problème  des  lignes  de  courbure  étant 
ainsi  obtenue  sous  la  forme  (2),  on  pourra  la  mettre 
sous  la  forme  des  équations  (i),  en  écrivant  tout  d'abord 
ces  trois  dernières  équations  de  la  façon  suivante,  eu 
égard  h  la  seconde  expression  (18)  de  G, 


x^ 

(a^- 

-4-X)(a2_^ 

|A) 

a»  " 

(a* 

-  6*)(a*- 

-cM 

r*_ 

(b* 

-^l)(bi-^ 

V-^ 

6»  ~ 

(b^- 

-c^){b^-~ 

«*) 

z* 

(c» 

-^X)(c«-+- 

V-) 

x^ 


{10) 


-G 


jï  _  c^  —  a'i 
¥  "    -G 

cî  -     —  G 


[a*-f-(X 


[c*  +  (X 


fJL)a2-4-  Xjjl], 

M.)^>*-HXji|, 

f^)c2-i->.^], 
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puis  ces  dernières  elles-mêmes,  en  les  multiplianl  res- 

.       ,.  fï*  b^  c« 

peclivement  en  premier  lieu  par  -j — r,  ^ — ji  TITa' 

a»  b^  c» 

n 1   -1 '  <^e  qui 

les  transformera  dans  les  suivantes  : 


puis  en  second  lieu  par  -y- — >    r 
les  suivanli 


i 


(9.1) 


C»H-X 
.r» 


-G 

—  G 

ri(ft^^b^) 

=^G 


^^^--^ia^^H 


~"G 


(c«-^-X): 


dès  lors,  en  ajoutant  membre  à  membre,  d'une  part  les 
trois  équations  (20),  et  d'autre  part  les  trois  équations 
de  chaque  ligne  du  groupe  (21),  et  tenant  compte  de  la 
première  expression  (18)  de  G,  on  obtiendra 


{'X'?.) 


-f- 

b^ 

M- 

x^ 

-+- 

6«-i-X 

-i- 

-s 

a«-f-X 

c»4-X 

œ^ 

-f- 

y^ 

-f- 

z« 

a*-h  fji 


6*- 


Les  lignes  de  courbure  appartenante  chacun  des  deux 
systèmes  sont  donc  tracées  sur  Tellipsoïde  par  deux  fa- 
milles de  surfaces  du  second  ordre,  à  centre  unique, 
homofocales  entre  elles  et  avec  la  surface  proposée,  c'est- 
à-dire  dont  les  sections  principales  admettent  les  mêmes 
foyers.  La  condition  que  chacune  d'elles  doit  remplir 
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forcé  me  ni  de  coupcT  on  un  poîiil  réel  à  la  fois  la  surfaec 
proposée  et  toutes  les  surfaces  de  l'autre  famille  exige 
que  chacune  des  trois  surfaces  (22)  appartienne  à  une 
variété  ditïérente,  c'est-à-dire  que  les  deux  dernières 
soient  deux  liyperboloïdes,  l'un  à  une  nappe  et  l'autre 
à  deux  nappes. 

II.  Ce  résultat  important  étant  acquis,  quelques 
mois  suffiront  maintenant  pour  s'élever  de  là  à  la  notion 
du  sjrstème  orthogonal  des  surfaces  du  second  ordre  et 
du  même  coup  pour  poser  les  formules  fondamentales 
du  système  des  coordonnées  elliptiques. 

En  effet,  l'identité  de  forme  que  présentent  les  équa- 
tions des  deux  dernières  surfaces  (22)  invite  tout  natu- 
rellement à  appliquer  la  solution  qui  précède  h  une 
famille  d'ellipsoïdes  de  même  forme,  c'est-à-dire  ayant 
pour  équation 

X^  V*  z^ 

a*-Hv        6*-+-v        c*-^v 

Il  suffira  évidemment  pour  cela  d(î  changer  a^  eu 
a*  -f-  V,  b^  en  b'-^'^ct  c^  en  c^  -f-  v  dans  la  solution  (19) 
et  dans  les  équations  (22)  qui  en  découlent.  On  aura 
ainsi  tout  d'abord  pour  les  trois  premières,  en  chassant 
les  dénominateurs  des  premiers  membres, 

j__  (««-4-X)(qSH-  ^)(a2-4-v) 
^  ~         (aï— 6î)(a2-c»)         ' 


^j_  (c»-f-X)(c»-f-  ^)(c«-hv) 
"  ~        (c2— a2)(c*— 4«) 

Quant   aux  autres,  c'est-à-dire   aux    deux  dernières 
équations  (22),  il  est  clair  que  les  deux  familles  de  sur- 
faces qu'elles  représentent,  étant  complètement  définies 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VIII.  (Mai   1889.)  i5 
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par  ces  seules  rond! lions  d'avoir  à  la  fois  même  centre, 
mêmes  plans  principaux  et  mêmes  foyers  pour  les  sec- 
tions principales  que  la  surface  (3),  tout  en  appartenant 
chacune  à  une  variété  dillérente,  subsisteront  sans  mo* 
diiication  lorsqu'on  subslituera  à  la  surface  particu- 
lière (3)  la  famille  de  surfaces  (  28 )  qui  la  comprend, 
et  qui  a  toujours  même  centre,  mêmes  plans  principaux 
et  mêmes  foyers  qu'elle. 

Or  il  est  bien  clair  que  la  solution  que  nous  venons 
d'obtenir  ainsi  pour  Tellipsoïde  nous  fournit  en  même 
temps  celle  relative  k  l'un  et  l'autre  des  deux  hyperbo- 
loideSjCar  nos  raisonnements  ni  nos  calculs  ne  supposent 
en  quoi  que  ce  soit  que  les  constantes  a^y  i',  c^  soient 
toutes  trois  positives^  il  faut  seulement  que  l'une  d'entre 
elles  le  soit,  afin  que  la  surface  (3)  ne  soit  pas  imagi- 
naire. Cela  posé,  vu  l'analogie  complète  de  forme  entre 
les  équations  des  trois  familles  (22)  et  (23),  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  est 
coupée  par  les  deux  autres  suivant  ses  lignes  de  cour- 
bure, car  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique 
indilléremment  à  toutes  les  trois;  la  tangente  à  l'inter- 
section de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  est  donc  nor- 
male à  la  troisième,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  trois 
surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal. 

Pour  que  les  trois  équations  de  même  forme  (aa) 
et  (23)  représentent  chacune  une  variété  différente  de 
surfaces  du  second  ordre,  il  faut  évidemment  que  le  pa- 
ramètre de  chacune  soit  renfermé  entre  des  limites  qui 
lui  soient  propres.  Or,  si  l'on  suppose,  suivant  l'habitude, 
a^'^b^'^C'^  et  si  l'on  convient  d'appeler  \  jjl,  v  les 
paramètres  correspondant  respectivement  à  la  famille 
d'hyperboloïdes  à  une  nappe,  à  celle  d'hyperboloïdes  à 
deux  nappes  et  à  celle  des  ellipsoïdes,  on  aura  tout  d'a- 
bord comme  condition  nécessaire  de  réalité  de  ces  trois 
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■  ÎA  >  o, 


a*  -h  V  >  O  ; 


ieeUssement  imposé  des  trois  surfaces  entre  les  trois 
variétés  que  nous  venons  de  dire  exigera  en  outre 


c2-h  X  <  o, 


^«-f-(Jl>0, 
C«-4-  [X>0. 


6*-t-v  >  o, 
C*-+- V  >  o, 


c'cst-a-dire  simplement,  en  rapprochant  les  conditions 
précédentes, 


(25) 


a«<X<  — 6«<jji<^c«<' 


On  reconnaît  de  suite  qu'en  supposant  X>  [^,  v  astreintes 
â  ces  conditions,  les  expressions  (24)  fournissent  con- 
stamment pour  o:,  j^,  z  des  valeurs  réelles.  D'autre  part, 
on  s'assure  sans  peine,  par  des  substitutions  convena- 
bles dans  le  premier  membre,  que,  quelles  que  soient 
X,  y^  z,  l'équation  du  troisième  degré  en  p 


^î 


y^ 


-2 


a*- 


ht- 


=  I 


a  toujours  ses  trois  racines  réelles  et  séparées  par  les 
quantités  —  a-^  —  i,  —  c^  et  -f-  00,  en  sorte  que  l'on 
peut  alors  convenir  de  les  désigner  par  )^,  [jl,  v.  11  suit 
de  là  qu'à  un  point  quelconque  de  l'espace  correspondra 
un  système  de  valeurs  réelles,  unique  et  parfaitement 
déterminé,  des  variables  X,  |jl,  v,  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  ce  système  de  variables,  renfermées 
par  définition  entre  les  limites  (20),  puisse  être  em- 
ployé comme  un  système  de  coordonnées,  et  les  équa- 
tions (24)  seront  précisément  les  formules  de  transfor- 
mation qui  permettront  de  les  introduire  dans  les  calculs 
;i  Ja  place  des  coordonnées  rectilignes. 
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Bien  que  nous  ne  parvenions  ainsi,  en  fîn  de  compte, 
qu'à  des  résultats  fort  connus,  nous  ne  pensons  pas 
néanmoins  que  les  développements  qui  précèdent  doi- 
vent être  regardés  comme  complètement  inutiles,  attendu 
que  la  marche  et  Tesprit  de  la  méthode  qu'ils  ont  pour 
but  d'indiquer  peuvent  être  essayés  à  propos  d'autres 
surfaces  que  les  surfaces  du  second  ordre,  et  qu'ils  pour- 
ront peut-être  conduire  ainsi  un  analyste  plus  habile  à 
la  découverte  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux. 


SUR  LA  DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES 
EN  FRACTIONS  SIMPLES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1.  Lemme.  —  Le  polynôme  entier,  de  degré  n, 
F  (a:),  est  identiquement  nul,  si  l'on  peut  trouver  des 
quantités  a,  i,  c,  . . .,  /,  telles  que  l'on  ait  identique- 
ment 

F(a)  =  o,         F7a)  =  o,     ...,     Ft«-i^(a)  =  o, 
F(^,)  =  o,        F'(6)  =  o,     ...,     F(MK^^)  =  o, 


et 


F(/)=o,        F'(/)  =  o,     ...,     FCX-i)(/) 
a-4-^-f-YH-...-+-X>/i; 


car,  s'il  en  était  autrement,  l'équation  F(x)  =  o  aurait 
a  racines  égales  à  a,  ^  racines  égales  à  t,  ...,).  racines 
égales  à  /•,  par  conséquent,  plus  de  racines  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré. 

Il  s'ensuit  que  deux  polynômes  f(x)  et  f(x)^  dont  le 
premier  est  de  degré  n,  le  second  de  degré  m,  sont 
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identiques,  si  Von  a 

f{a)  =  ^{al       /'(«)  =  ?'(«),     ...'    /t«-*K«)  =  ?^«-»^(«), 


car  la  fonction  entière /(j:)  —  ^{^)  est  alors  identi- 
quement nulle. 

2.  Cela  posé,  soity(x)  un  polynôme  entier  de  degré 
inférieur  au  degré  de  la  fonction  entière  F(j:)  définie 
comme  il  suit: 

F(ar)  =  (a?  —  a)Hx  —  6)P. .  .(x  —  /)^. 

Soient  aussi 

nTa(a7)  =  (x  —  6)P(:r  —  c)Y. .  .{x  —  Z)^» 
isyp(j7)  =  (ar  —  a)'^{T  —  c)^. . .( j /)^', 

ii^=  '  £>a-ir  /(«)  I 

F'(^)  1.2.3. ..ir=n     "        l{x--a)ma,ia)] 

,       '       ps-i r     /(^)     1 

1.2. 3... 3-1     *        li^-b)m^(b)] 

■+- 

.  '  pX-il"  /(O  ] 

1.2.3... X-i    '      L(^-0'"x(OJ 

La  fonction  ©(x),  définie  par  cette  égalité,  est  une 
fonction  entière,  car  l'expression 

est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  x,  dont  le  déno- 
minateur est  (jc  —  a)^.  Le  produit  de  cette  expression 
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par  F(x)  est  donc  une  fonction  entière  de  x^  et  il  en  est 
de  même  pour  tous  les  autres  termes  du  second  membre 
de  régalité  précédente  5  il  faut  remarquer,  en  outre, 
que  la  fonction  o(x)  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 
F(x)  ;  car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle 
équivalente  a  (1)  est  d'un  degré  inférieur  à  a  ;  de  même, 
le  deuxième  terme  est  une  fonction  rationnelle,  dont  le 
numérateur  est  d'un  degré  inférieur  à  p, 

3.  Soit  maintenant/;  un  nombre  entier  inférieur  h  a; 
proposons-nous  de  calculer  la  valeur  <|ue  prend  (f^P^{x)^ 
c'est-à-dire  la  dérivée  d'ordre  p  de  ç(x)  quand  on  y  rem- 
place X  par  a. 

Observons,  à  cet  cllet,  qin;  la  dérivée  d'ordre  p  de 
rexpression 

..2.J...ÎJ-.     "       L(x-6)^p(6)J'<''^ 

sera  nulle,  ainsi  que  les  dérivées  des  expressions  ana- 
logues, quand  on  y  remplacera  x  par  a  5  il  y  aura  ex- 
ception pour  l'expression  suivante  : 

1.2.3. .. a  — I  L(-^— «)^a(«t)J 

Je  dis  que  celle-ci  sera  égale  à  J^P^(a).  En  effet,  si 
dans  l'expression  (2)  on  applique  à  la  dérivée  d'ordre 
«  —  1  qu'elle  renferme  la  formule  qui  fait  connaître 
les  dérivées  successives  du  produit  de  deux  fonctions 
données  ;  si  Ton  pose 

et  si  l'on  multiplie  Ions  les  termes  du  développement 
obtenu  par  F(.r),  ou  (x  —  (i)^t;j>j,(j')^  on  voit  que  cette 
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expression  c!Sl  égale  à 

,.,        ^  -^y(a)^      ^   ^       m^(x)-4-... 

I  .'2.3. .  .a  —  I 
Dans  ce  dernier  développement,  considérons  le  terme 

Cl  observons  que  sa  dérivée  d'ordre  p  est  nulle  pour 
x=  rt,  si  l'on  suppose  i^/>.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
est  égale  à 

1.2.3. ..e  [  J       *    \  j      V  V      / 

Pour  X  =  a,  elle  se  réduit  à 

I .2.3.. .« 

Donc,  p(»urx  =  a,  la  dérivée /?*"'"'-*  de  la  fonction  (3) 
se  réduit  à 

c'est-à-dire  à 

h,^[il(r/)T7T3,ûr)l, 
<)ii/>)(ri). 


Digitized  by  VjOOQIC 


(    232    ) 

4.  On  conclul  du  là  les  identités  suivantes  : 

?(«)=/(«),     ?'(«)=/'(«),     ?'(«)=/'(«),     ...^     <p^«-i)(a)  =/(»-!'(«), 
?W=/W,     ^'{b)=f'{b),     ^'(6)=/' (6),     ...,     ^(M'(6)=/«-"(6), 


Donc  la  fonction  cp  est  identique  à  la  fonction/",  et 
régalilé  qui  définit  la  fonction  <f{x)  constitue  une  for- 
mule propre  à  faire  connaître  un  mode  de  décomposi- 

f(x) 
tion  de  la  fonction  rationnelle  —— r  en  fractions  sim- 

F{x) 

pies,  savoir 

/(^)  ^  '        i>a-»r      /(^)      1 

1.2.3. .."p^^     ^        L(-^-^)W{i(^)J 


POTENTIEL  DUN  ELLIPSOÏDE  HOMOGÈNE  OU  GOHPOSÉ  DE 
GOIGIIES  liOllOGÈNES  CONCENTRIQUES,  DONT  LA  DENSITÉ 
VARIE  DUNE  COUCHE  A  LA  SUIVANTE; 

Par  m.  a.  ASTOR. 


I.  Considérons  deux  surfaces  fermées  S  et  St  homo- 
théliques  et  inûniment  voisines.  Soient  O  le  centre 
d'homothétie,  v  le  volume  de  la  couche  comprise  entre 
les  deux  surfaces.  Un  rayon  issu  de  O  les  coupe  en  deux 
points  A  et  A  <  infiniment  voisins,  pour  lesquels  les  plans 
tangents  sont  parallèles.  Menons  la  normale  en  A  à  S; 
elle  coupe  S|  en  un  point  B<  infiniment  voisin  de  A|  ; 
la  distance  de  B,  au  plan  tangent  en  A|  est  d'ordre  su- 
périeur au  premier,  et,   si   nous  appelons  fin   la   dis- 
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tance  AB|,  nous  pouvons  la  supposer  égale  à  la  distance 
clés  deux  plans  langenls.  Dès  lors,  P  étant  la  perpendi- 
culaire menée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  A,  nous  au- 
rons 

r 

—  étant  le  rapport  constant  -777" 

Si  nous  considérons  sur  S  des  points  infiniment  voi- 
sins de  A,  nous  voyons  que  la  longueur  dn  en  ces  difie- 
rents  points  demeurera  constante,  aux  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  au  premier  près.  Nous  l'appellerons 
Y  épaisseur  normale  de  la  couche  au  point  A.  Ceci  posé, 
soient  rfo-  un  élément  superficiel  de  S  en  A  et  du  l'élé- 
ment du  volume  de  la  couche,  limité  entre  S,  Si,  le 
contour  de  rfo-  et  les  normales  le  long  de  ce  contour; 
nous  aurons 

dv  =  d<T  dn  =  P  d<j  —  • 
r 

Supposons  qu'on  ait  pris  des  axes  rectangulaires  pas- 
sant en  O-,  nous  aurons,  avec  les  notations  habituelles, 


d<J  =  dx  dyyji  -^p^-h  ^*, 
P=  ^—px  —  qy^ 
y/ \ -k-  p^ -h  q"^ 
de  sorte  que 

dv  =  dx  dy  —  {z  —px  —  fj  y^. 

Sî  l'équation  de  S  est  de  la  forme 

(0  /(^,r»^)  =  >» 

oùy"cst  une  fonction  homogène  et  de  degré  m^ 

z-px—qy 
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devient,  d'après  le  théorème  d'Euler,  égal  h  jtj  et  Ton  a 


,  d,rdY  dr 

dv  =  m  ■ 


Faisons  maintenant  la  transformation  homograpliiquc 
déGnie  par  les  formules  x  =  \x' ^  y  =  [X)',  z=-^z\  où 
)v,  [A,  V  sont  des  constantes  données;  Féquation  (i)  se 
transformera  en  la  suivante  : 

qui  représente  une  surface  S'  dont  les  points  Jc^^y^  z' 
correspondent  individuellement  aux  points  x,  r,  z  de 
S.  Considérons  la  couche  comprise  enlre  S'  et  une  sur- 
face homothétique  S',  infiniment  voisine,  définie  par  le 

rapport -7-;  nous  aurons,  pour  l'élément  d{/  de  cette 

couche  correspondant  à  Télément  dv  de  la  première, 

,  ,       m  dr'  dy'  dr'         m    dx  dy  dr' 

dv'—  r-^  --,-  =  ^ 7r= r> 

©s'  r  A|XV       /-         r 

de  sorte  que 

dr^ 

rfp;  ^  j r^_ 

dv        XjAv     dr 


Ce  rapport  étant  constant  est  égal  à  celui  des  volumes 

des  deux  couches,  et  ces  dernières  peuvent  être  divisées 

en  éléments  correspondants  qui  sont  dans  le  rapport  des 

volumes  des  couches  elles-mêmes. 

Si  nous  considérons  deux  ellipsoïdes  dont  les  équations 

seraient 

.r*         V*        z*- 

a*  b^         c^ 


^r"  ^y 


»         ::'2 
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nous  voyons 

<]U* 

ils 

rentrent  dans  Je 

cas  précédent, 

en 

posant 

X  = 

a 
a' 

b 

c 

~  c' 

et,  pour  le  rapport  de  deux  éléments  correspondants  de 
deux  couches  comprises,  d'une  part  entre  les  ellipsoïdes 
d'axes  «,  i,  c,  «  +  r/a,  b-\-dby  c -^  rlc^  d'autre  part 
entre  les  ellipsoïdes  d'axes  a',  b\  c\a''\-da\  b'-hdb\ 
c'-\'(lcf^  satisfaisant  aux  conditions 


da        db        de 
a     ~~   b     ~    c 

da   _  db'  _  de' 
a'    ~    6'    ~~    c'    ' 

aurons 

da^ 

di^' 
di> 

a'  b'  e'     a'          b'  c'  da' 
~    abc      da    "    bc  da 

II.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  poten- 
tiel d'un  ellipsoïde  E  d'axes  A,  B,  C,  en  un  point  M  de 
coordonnées  a,  j3,  y. 

Nous  supposerons  d'abord  rellipsoïde  homogène  et  le 
point  M  extérieur.  Décomposons  E  en  coucbes  infini- 
ment minces  par  des  ellipsoïdes  homotliétîques  et  con- 
centriques, et  soient  a,  i,  c,  a  -\-  da^   b  -{-  db^  c  ^  de 
les  axes  des  ellipsoïdes  e  et  e^  qui  limitent  une  de  ces 
couches*,  calculons  le  potentiel  de  cette  couche.  Pour 
cela,    par  M  faisons  passer  rdlipsoïde  e',  d'axes  a\  b  ^ 
c\  homofocal  à  e,  et  formons  une  couche  ellipsoïdale  au. 
inoytîu  de  e'  et  de  l'ellipsoïde  e\   liouiothélique  à  o    et 
d'axes  a'-f-  dc^,  V -^  dUj  c'-f-  dd .  Sur  e  prenons  riioiixo- 
logue  M'  de  M;  soient  u  la  distance  d'un  point  Vl  de  c?  à 
M,  Il    la  distance,  égale  à  i/,  de  sou  lioniolojiîne  D  swr  c- 
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à  M';  p  étant  la  densilë  commune  des  deux  couches  v  et 
\^\  nous  aurons,  en  appelant  rfV  et  dS'  les  potentiels  de 
V  eu  M  et  de  v'  en  M', 


— /f. 


6'  c'  û?a' 

Pour  avoir  rfV,  il  suflGt  donc  de  calculer  d\'  et  de  le 

bc  da 

b'c'da! 


multiplier  par  le  rapport  ,,  ,  ,  ,  des  volumes  des  deux 


couches. 

Le  potentiel  dV  étant  indépendant  de  la  position  du 
point  M' intérieur  à  la  couche  e',  nous  pouvons  le  cal- 
culer, et  c'est  ce  que  nous  allons  faire,  en  supposant  le 
point  au  centre  même  de  la  couche.  Calculons  le  poten- 
tiel de  Tellipsoïde  e'  au  centre  O.  Considérons  un  cône 
inGniment  délié  de  sommet  O  et  d^ouverture  Jo  dont 
une  nappe  coupe  e'  en  ly.  Soient  x\  j',  z',  1/  les  coor- 
données de  D'  et  sa  distance  au  centre.  Le  potentiel  de 
la  nappe  est 

p   ï      u  du  dvù  =  ç,  dio  —  • 

Si  nous  posons 

x' =  u' cos^f        y  =  u  sin(i  cos^f         r'=  «' sin6  àint}*, 

nous  pouvons  faire 

dto  =  sinO  </0  d^\ 
d'autre  part, 


cos^ô        sin^Ôcos-^p        sin*6sin*J^' 

. I 1  -1 1 
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le  potentiel  V  de  d  est  donc 


£   Ç    sinOrfe 


^0 

X 


/ 

En  posant  cos6  =  v',  on  peut  ramener  immédiatement 
cette  intégrale  double,  par  un  calcul  connu,  à  la  forme 


21Cp 


"  J.   (-^^•■/(-^■-/ 

Le  potentiel  \ '-f-  dS'  de  Tellipsoïde  e\ ,  liomothétique  à 
e\  s'obtiendra  en  remplaçant,  dans  la  formule  précé- 
dente,  les  axes  a\  h\  d  par  ceux  de  e\y  et,  comme 


rfV'=2Trp 


b'c' 


ne  changent  pas,  on  voit  que 


Pour  avoir  rfV,  il  suffit  de  multiplier  dS'  par  ,>  ,  ,  ,  » 
et,  comme  da'-  =  2  a'  rf«',  on  voit  que 

Faisons  le  changement  de  variable  donné  par  la  for- 
mule 

V  _  u 
a'  ~  a 
remarquons  que 

6'«—  a'^  =  6«-  a»,        c'*—  a'»=  c*-  a*, 
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rt  posons,  comme  c*est  l'usage* , 

a»       ""       A*        ""      '  ~5r"  -  "Ai  ^    * 

il  vient 


,       bcda    r"  du 

=  4^P -^  /     i r 

J„     (,-hXîm«)*(i-+-X'*m«)« 
,     BG      .     r"^'  du 

^^izç>  —  adaf -' 


0M« 

Le  facteur  4^?  -77  est  égal  à  -j—  >  M  étant  la  masse  de  E. 
Remarquons  que  /i'  est  donné  par  l'équation 


a'»        a»  +  6«  —  «2  ^  rt'i _j.  c»  —  a* 
que  l'on  peut  écrire 

Si  donc  nous  posons  —  =  a,  nous  voyons  que 

aA»     L      \  i-HX*a*        i-hA^'wVj 

/-"  du 

/     i f' 

y.     (n-Xîaî)î(ï-f-X'»aî)* 


et 


X 

0 


Si  nous  appelons  A',  B',  C  les  axes  de  rdlipsoïde  ho- 

A 

mofocal  de  Equi  passe  en  M,  u  variera  de  o  h  —,^  desorlc 
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que 


C    /       ^ p 

./„    (i-r-Xîa«)«(i-+-X'»ii«)« 


X 

'  0 


intégrons  par  parties  et  remarquons  que,  pour  u  =  -j-,^ 

Texpression  ii^  (a^-h  ^J',,^,  +  ,^X'tut)  ^«^'^nt  égale 
à  A*;  il  vient 


•  0 

rfu 
X 


(l-t-Xitt«)«(H-X'«tt«)« 

Supposons  maintenant  Tellipsoïde,  non  plus  homo- 
gène, mais  composé  de  eouches  homogènes;  le  potentiel 
delà  couche  e^  de  densité  p,  peut  s'écrire,  s^  étant  le  vo- 
lume de  rellipsoïde, 

X   / , p, 

p  étant  fonction  de  a  ou  n^  ;  posons 


ou 


--  il  Q  [//S  /a2_a 'L—    H :^L_^  )]  ; 

•  L       \  I  —  A*W*  I  -»-  A  *«*/ J 
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la  fonction  cp  se  délerinincra  par   une  quadrature,  el 
nous  aurons 


r"              du 
<  /    j p. 

7o        (l-t-X*u2)'î(l-+-X'«*f2)» 


X 

^0 


Intégrant  encore  par  parties,  nous  trouvons  immé- 
diatement 


-,^,f  K'-[-(-^^--T:A^)]i 


du 


l  1  ' 

(i-+-Xîm*)«(h-X'2mî)* 


formule  qui  comprend  la  première  (|uand  on  sup{K)se 
^(a^)  =  pa-,  p  étant  la  densité  supposée  constante. 
Pour  avoir  les  composantes  de  l'attraction  de  E  sur 

M,  il  suffit  de  calculer  -7->  -75-»  t-  et  de  les  multiplier 

'  Oa      d^      à^(  *■ 

par  le  produit  /^ix  de  la  constante  de  la  loi  de  Newton  et 
de  la  masse  de  M.  Or  V  dépend  de  a,  p,  y  pour  deux 
raisons  :  d^abord,  parce  que  ces  quantités  entrent  expli- 
citement dans  le  terme 

puis,  parce  qu'elles  entrent  implicitement  dans  la  limite 
supérieure  p  de  l'intégrale  définie,  car  A'  est  une  fonc- 
tion de  a,  j3,  y  donnée  par  l'équation 
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mais  la  dérivée  de  Tiiitégrale  par  rapport  à  y-,»  étant  ce 
que  devient  la  fonction  de  ii  qui  multiplie  du  sous  le 
signe /quand  on  y  remplace  u  par  ^,,  s'annule;  car 

devient,  par  cette  substitution, 

En  remarquant  que 

•  L      y  1-4- A*  <e^        I  —  )/^M*/  1   _ 

on  trouve  donc 

A 


A^ 

3£q    /"^' p  g»  </// 

Tl  r   /  I  7 

J^     (,H-XîM«)»(i-4-X'îa*)* 

A 

/  (l-i-X«MÎ)*(H-X'«MÎ)* 


0 
A 
k  A 


z  =  -t^      -** 


A» 


Ce  sont  les  formules  connues. 

Les  expressions  trouvées,  dans  les  deux  cas,  pour  le 
potentiel,  supposent  le  point  M  extérieur  à  rellipsoïde; 
iJ  est  facile  de  voir  que,  à  condition  de  remplacer  la  li- 
mite supérieure  par  l'unité,  elles  subsistent  quand  le 
point  M  est  sur  l'ellipsoïde  ou  à  son  intérieur.  La  chose 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII  (Mai  1889).  16 
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est  évidente  quand  M  est  sur  rellipsoïde.  Supposons -le 
intérieur-,  par  M  faisons  passer  Tellipsoïde  homothé- 
tique  ;  soient  A  i ,  B< ,  Ci  ses  axes  ;  le  potentiel  V  se  com- 
pose de  la  partie  constante  V|  correspondant  au  volume 
compris  entre  les  deux  ellipsoïdes  et  du  potentiel  V2de 
l'ellipsoïde  A<  B<  C< . 

Supposons  la  densité  constante;  le  même  raisonne- 
ment servirait  dans  le  second  cas.  Nous  avons  d'abord 

^i=Â^/  «^^/  i i 

-A^l  rVv^-.vM "^ • 

-  ..A3   /     ^  •''  «  1' 

puis 

du 
X   i 1' 

de  sorte  que 


C.    Q.    F.    D. 

L'équation  générale  des  surfaces  de  niveau  a  Tune  des 
deux  formes 

du 

coiist.. 


(n-Xîa*)«(i-hX'2Mï)» 
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A 


du 


(i-f-X2aî)î(n-X'«Mî)î 


:  const. 


Si  la  surface  doit  passer  par  un  point  extérieur,  A'  est 
une  fonction  de  x^y^  z  déterminée  par  Téquation 


-2 


A's  ^  A'«-hB2--A2        As-f-G2— A> 


=  I. 


Si  elle  doit  passer  par  un  point  situé  sur  Tellipsoïde  ou 
à  son  intérieur,  la  limite  supérieure  doit  être  remplacée 
parFunité.  Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  des 
ellipsoïdes^  si  la  densité  est  constante  ;  mais  il  n^en  est 
plus  de  même  si  elle  est  variable.  Elles  peuvent  être 
algébriques  ou  transcendantes.  Si  Ton  supposait,  par 
exemple,  'f  («*)  =  Ar(a*)*,  les  surfaces  de  niveau  se- 
raient, comme  on  le  voit,  du  quatrième  degré. 


SOTS  SUR  LA  QUESTION  DU  CONCOURS  (iÉNÉR4L 
DE  HATHÉMATIOUES  SPÉCIALES  EN  1888; 

Par  m.  LEMAIRE, 

Professeur    au    lycée    de    Lorient. 


Transformant  en  coordonnées  polaires  Téquation  de 
la  courbe  C,  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

p*— !iF(w)p«-h  K  =  o, 

K  étant  indépendant  de  (o.  Le  produit  des  racines  ^e 
cette  équation  est  constant.  Nous  en  concluons  que  la 
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courbe  C  est  transformable  en  elle-même  par  rayons 
vecteurs    réciproques,    Torigme    d*in version   étant   le 

centre  O  de  TelUpse  donnée,  et  la  puissance  y/K.  On 
sait  que  les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  courbes  anallagma- 
tiqueSy  sont  des  enveloppes  de  cercles  coupant  orthogo- 
nalement  un  cercle  ûxe^  réel  ou  imaginaire,  et  ayant 
leurs  centres  sur  une  courbe  fixe,  dite  déférente.  Il  est 
facile  de  trouver,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  cercle 
fixe  et  la  déférente  :  celle-ci  est  une  conique. 
Clierclionsy  en  effet,  Tenveloppe  d'un  cercle 

coupant  orthogonalement  le  cercle  fixe 

xtSf-  y^—  R*  =  O 

et  ayant  son  centre  sur  la  conique 

Arrï-h  Br' — i  =  o; 
py  Py  ç  satisfont  aux  relations 

A/?* H-  Bgrî—  I  —  o, 

L'équation  du  cercle  variable  peut  s'écrire 

OU 

X^-\-  y^  —  2/>a7  —  2  ^^  -H  R'  =  O, 

avec  la  condition 

A/>» -4- B  <7» -— I  =  o. 

Éliminons  p  ei  q  entre  ces  deux  relations  et 

Ap  _  hq 

X    ~   y  ' 
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uous  avons 

(l'on 


7 


A(^2  4-^2-i-K*) 


L'eiivcîloppe  a  donc  pour  équation 

On  trouve  bien  une  équation  de  la  forme  de  (C) 

(C)     (j:»-hr2— a*— 6«)2 ^  (ô^x^h- ««/î  — a«6»)=  o. 

L'identification  donne 

2  =(a«-HÔ»)-i-  _î_a«-+.R». 
B  •  '       tang»8 

Pour  »iinp1iGer  Técriture,  conservons  les  notations 
(A,  B,  R).  Tout  ce  que  nous  dirions  de  la  courbe  (i) 
s*appli<|uera  à  la  courbe  (C).  (i)  admet  pour  asymptotes 
les  droites  isotropes  du  plan.  Donc  on  peut  dire  que 
tout  cercle  du  plan  a  avec  cette  courbe  aux  points  cycli- 
ques une  bi tangente  imaginaire. 

Un  cercle  la  touchera  donc  en  quatre  points,  s'il  a 
avec  elle  deux  points  de  contact  à  distance  finie. 

Or  les  cercles  qui  ont  pour  enveloppe  (i)  lui  sont  pré- 
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cisément  bitangenls  :  tout  revient  donc  à  chercher  com- 
bien de  ces  cercles  sont  tangents  à  une  droite  donnée 

(D)  mx  -h  ny  -\-i  =o, 

La  condition  de  contact  du  cercle  variable 

avec  la  droite  D  est 


I 

O 

-P 

m 

0 

I 

-9 

n 

p 

-^ 

R« 

I 

71 

n 

I 

0 

ou 


{np  —  mq)^ — 7.{mp  h-  /içr )  =  ( m* H-  n*)R*-h  i. 


Finalement,  nous  voyons  que  le  centre  de  tout  cercle 

répondant  k  la  question  se  trouve  à  la  fois  sur  les  deux 

coniques 

A  a:* -h  B^»— I  =  o, 

(na?  — m/)»—  2(/na7~h  n^)  =  (m«-h  n*)R«-hi. 
Donc  il  y  a  au  plus  quatre  cercles  pareils. 


ERRATA  Alix  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SGHRO\. 


Page  ii4,  log.  64-270,  au  lieu  de  8o3oo83,  lUcz  8o8oo83. 
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SUR  LES  PLAi\S  DIAMÉTRAUX  DAKS  LES  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  Cii.  BIKHLKR. 


1.  Soit /"(j:,  )',  c)  =  o  réquatioii  de  la  surface  du 
second  ordre  :  si  l'ou  coupe  celte  surface  par  des  droites 
toutes  parallèles  entre  elles  et  si  Ton  désigne  par 

r  —  x^s  •-  a:. 

-  =  -u  -  7? 

les  équations  de  Tune  de  ces  droites,  les  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  surface  sont  donnés  par 
Téqualion  du  second  degré  en  p 

5(x,j,  3)  étant  l'ensemble  homogène  des  termes  du 
second  degré  de  l'équation  de  la  surface.  Pour  que  le 
point  (xo,jo)^o)  soit  le  milieu  de  la  corde,  il  faut  que 
i  équation  en  p  ait  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
Iraires;  si  donc  ^(a,  ê,  y)  est  différent  de  zéro,  les  coor- 
données du  point  (j^O)  J)  Oî  ^0)  devront  satisfaire  à  Téqua- 
lion 

Le  point  (jr©,.)'©!  2»)  se  trouve  donc  dans  le  plan 

^/-  -^  ''J'y  -+-  V/i  =  o- 

Réciproquement,  tout  point  de  ce  plan  jouit  de  celle 
propriété  que,  si  par  un  point  quelconque  de  ce  plan  on 
mène  une  droite  parallèle  à  la  direction  a^  ê,  y,  le  point 
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considéré  est  le  point  milieu  de  la  corde  correspondante. 
Nous  allons  passer  en  revue  les  diverses  surfaces  du 
second  ordre. 

I.  —  Surfaces  qui  ont  un  centre  unique 

A    DISTANCE    TINIE. 

2.  L'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  v 
est,  comme  nous  l'avons  vu, 

Cette  équation  nous  montre  que,  dans  le  cas  des  sur- 
faces à  centre  unique  où  les  équations  y^=  o,yV^=o, 
f^=o  ont  une  solution,  le  plan  diamétral  passe  parle 
point  dont  les  coordonnées  sont  données  par  cette  so- 
lution, et  qui  est  le  centre  de  la  surface,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  a,  6,  y.  Tous  les  plans 
diamétraux,  dans  les  surfaces  à  centre  unique,  passent 
donc  par  le  centre. 

3.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  (p(a,  6,  y)^o, 
c'est-à-dire  que  les  cordes  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y 
rencontrent  effectivement  en  deux  points  la  surface;  le 
plan 

est  alors  le  lieu  des  points  milieux  de  ces  cordes. 

Mais,  dans  le  cas  où  le  c6ne  asymptotique  de  la  sur- 
face ç(j^,j^,  z)  =  o  est  réel,  il  existe  une  infinité  de 
directions  a,  6,  y  pour  lesquelles  y  (a,  6,  y)  =  o  ;  elles  sont 
données  par  les  génératrices  du  cône  asymptotique:  alors 
le  plan 

est  le  lieu  des  points  tels  que,  si,  par  chaque  point  du 
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lieu,  on  mène  une  parallèle  à  la  direclion  asyuiptolique, 
ces  droites  ne  rencontrent  plus  la  surface.  Le  lieu  de 
tous  ces  points  est  un  plan  qu'on  appelle  le  plan  asym- 
ptQte  :  c'est  en  môme  temps  le  lieu  de  toutes  ces  droites. 
On  peut,  en  effet,  écrire  l'équation  du  plan  diamétral 
sous  la  forme 

arç'of-f-^cpg-}-  50y-f-  2(Ca-i-  G'6  -h  C'y)  =  o.  ^ 

La  droite 

x  =  370-4- ap, 

z  =  z^-^  Y,o 
est  parallèle  à  ce  plan,  puisque 

la  droite  ayant  le  point  {xq^Jq^  Zq)  dans  ce  plan,  et  lui 
étant  parallèle,  y  est  contenue  tout  entière. 

Les  plans  diamétraux  des  directions  asymptotiques 
sont  aussi  appelés  les  plans  diamétraux  singuliers  de  la 
surface. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  le  plan  asym- 
ptote est  un  plan  tangent  au  cône  asymptote  de  la  sur- 
face le  long  de  la  génératrice  asymptotique  de  direction 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  faire  voir  que,  si  la 
direction  a,  6,  y  des  cordt^s  se  rapproche  jusqu'à  se  con- 
fondre avec  une  génératrice  du  cône  asymptotique,  le 
plan  diamétral  correspondant  tend  à  se  confondre  avec  le 
plan  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  génératrice 
asymptotique. 

Soient  • 

O  le  centre  de  la  surface  {Jig.  i)  que  nous  prenons  pour 
origine  des  coordonnées  j 
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OA  la  droite  de  direction  a,  6, y; 

C  la  section  faite  dans  le  cône  asymptote  par  un  plan 
parallèle  au  plan  des  xj; 

le  plan  diamétral  de  la  direction  OA  est  le  même  pour 
la  surface  et  pour  le  cône  asymptote. 

Fîg.  I. 


Supposons  que  le  point  A  soit  dans  le  plan  2  =z  s,  : 
ses  coordonnées  seront 

Si  Ton  remplace  a,  6,  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces 
équations  dans  Téquation  du  plan  diamétral,  nous  aurons 

Cette  équation  n'est  autre  que  l'écjuation  de  la  polaire 
du  point  (j?!  ^ji  )  par  rapport  à  la  courbe  C,  cette  courbe 
étant, rapportée  à  un  système  d*axes  parallèles  aux  axes 
Ox,  Oy  menés  par  le  point  du  plan  de  la  courbe  C,  où 
Taxe  des  z  rencontre  ce  plan,  en  faisant  dans  cette  équa- 
tion z  et  Zi  égaux  à  l'unité. 

La  polaire  DE  du  point  A  n'est  donc  autre  que  la 
trace  du  plan  diamétral  de  AO  sur  le  plan  de  la  courbe  C. 
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On  voit  donc  que,  si  la  droite  OA  tend  à  se  rapprocher 
d'une  génératrice  du  cône  asymptote,  le  point  A  se  rap- 
proche de  la  courbe  C,  et  la  polaire  DE  se  rapproche 
de  A;  on  voit  donc  que,  si  le  point  A  vient  en  uu  point 
quelconque  de  la  courbe  C,  la  droite  DE  devient  tan- 
gente à  la  courbe  en  ce  point,  et  le  plan  diamétral  de  la 
direction  limite  de  OA  devient  alors  tangent  au  cône 
asymptote  le  long  de  la  génératrice  avec  laquelle  vient 
se  confondre  OA. 

4.  Nous  avons  vu  que  tous  les  plans  diamétraux  pas- 
sent par  le  centre.  Inversement,  tout  plan  qui  passe  par 
le  centre  de  la  surface  est  diamétral  d'une  certaine  di- 
rection de  cordes.  Proposons-nous  de  trouver  cette  di- 
rection. 

Soit 

ax-h  by-^cz-\-d=  o 

Téquation  du  plan  donné;  il  sera  diamétral  de  la  direc- 
tion or,  6,  V  si  l'on  a 

?i  ^  ?g  ^  ?V  ^  a(GaH-C6H-r/Y)_ 
abc  d 

Soit  A  la  valeur  commune  de  ces  rapports  :  on  aura  les 
relations 

B'a-f-A'6-+-BY  — X6  =  o, 
B'a-hBê  -hA-'y  — Xc  =  o, 
Ca-+-G'6-+-G'Y-Xrf=o. 

Ces  quatre  équations  devant  être  satisfaites  pour  des  va- 
leurs de  a,  ê,  Y^  X  non  toutes  nulles,  le  déterminant 

A  B'  B'  a  I 

B'  A'  B  h  \ 

B'  B  V  c   \ 

C  C  G  d  I 
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devra  être  nul.  Celte  condition  exprime  que  le  plan 
donné  passe  par  le  centre.  Les  trois  premières  équations 
déterminent  a,  6,  y  en  fonction  de  "k  sous  la  forme 

*05  60,  Yo  ayant  des  valeurs  parfaitement  déterminées, 
puisque  le  déterminant 

A     B"     B' 

B"    A'     B 

B'     B      A' 

est  différent  de  zéro^  Téquation 

déterminera  pour  X  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, qui  fournissent  deux  directions  a,  6,  y  de  signes 
contraires,  et  par  suite  une  seule  direction  de  cordes. 


II. 


ParaboloÏdes. 


5.  Nous  supposerons  d*abord  que  ç(a,  6,  y)  soit  dif- 
férent de  zéro^  Téquation  du  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aêy  est,  comme  précédemment, 

Nous  allons  montrer  que  tous  ces  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  Taxe  du  parabo- 
loïde. 

En  effet,  pour  que  la  surface  soit  un  paraboloïde,  il 
faut  que  deux  des  plans  des  centres  se  coupent  suivant 
une  droite  à  distance  finie;  nous  supposerons,  dans  ce 
qui  suit,  que  les  deux  plansy^=  o,f^=  o  se  coupenl.  Il 
s'ensuit  que  ]iis  trois  délcrmînanls 


A 

B 

A 

B' 

B"     B' 

B' 

A' 

j 

B" 

B 

» 

A'     B 

Digitized  by  VjOOQIC 


(  »53) 
ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  ;  admettons  que 

A     B' 

B'    A' 
est  diflerent  de  zéro. 

Le  déterminant  du  système y^=  o,y^=  o,y^  =  o  est 
nul,  mais  le  caractéristique  du  troisième  ordre 


B'    C 

A'    G' 


B'     B     C 


est  différent  de  zéro  si  la  surface  est  un  paraboloïde,  au- 
trement la  surface  admettrait  une  ligne  de  centres. 
Des  deux  conditions  précédentes,  on  déduit  l'identité 


A    B'  ^-/; 

A      B'     C 

B'  A'  j/; 

— 

B'    A'     G' 

B'     B      \fl 

B'     B     G' 

Celle  équation  est  de  la  forme 

OÙ  V  et  iî  sont  différents  de  zéro,  celte  équation  peut 
donc  être  résolue  par  rapport  sl/^;  on  a  identiquement 

et  réqua^ion  du  plan  diamétral  devient 


ou 


/i(«v  -  ifX)  -h/;.(6v  —  Yjx)  -  Yi:  =  o; 


on  voit,  sous  cette  forme,  que  tous  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
/^=  o,  y*' =  o  qui  se  coupent  suivant  la  droite  dans  la 
direction  de  laquelle  le  centre  est  rejeté  h  l'infini;  cette 
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droît«  est  parallèle  à  Taxe  :  nous  dirons  que  les  deux 
plans  f*^  =  o,  j'y  =  o  définissent  la  direction  de  Taxe  de 
la  surface. 

6.  Pour  que  les  plans  diamétraux  correspondant  à 
deux  directions  a,  6,  y,  a',  6',  y'  soient  parallèles  entre  eux, 
il  faut  que  les  directions  considérées  soient  parallèles  à 
un  même  plan,  parallèle  à  Taxe  de  la  surface. 

En  effet,  si  les  plans 

^?a'~+'J^'f'6'"î~  -so'y'-H  2(Ca'-h  G'ê'-f-  G'f')  ~  » 
sont  parallèles,  on  aura 

?«    __  Ç6    _  ?T  . 
(pat'         <p'€'         5y 

mais,  de  Tidentitê 

Vi-^  !V.i -^  v/: -h  Tt  =  o, 

on  déduit 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  seule  relation 


©a         o6' 

entraîne  le  parallélisme  des  deux  plans. 

On  a,  en  effet. 

2«    =15=: 

X©a  +  |X9'(5   _  —  voy 

?a'        ?S' 

X<pa'-+- [xçp'e'         —  vcp'y 

Or,  de  l'égalité 

?«  _   g''ô 

on  déduit 

fa'         ?8' 

?a  _  ?«; 

Î5g          o' 

II. 
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(  ..55  ) 
Cl,  si  l'on  désigne  par  m  la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, on  voit  que  les  deux  directions  a,  6,  y,  a',  6',  ^  sont 
situées  dans  le  plan 

?!r —  mo'y=  o, 
qui  est  parallèle  au  plan 

fx  —  m/y  ==  o 

et,  par  suite,  la  proposition  est  démontrée. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  est  contenue 
dans  un  plan  parallèle  à  Taxe,  les  plans  diamétraux  cor- 
respondants sont  parallèles  entre  eux.  En  effet,  si 

cpi  —  m  o'y  —  o, 
est  le  plan  auquel  les  cordes  restent  parallèles,  on  aura 

-^  =  -^  =  771, 
d^OÙ 

les  plans  diamétraux  conjugués  des  directions  a,  ê,  y, 
a',  6',  Y  sont  donc  parallèles. 

7:  Le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdcs  n'est  in- 
déterminé pour  aucune  direction  de  cordes,  et  il  est  re- 
jeté à  rinflni  pour  une  seule  direction,  qui  est  celle  de 
l'axe. 

En  effet,  pour  que  le  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aêv  soit  indéterminé,  il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 

B'a-+- A'6-i-By  =o, 
B'a-+-B6  -+-  A''y  =  o, 
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Ces  équations  montrent  que  les  trois  caractéristiques 
du  troisième  ordre  des  équations y^=  o,y'=  o^f'^=o 
sont  nuls*,  cela  n'est  pas  possible,  car  la  surface  serait 
un  cylindre;  le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdes  ne 
peut  donc  être  indéterminé  pour  aucune  direction  de 
cordes. 

Le  plan  diamétral  n'est  rejeté  k  Tinfini  que  pour  une 
seule  direction  des  cordes  conjuguées.  Les  équations 

B'a-f-A'6-t-BY  =o, 
B'aH-B6  -hA'Y  =  o 

sont  compatibles,  et  les  deux  premières  équations  nous 
donnent 

a  —  «oT,         ê  =  6oY, 

ao  et  60  étant  bien  déterminés,  ce  qui  ne  fournit  qu'une 
seule  direction,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Nous  allons  examiner  maintenant  ce  qui  arrive  quand 
œ(a,  6,  y)  est  nul,  et  nous  allons  établir  les  résultats 
précédents  par  quelques  considérations  géométriques. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  paraboloïdes. 

8.  La  condition  ©(a,  6,  y)^o  est  toujours  remplie 
quand  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique;  mais 
<p(a,  6,  y)  peut  être  nul  dans  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique. La  fonction  ^{jc,y^  z)  est  alors  le  produit  de 
deux  facteurs  linéaires  à  coefficients  réels,  et  ces  fonc- 
tions linéaires  égalées  à  zéro  fournissent  les  équations 
des  deux  plans,  qui  constituent  dans  ce  cas  le  cône  asym- 
ptotique  de  la  surface.  Les  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  parallèle  à  Taxe. 

Faisons,  dans  la  surface,  une  section  dont  le  plan  ne 
soit  pas  parallèle  à  cette  droite,  par  le  centre  de  cette 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES  CRANDS-AUGUSTINS,   55,   A   PARIS. 


BERTRAND  (J.),'  de  T Académie  française,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  —  Calcul  des  Probabilités.  Gr.  in-8;  1889.     12  fr. 

Dans  ce  Livre,  on  a  cherché  à  faire  reposer  les  résultats  les  plus  utiles  et  les 
plus  célèbres  Hu  Calcul  des  probabilités  sur  los-  démonstrations  les  plus  simples. 
BicD  peu  de  pages  pourront  embarrasser  un  lecteur  l'amilier  avec  les  éléments 
de  la  Science  mathématique.  Si  le  signe  /  s'introduit  quelquefois,  il  suffit  presque 
toujours  d'en  connaître  ta  signitication.  —  L'Auteur  s'est  efforcé,  à  roccasion 
de  chaque  question,  de  marquer  avec  précision  le  degré  de  certitude  des  résultats 
et  les  limites  nécessaires  de  la  Science.  La  plupart  des  réflexions  suggérées  par 
rétude  approfondie  des  q^uestions  souvent  controversées  avaient  été  proposées 
dans  un  T'avail  antérieur,  dégagé  de  toute  intervention  des  signes  algébriques; 
ce  Travail  est  reproduit  en  tète  de  l'Ouvrage  et  sert  d'Introduction  à  l'exposé 
complet  des  théories 

FOURIER.  — -  Œuvres  de  Fourier,  publiées  par  les  soins  de  Gaston 
Darboux,  Membre  de  rinstitut,  sous  les  auspices  du  Ministère  de  l'Instruc- 
tion publique,  'i  vol.  in-4. 

ToMK  I  :  Théorie  analytique  de  la  Chaleur;  1888 25  fr. 

Tome  II  :  Mémoires  divers. {Sous  presse,) 

fiOiJBL  (J.),  Profes^ur  de  Mathématiques  à  la  Faculté  des  Science? 
de  Bordeaux.—  Cours  de  Calcul  infinitésimal.  Quatre  beaux  volumes 
grand  in-8,  avec  figures  dansle  texte;  1878-1879-1880-1881. 

On  vend  séparément  : 

Tome  I i5fr.  Tome  HT 10 fr. 

Tome  il i5fr.  Tome  IV 10  fr. 

LAURENT  (H.),  examinateur  d'admission  à  lEcolo  Polytechnique.  — 
Traité  d'Analyse.  7  volumes  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 

Tome  I  :  Calcul  ôifiérenUéi.  applications  analr tiques  et  ^réométriques, 

1 885 ; 10  fr. 

Tome  11  :  Calcul  différentiel.  Applications  géométriques  ;  1887.     12  fr. 

Tome  III  :  Calcul  intégral.  Intégrales  définies  et  indéfinies;  1888.     1 2  fr. 

Tome  IV  :  Calcul  intégral.    Théorie  des  fonctions  al^chriqucs  et  de 

leurs  intégrales;  1 889 " 12  fr. 

Tome  V  :  Calcul  intégral.  Equations  différentielles  ordinaires.  {S.  pr.) 
Tome  VI  :  Calcul  intégral.  Equations  au,v  dérivées  partielles  (S.  pr.) 

Tome  VU  :  Calcul  intégral.  Applications  géométriques («V. /;/•.) 

Ce  Traité  est  le  plus  complet  qui  soit  publié  sur  l'Analyse.  Il  est  destiné  aux 
personnes  qui,  n'ayant  pas  le  moyen  de  consulter  un  grand  nombre  d'ouvrages, 
ont  le  désir  d'acquérir  des  connaissances  étendues  on  Mathématiques.  Il  contient 
donc,  outre  le  developpcmeut  des  matières  exigées  dis  candidats  à  la  Licence,  le 
résumé  des  principaux  résiiUuls  acquis  à  la  Science.  (  Des  astérisques  indiquent  les 
matières  non  exigées  des  candidats  à  la  Licence.)  l^nfin,  pbur  faire  comprendre 
dans  quel  esprit  est  rédigé  ce  Traité  d'Analyse,  il  suffira  dédire  que  l'Auteur  est 
Tin  ardent  disciple  de  (^auchy. 

ROUCHË  (Eugène]  et  COMBEROUSSE  (Charles  de).  —  Éléments  de  Géo- 
métrie, entièrement  conformes  aux  derniers  programmes  d'enseignement 
des  classes  de  troisième,  de  secondo,  de  rhétorique  et  de  philosophie,  sui- 
vis d*un  Complément  à  l'usage  des  Élèyes  de  Mathématiques  élémen- 
taires et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions  sur  le  Lever  des 
Ijldtis^  rArpentage  et  le  Nivellement.  4"  édition.  In-8  de  XL-6o4  pages, 
avec  482  figures  dans  le  texte  et  543  questions  proposées  et  exercices; 

1888 DiSiîifey^^V^Cfegle 
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Sur  l'addition  des  intégrales  elliptiques  de  première,  deuxième  et 
troisième  espère  {suite  );  par  M.  D<)hnia 'io\) 

Sur  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  et  les  systèmes  ortho- 
gonaux du  second  ordre  ;  par  M.  de  Salvert 'i\  \ 

Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  sim- 
ples ;  par  M .   V.  Jamet ijh 

Potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  ou  composé  de  couches  homo- 
gènes concentriques,  dont  la  densité  varie  d'une  couche  à  l'autre  ; 
j)ar  M.  A .  Asior , >.\j 

>()te  sur  la  question  du  Concours  général  de  Mathématiques  spé- 
ciales en  1888 ;  par  M.  Lemairc i\'\ 

Krrata  aux  Tables  de  Lof^arithmes  de  Schron -i^ù 

Sur  les  plans  diamétraux  dans  les  surfaces  de  second  ordre;  par 
M.  Ch.  Biehler 0,7 


LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DES   GRANDS-AUGUSTINS,    55,   A   PARIS. 


MAXWELL  (James  Clerk),  Professeur  de  Physique  expérimentale  à  rUni- 
versilé  de  ('ainbridge.  —  Traité  de  rÊlectricité  et  dn  Magnétisme. 
Traduit  de  l'anglais  sur  la  i^  édition,  par  M.  Seligman.\-Lui,  ancion 
Elève  de  l'École  Polytechnique,  Ingénieur  des  Télé<»raphes,  avec  NaU'i 
et  eclaircLx^ementx,  par  A.  Corni  et  A.  Potier,  et  suivi  d'un  Appen- 
dice sur  lu  Théorie  des  qnateriiiotis,  par  E.  Sarrau.  Professeur  .'« 
l'École  Polytechnif|ue.  Deux  forts  volumes  grand  ia-8,  avec  figures  ri 
20  planches  dans  le  texte  ;  1 81^5-1889 30  n  . 

Chaque  volume  se  vend  séparément 1 5  fr. 

TAIT  (P. -G.),  Professeur  do  Sciences  physiques  à  l'U^iiversité  d'Edimbourg. 
—  Traité  des  Quatemions.  Traduit  sur  la  seconde  édition  anglaise,  avo( 
/idditions  de  r  Auteur  et  Notes  du  Traducteur,  par  Gustave  Plarr, 
Docteur  es  sciences  mathématiques.  Deux  beaux  volumes  grand  in-8,  av(  c 
figures  dans  le  texte.  On  vend  séparément  : 

Première  Partie  :  Théorie,  —  Applications  géométriques.  Grand  in-8; 
1S82 7  fr.  ;>o 

Seconde  Partie  :  Géoine'tric  des  courbes  ft  des  surfaces.  —  Ci/iémtitiqur, 
Applications  à  la  Physique.  Grand  in-8  ;  1884 V 7  fr.   h» 

Vhti*.  —  Imprimerie  GAliTHIER-VlLLARS  ET  FILS,  quai  des  Grands  Ao^aUns.  53. 
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LIBRAIRIE  GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI  DR8  GRANDS-AUGUSTINS,   55,    A  PARIS. 
Envoi  franco  dans  toaie  l'Unloa  postale  contre  mandai  de  poite  on  valenr  mt  Paria. 


SOCIÉTÉ  PHILOMATHIQUE.  —  Mémoires  publiés  par  la  Société  Philo- 
mathiqne  à  roccasion  dn  centenaire  de  sa  fondation  (i78S-1888K 

Un  beau  volume  in-4,  avec  figures  dans  le  texte  ot  a4  planches,  dont 
a  en  couleurs;  1888 * : 35  fr. 

La  Société  Philomathique  de  Paris  a  atteint  sa  centième  année  d'exi- 
slonco  et,  afin  de  perpétuer  le  souvenir  de  cet  anniversaire,  ses  membres 
<-nl  décidé  de  publier  un  volume  de  Mémoires  originaux.  C'est  cet  ouvrage, 
I  (!ité  avec  un  soin  extrême,  que  nous  présentons  au  public.  Imprime  en 
format  in-4,  il  comprend  427  pages  et  est  accompagné  de  24  planches  et 
de  nombreuses  figures  dans  le  texte. 

Le  Volume  débute  par  une  Notice  de  M.  Berthelot,  Secrétaire  perpétuel 
de  l'Académie  des  Sciences,  sur  les  origines  et  l'histoire  de  la  Société  Phi- 
lomathique. Le  savant  professeur  rappelle  le  rôle  joué  par  cette  compagnie 
dans  l'histoire  de  la  Science  française,  dont  elle  a  compté  dans  son  sein 
les  principaux  représentants  et  accueilli  les  découvertes.  Elle  a  été  pendant 
longtemps  l'un  des  organes  essentiels  de  la  publicité  scientifique. 

Dès  son  origine,  la  Société  Philomathique  a  été  comme  une  école  d'ensei- 
gnement mutuel,  dirigeant  une  sorte  d'enquête  permanente  sur  la  marche 
de  l'esprit  humain  dans  tout  le  domaine  scientifique. 

Durant  les  mauvais  jours  de  la  Révolution,  les  Académies,  les  Sociétés 
scientifiques  disparurent  toutes,  accusées  d'aristocratie;  seule  la  Sociéiô 
Pliilomathique  resta  debout.  Toutes  les  Sciences  étaient  alors  représentées 
dans  la  Société  Philomathique.  «  Par  cela  môme,  a  dit  M.  de  Quatrefages,  elle 
lit  vile  sentir  son  utilité  à  bien  des  points  de  vue.  Le  Comité  Se  Salut 
public  lui-même  vint  lui  emprunter  des  hommes  dont  le  savoir  devait  cun- 
i:ourir  à  la  défense  du  pays.  En  même  temps,  elle  créait  dix-huit  cours 
publics,  très  suivis,  et  distribuait  des  prix,  en  plein  93  !  Au  sein  de  la 
Société  civile,  si  cruellement  bouleversée,  la  Société  Philomathique  orga- 
nisait une  sorte  de  petit  monde  d'études  et  de  paix.  La  Science  faisait  pour 
t'ile  ce  que  fait  l'hude  qui,  jetée  à  la  surface  de  la  mer  en  tourmente,  crce 
autour  d'un  navire  une  aire  de  calme  relatif  et  de  sécurité.  » 

Une  Société  fondée  sur  les  meilleures  aspirations  de  rintellîgcnce  et  du 
cœur  no  pouvait  pas  disparaître.  Durant  ses  cent  ans  d'existence,  elle  a 
iraversé  plusieurs  crises,  surtout  durant  la  période  de  création  de  sociétés 
spéciales.  Mais  chaque  fois  qu'elle  a  été  menacée,  elle  s'est  rattachée,  avec 
plus  d'énergie  que  jamais,  à  ce  qui  fit  sa  force,  sa  prospérité,  à  cet  esprit 
encyclopédique  qu'elle  reçut  de  ses  fondateurs,  et  elle  a  toujours  aisément 
lait  revivre  son  glorieux  passé. 

Aujourd'hui,  par  la  publication  du  beau  volume  qu'elle  destine  à  per- 
pétuer le  souvenir  de  son  premier  centenaire,  la  Société  Philomathique  vient 
do  donner  une  nouvelle  preuve  du  haut  esprit  scientifique  qui  règne  dans 
son  sein,  et  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  la  liste  suivante,  qui  comprend 
les  titres  des  travaux  publiés,  pour  comprendre  toute  l'importance  de  l'œuvre 
sur  laquelle  nous  appelons  l'attention. 

Table  des  Matières. 

Introduction.  —  Notice  sur  les  origines  et  sur  l'histoire  delà  Société  PhiU>- 
inaihique,  par  M.  M.  Bertlielot,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Scicncc>. 

Sciences  hatiiéhatiooes,  physiques  et  cuiuiques.  —  Etude  sur  les  permuta- 
lions  de  deux  espèces  de  lettres;  par  M.  Désiré  >ln«^ftiÇi(f5y^iS^t^l^  *  1'^»^- 


(  -57) 
section,  qui  est  toujours  une  hyperbole,  menons  une 
droite  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  plans 
©(a:,j^,  z)=  o'^  prenons  pour  origine  le  point  de  ren- 
contre de  celte  droile  avec  la  surface,  et  pour  axe  des  Z 
cette  parallèle,  les  axes  OX  et  OY  étant  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  de  la  section.  Le  cône  des  directions 
asjmptotiques  a  alors  pour  équation 

A  x^  -h  A'^*  -+-  7.  B'ty  —  o 

c*t  Tcquation  de  la  surface  sera 

Aar«-+-  A>*-4-  'iW Tjr -h  9.0" z  =  o; 

l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  6,  y  est 

ou 

a( A j-  +  B'>)  -h^ih^x  -h  \y)  -+-  '(C  =  o. 

Supposons  que  nous  fassions  dans  la  surface  une  sec- 
tion par  un  plan  parallèle  au  plan  des  j:7  ,  z  =  z^^  la 
section  sera  une  hyperbole  dont  l'équation,  rapportée 
aux  axes  toÇ,  (ot;,  parallèles  à  Ox  et  Oy  menés  par  le 
point  Cl)  où  Taxe  des  Z  rencontre  le  plan  ;:  =  :;,,  est 

A  37* -f-  A'j» -H  2  B  V^  +  2  C-s,  =  o. 

Soient  o^oj'i,  z^  les  coordonnées  du  point  A  où  la 
<lroîte  OA  vient  rencontrer  le  plan  Z  =  Z,  ;  on  aura 

Téquation  du  plan  diamétral  deviendra 

^i(A:r  -h  By)-hytiB''x-h  A»-h  C'zi  =  o, 

en  remplaçant  a,  6,  v  par  les  valeurs  iï|,j  i,  z^  qui  leur 
sont  proportionnelles. 

Ann.  de  3fathémaf.,  3*  série,  t.  VIII.  (Juin  1889.)  17 
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Cette  équation  peut  être  considérée  aussi  comme  l'é- 
quation de  la  section  faite  dans  le  plan  diamétral  par  le 
plan  z  =  Zi^  cette   section  étant   rapportée  aux   axes 

Si  maintenant  nous  considérons  un  point  M  du  plan 
$WT,,  dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  cuÇ,  cor^ 

Fig.    2. 


Oy- 


/ 


sont  2X|,  2j'|,  la  polaire  de  ce  point  A'  par  rapport  à 
la  section  de  la  surface  par  le  plan  icor,  aura  pour  équa- 
tion 

on  voit,  par  suite,  que  la  polaire  DE  du  point  A'  coïn- 
cide avec  la  trace  du  plan  <liainélral  de  OA  sur  le  plan 
z  =  z^. 

Cette  remarque  permet  de  fainî  aisément  l'élude  des 
plans  diamétraux  singuliers  du  paraboloîde. 

En  elVet,  quand  le  point  A  se  rapproelic;  indéfiniment 
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de  Tune  des  asymptotes  de  Tliypej-bole,  poînl  A'  s'en 
rapproche  également,  puisqu'il  est  situé  sur  wA,  à  la 
distance  a)A'=  atoA;  mais  alors  la  polaire  de  A'  tend  h 
devenir  parallèle  à  l'asymptote  wB  et,  quand  Ox\  vient 
prendre  la  position  0A|,  le  point  A'  vient  en  A',  et  la 
polaire  de  A',  devient  la  parallèle  Dj  Ej  à  l'asymptote. 
Le  plan  diamétral  de  OA,  devient  alors  le  plan  mené 
par  Dj  E|  parallèlement  à  Ow  et,  par  suite,  au  plan 
0(oB;  les  plans  OtoB,  O  wB'  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans  directeurs  de  la  surface. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  la  rfireclion  des  cordes  tend  à  dessertir  parallèle 
à  un  plan  directeur,  le  plan  diamétral  conjugué  tend 
à  dei^enir  parallèle  à  ce  même  plan  directeur. 

Si  la  direction  des  cordes  OA,  se  déplace  dans  le  plan 
directeur  OwB,  le  plan  diamétral  correspondant  se  dé- 
place parallèlement  au  même  plan  directeur.  A  mesure 
que  la  direction  OAi  se  rapproche  de  Oco,  dans  le  plan 
OwB,  le  plan  diamétral  correspondant  D,  E,  s'éloigne 
de  o>B  et,  lorsque  la  direction  OA|  coïncide  avec  Oo),  le 
plan  diamétral  correspondant  est  rejeté  à  Tin  fini,  et  cela 
n'arrive  que  pour  la  seule  direction  Ow, 

La  figure  précédente  nous  montre  aussi  que  les  plans 
diamétraux  conjugués  dv  deux  directions  OA,  OA"  ne 
peuvent  être  parallèles  que  si  les  polaires  des  points  cor- 
respondants A',  A'^',  de  coordonnées  moitié  moindres  que 
celles  de  A,  A",  sont  parallèles  ;  ceci  n'ayant  lieu  que  si 
les  points  A',  A^"  décrivent  la  droite  OA  conjuguée  de 
DE,  on  voit  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  deux 
directions  ne  peuvent  être  parallèles  que  si  ces  direc- 
tions sont  dans  un  même  plan  avec  l'axe  de  la  surface, 
et  cette  condition  est  évidemment  suffisante. 

9.  Les    considérations    précédentes    nous    montrent 
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quelles  cireonslances  géométriques  correspondent  au 
cas  où,  la  surface  étant  un  paraboloïde,  deux  des  trois 
plans  y]^=  o,  y^=  o,y*^=  o  sont  parallèles  entre  eux, 
le  troisième  les  rencontrant  à  distance  finie.  Supposons 
que  les  plans /^=  o,/^  =  o  soient  parallèles,  ces  plans 
sont  diamétraux  conjugués  des  directions  OY,  OZ^  par 
suite,  les  axes  des  Y  et  des  Z  sont  dans  un  même  plan, 
parallèle  à  l'axe  du  paraboloïde  :  Taxe  du  paraboloïde 
est  donc  parallèle  au  plan  des  YZ. 

Si  deux  des  trois  plans  des  centres  se  coupent  à  dis- 
tance finie,  le  troisième  plan,  fi^=  o  par  exemple,  étant 
rejeté  à  Tinfini,  l'axe  des  Z  est  parallèle  à  l'axe  de  la  sur- 
face. 

10.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  direc- 
tion des  cordes  conjuguées  d'un  plan 

a,T  ■+-  by  -^  cz  -hd  =^  o. 

Soient  a,  6,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 
cherchée  :  le  plan  diamétral  correspondant  a  pour  équa- 
tion 

a:o!x-+-^<pg-4-^©y-»-9.(Ca4-G'6  -4-  C''y)=o, 

d'où 

o'a  _  o'é  _  <Py  _  2(Ga  -4-  G'6  -h  C'y). 
a  h  c  r/  ' 

les  premiers  rapports  nous  donnent 

o'a  _  ?6  _  Oy  _  ^^?'a  -+-  l^ç'e  -+-  vcpy 

et,  si  la  relation  entre /^,  /^.,  fl,  dont  nous  avons  démon- 
tré l'existence  est 


on  aura 
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a  X  -h  6  îx  -h  c  V  =  o. 


Celle  condition  doit  lier  les  coefficients  de  Téquation 
(lu  plan  donné  pour  qu'il  soit  diamétral  d'une  direc- 
tion. 

Cette  relation  exprime  que  le  plan  donné  est  paral- 
lèle à  Taxe  du  paraboloïde. 

Supposons,  comme  précédemment,  que  cette  direction 
soit  donnée  par  les  plans 


Des  relations 


on  déduit 


AX-^irjA^B'v^-o, 
B'X-hA';ji  -Bv  =0, 
al  -^  b[L   -r-  rv    =  0 


A     B'     B' 
B'     A'     B 

abc 


On  en  tire  l'identilé 


A 

H" 

W^ 

B' 

A' 

i?; 

a 

h 

ax-hby-^-cz 

lou 


ax-^  b  y  -{-  c z  =  V o'j. -r-  ix'oL 


Cette  identité,  où  )/  et  |jl'  sont  bien  déterminés  si  nous 
supposons 


A     B' 
B»     A' 


montre  que  le  plan  ax  •i-bj~\-cz-\-d  =  o  est  paral- 
lèle à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  /*^=(), 
/^.=  G  (jui  définissent  la  direction  de  Taxt'. 
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Les  équations 

a         b  d 

domieiil  la  direclion  a,  6,  y.  Si  2 m  est  la  valeur  com- 
mune de  ces  rapports,  oJi  aura 

Aa  -+-  B'S  -f-  B'y  =  am, 
B'a-f- A'S-^-By  =  hnu 

Ga-+-C'6-hG'Y  =  ûf/?i; 

le  déterminant  du  système  de  ces  équations  est  différent 
dezéro  si  la  surface  est  un  paraboloïde^  par  suite,  on  lin- 
de  CCS  équations  des  valeurs  a,  ê,  y  delà  forme 

a  —  rA->m. 

Y  rr.  G/w, 

qui  déteriniuent  avec  a- -h  6' -h  y- =  i  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  (|ui  définiss<uit  une  diroi - 
tion  unique  de  cordes. 

III.    CyLIWDHES     \    CE^TRES. 

II.  Les  cylindres  \\  centres  admettent  une  ligne  dr 
reiilr(\s. 

Ils  sont  caractérisés  par  l'existence  d'une  relation  ho- 
mogène identique  entre  les  déiivées  /t,  y^'.,  /=', 

où  les  coefficients  X,  [/.,  v  ne  sont  pas  tous  nuls. 

Dans  les  cylindres  à  centres  autres  que  le  système  de 
deux  plans  parallèles,  on  a  0  =  0  ;  mais  les  mineurs  du 
deuxième  ordre  de  0  ne  son!  pas  tous  nuls.  Nous  suppo- 
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serons  dans  ce  qui  suil  quo  If  détcrinînaiil 

A     B' 
B'    A' 

est  (li lièrent  de  zéro;  les  plans /^.  =  o,/j^=  o  détermi- 
nent alors  la  ligue  des  centres. 

A'ous  allons  démontrer  d^abord  que  tous  les  plans 
diamétraux  passent  par  une  môme  droite  qui  est  la  ligne 
des  centres. 

Pour  cela,  nous  établirons  la  relation 

eu  ehercbant  les  valeurs  des  coefficients  ).,  jx,  v. 

De  Téfiualion 

A     B'     W 

,  B'     A'      B 

!   B'      B     A' 


ou  déduit 


1  A     B^     \f^-C 

B"  A'  j/:— C 
B'   B    ;/:;— c 


ou 


B'    A'   /; 
B'     B    /: 


A  B"  C 
B'  A'  G' 
B'      B     G' 


Les  trois  déterminants    caractéristiques    du    troisième 
oitlre  étant  nuls  dans  le  cas  dos  cylindres,  on  aura 

A  B  /; 
B'  A'  /; 
B'    B    /: 

cette  relation  est  de  la  forme 
""  V  est  dînèrent  de  zéro. 
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/-  —  ^  /r  fy\ 


]'é(|uation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  9,  y, 

devient  par  la  substitution  de  la  valeur  de  jTj  en  fonc- 
tion de /j  et /^., 

ce  qui  montre  qu*îl  passe  par  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans 

/x=o,     /;=o. 

12.  Pour  que  deux  directions  a,  6,  y,  a',  p',  •/  donnent 
le  même  plan  diamétral,  il  faut  et  il  suffit  que  les  direc- 
tions considérées  soient  dans  un  même  plan  avec  la  di- 
rection de  l'axe. 

Soient 

^?a  -^-J'?8-^-^?Y  ^-2(Ca-|-G'6  -h  C'y)  =  «» 
^'fa'-^^Te'-*-  *?Y'-+-  îA(Ca'-^  G'o'-h  G'y')  =  o 

les  deux  plans  diamétraux  ;  pour  qu'ils  soient  confondus, 
il  faut  que  Ton  ait 

o'x  _   <p6  _   ?Y  _   Ga-h  C'ê-h  C*Y 
?â'  ~  ??  ~  ?Y'  "~  G  a' -f- G' 6' -4- G*  y' 

L'égalité  des  deux  premiers  rapports  entraîne  celle 
des  deux  autres,  car  de  Téqualion 

I   A      B"     G   [ 

I  ir     A'     G'  !  =  o 


on  déduit 


I  IV     H     G"  I 

A     vr  G 

B'     A'  G' 
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par  suile, 

X'oi,+ jjL'cp;.-h  2v'(C^  4- G> -4- r/^)=  o; 

comme  on  a  déjà 

CCS  identités  nous  montrent  que  l'égalité 

?a  _    ?ô 
?«'  ~  ?«' 
entraille  les  autres. 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

?6        ?'6' 

et,  si  m  est  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  elle  nous 
montre  que  les  deux  directions  a,  6,  v,  a',  6', y'  sont  dans 
le  plan 

©X  —  ^^  ?y  ^^  ^• 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  satisfait  à  cette 
relation,  on  aura 

?a— ''^Tê  =  o» 

et  Ton  en  déduit  l'égalité  des  rapports 

?'«  _    ?'*'  _    ?'y  __    Ga  -f-  C'6  -t-  C'y 
?«'        ?g'        ?Y'        <>a  -h  C  o  -f-  C.  Y 

et,  par  suite,  les  plans  diamétraux  correspondants  sont 
confondus. 

13.  Il  n'existe  qu'une  seule  direction  de  cordes  pour 
laquelle  le  plan  diamétral  conjugué  est  indéterminé. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  les  quatre  équa- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  266  ) 
dons 

B'a-hA'S-f-BY  =o, 
B'a-f-  B6  4- A"y=  o, 
Ga  H-C'6  -i-G'Y  =  o 

soient  satisfaites  pour  un  même  système  de  valeurs  de 
a,  6,  y. 

Les  deux  premières  définissent  la  direction  a,  6,  v,  les 
deux  autres  sont  des  conséquences  des  premières  :  on 
voit  que  c'est  pour  la  seule  direction  de  l'axe  que  le  plan 
diamétral  est  indétrrmiué. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  cylindres, 

W.  Si  les  coefficients  directeurs  a,  6,  y  annulent 
o(jr,  j',  ::),  l'équation  du  second  degré  en  p  s'abaisse  au 
premier  degré  et  l'équation 

est  le  lieu  des  points  tels  que,  si  par  ces  points  on  mène 
des  droites  parallèles  ;»  la  direction  a,  6,  y,  ces  droites 
ne  rencontrent  plus  la  surface. 

Les  plans  diamétraux  sont  appelés,  comme  préeédem- 
jnent,  les  plat  us  asymptotes  de  la  surface, 

La  fonclion  «p(.r,  7  ,  z)  ne  peut  s'annuler  pour  des  va- 
leurs réelles  de  x^y^  z,  que  dans  le  cas  où  la  surface  est 
un  cylindre  hyperbolique. 

Nous  allons  considérer  ce  dernier  cas  : 

Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  '^(jr,  j)  ,  ^)=  o,  et  pour  plan  des  xy  un  plan 
quelconque. 

LVvjuation  de  la  suiface  sera  de  la  formtî 

/•(.r,  y,  z)=  A^'î-V  A'.)-2  4-  JiïV'rK-h  D  =  o. 
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Le  plan  (liamélral  de  la  direction  a,  6,  y  est  alors 

Si  nous  coupons  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy^ 

Z  =  -Si. 

Nous  obtenons  une  hyperbole  qui,  rapportée  à  des  axes 
(oÇ,  wTi  parallèles  à  Ojc,  Oj  menés  par  le  point  (o  où  le 
plan  z  =.  z^  rencontre  Taxe  des  z,  a  pour  équation 

Aa7ï-^  A'j*H-  aB'jrj  h-  D  =  o. 

Si  nous  désignons  par  x^^j^^  z^  les  coordonnées  du 
point  A  {Jig'  3),  où  la  droite  0\  de  direction  a,  6,  v 
vienl  renconlrer  le  plan  rr  =  s,,  nous  aurons 


l'équation 


Fis.  3. 


représente  alors,  dans  le  plan  çcor,,  l'équation  du  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  coA  dans  la  conique  du 
plan  z  =  z^.  On  voit  que,  si  lo  point  A  se  rapprocluî  di* 
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l*asyinptoU*  (oB,  le  diainèlre  conjugué  OA' de  cette  di- 
rection se  rapproche  de  l'asymptote^  le  plan  diamétral 
de  OA  étant  le  plan  OwA'  tend  à  se  confondre  avec  le 
plan  asymptote  0(oB  lorsque  la  direction  OA  se  rap- 
proche indéfinimentdu  plan  O (oB.  Lorsque O A  se  trouve 
dans  le  plan  Oo>B,  le  plan  diamétral  conjugué  corres- 
pondant est  le  plan  OwB. 

On  voit,  de  plus,  que  si  le  point  A  se  déplace  sur  la 
droite  (oA,  le  plan  diamétral  de  OA  reste  le  même,  et 
cette  condition  est  nécessaire  pour  que  le  plan  OtoA' 
reste  conjugué  de  OA  ;  par  suite,  pour  que  deux  direc- 
tions de  cordes  a,  6,  y,  a'.  6\  y'  donnent  le  même  plan 
diamétral,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  directions  soient 
dans  un  même  plan  avec  Taxe. 

15.  Ceci  nous  explique  quelles  circonstances  géomé- 
triques se  présentent  lorsque,  la  surface  étant  un  cy- 
lindre, deux  des  trois  plans  des  centres  sont  confondus. 
Supposons  que  /^'=o,  /'^=o  soient  deux  plans  de 
centres  confondus.  Ces  pians  étant  conjugués  des  direc- 
tions OY  et  OZ,  les  deux  directions  OY  et  OZ  sont  dans 
un  même  plan  avec  celle  de  Taxe^  par  suite,  Taxe  de  la 
surface  est  parallèle  au  plan  Y'^OZ. 

Si  les  plansy^  =  o,  f\,  :=  o  se  coupent  à  distance  finie 
et  si  l'équation  /^  =  o  est  une  identité,  Téquation 

représente  un  cylijidre  dont  Taxe  est  parallèle  à  Taxe 
des  Zy  car  la  direction  de  Taxe  est  la  seule  pour  laquelle 
le  plan  diamétral  correspondant  est  indéterminé,  comme 
on  le  voit  aisément  sur  la  figure  précédente. 

16.  Proposons -nous  maintenant  de  trouver  la  direc- 
tion conjuguée  des  cordes  d'un  plan 

ax  -\-  h  y  -î-  c-3  -4-  fV  —  o. 
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Soit  a,  o,  Y  1^  direction  clierchée.  Le  plan  diainélral 
correspondant  est 

^?*-^y?o-^  30y-i-2C(a-H  c'ê-f-  c'y)  =  <>; 

il  faut  que  l'on  ail 

o'a  _  o's  _  oy  _  ^.(Ca  -h  iV^  -h  C-^  ) 
abc  cl 

Supposons  encore  que  les  deux  plans  y^=:  0,/'^'.  =  o 
se  coupent  à  distance  finie,  et 


A     H» 
ir    A' 


<<>• 


Nous  avons  établi  les  identités 

)/:p'3j-+-  jxo'--hav'(Ga-hG'6  -i-G"y)^  o: 

on  en  conclut  les  conditions 

aX  -h  6|x  -h  cv  =0, 
a)/ -4-  6^'-+-  ^v'=  o, 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  coeflîcîenls  de  l'équa- 
tion du  plan  donné  pour  qu'il  puisse  être  diamétral 
4'une  direction. 

Ces  conditions  expriment  que  le  plan  donné  passe  par 
Taxe  de  la  surface. 

En  effet,  de  Tideniité 


on  déduit 


et  Ton  a  de  plus 


AX-f-ir{x-i-irv  =  o, 

B'ÀH-AV-hHv  =0, 
<tl  -^  ^a  -r  cv  =  <). 
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Cc*s  trois  équations  nous  donnent 

A  B"  IV 
B'  A'  B 
abc 

Désignons,  pour  abréger,  par  P  le  premier  menibie 
(le  l'équation  du  plan  donné    - 

P  =  ax  -k-by  -\-cz-\-d\ 

de  Téquation  préeédente  nous  déduisons 

A    B'    i/;-c 

B'     A'    -J/;-C' 
a     b       r>  -  rf 


A    B'  1/; 
B'  A'   1/; 

a     b        V 


A     B"     G 

B'     A'     G' 
a      b     d 


Il  est  aisé  de  voir  que  le  déterminant 


A  B"  G 
B'  A'  G' 
a      b      d 


est  nul. 

En  elïet,  de  l'identité 


V^'j,-^  jx'<pV^-îv'(Gar4-G>-4-G'5)=  o 


on  déduit 

on  a  de  plus 
par  suite, 


AX'h-B'|jl'h-Gv'  =  o, 
B"'X'-+-A'|jL'-f-G'v'=o; 

aX'-+-6fjL'-htfv'=  o, 


A     B'     G 

B"     A'     G' 
a      b      d 


=  "; 
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la  relation  entre /^,  /^  cl  P  devient  donc 


A 

B' 

}/; 

B' 

A' 

\fy 

a 

b 

P 

=  o, 


et  dans  cette  relation,  le  coefficient  de  P  étant  différent 
de  zéro,  P  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de/]^ 
et  jÇ;  par  suite  le  plan  P  =  «  passe  par  Taxe  du  cy- 
liudre. 
L'équation 

a    "    b 

qui  entraîne  toutes  les  autres,  nous  donne  le  plan  au- 
quel toutes  les  cordes  conjuguées  du  plan  P  =  o  sont 
parallèles. 

IV.  —  Cylindre  parabolique. 

17.  Lorsque  Véquation/(a7,  j^,  ;:)  =  o  représente  un 
cylindre  parabolique,  l'ensemble  homogène  des  termes 
du  second  degré  est  le  carré  d*une  fonction  linéaire^  les 
dérivées  partielles  de  la  fonction  cp(^,  j^',  z)  sont  donc 
de  la  forme 

o'.  —  2n  S(x,  y,  z), 

B(a:,  j',  z)  étant  une  fonction  linéaire  de  x,  j-,  z. 

Le  plan  diamétral  de  la  direction  a,  6,  v  devient  dans 
ce  cas 

{Ix-hmy-h  715)  e(a,  S,  y)-+-  Ga  -h  G'6-h  C'y  =  o. 

On  voit  que  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles 
entre  eux. 
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18,  Pour  que  deux  directions  de  cordes  a,  6,  y,  a',  &^^-^ 
donnent  le  inùme  plan  diamétral,  il  faut  et  il  suffit  qui? 
ces  cordes  soient  dans  un  même  plan  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cylindre. 

Car  il  faut  pour  cela  que  Ton  ait 

Ga-hC'g-hC/Y  ""  Ga'H-G'6'-r-G''Y'' 

ce  qui  indique  que  la  direction  des  cordes  est  parallèle 

au  plan 

%{x,y,  5)-  m{Cx  -h  C'y  4-  C'-s)  =  o, 

tn  étant  la  valeur  de  Tun  des  membres  de  l'égalité  pré- 
cédente. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  satisfait  à  la 

relation 

e(;r,  ^',  5)-^ /w(Gar  4- G> -1-C'.5)  =  o, 

tes  plans  diamétraux  correspondants  sont  les  mêmes. 

Plans  diamétraux  singuliers, 

19.  Si  la  direction  des  cordes  annule  o{x^y^z)^  le 
plan  diamétral  correspondant  est,  comme  précédem- 
ment, le  lieu  des  droites  qui,  menées  parallèlement  à  la 
direction  a,  6,  y,  ne  rencontrent  plus  la  surface. 

Dans  ce  cas,  le  plan  diamétral  est  rejeté  à  TinGni,  car 
'^(j?,  jS  z)  est,  à  une  constante  près,  le  carré  de 

L'égalité  (p(a,6,Y)=o  entraine  B(a,  6,y)=o,  et, 
par  suite,  Téquation  du  plan  diamétj'al  se  réduit  à 

Ca-f-G'g-f-G''Y  =  o. 

Le  plan  diamétral  sera  indéterminé  si  les  eoefficîenls 
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a,  6,  V  satisfont  aux  deux  conditions 

e(a,6,Y)=o, 
Ca-4-G'6-+-G'Y  =  o, 

c'esl-à-dire  si  la  direction  des  cordes  est  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 

On  peut  aisément  suivre  la  variation  de  la  position  du 
plan  diamétral  lorsque  la  direction  des  cordes  varie. 

Prenons  pour  axe  des  z  une  génératrice  du  cylindre, 
pour  origine  un  point  quelconque  de  cette  génératrice, 
pour  axe  des  x  et  desj^  deux  droites  quelconques  pas- 
sant par  ce  point.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

avec 

AA'-.B'«=o. 

Faisons  une  section  dans  la  surface  par  le  plan  z  =  3,  : 
cette  section  est  une  parabole,  et  la  trace  du  plan  dia- 

Fig.  4. 


inétial  de  OA  {^fig-  4)  s^«'  '^  plan  s  =  z^  est  précisé- 
ment le  diamètre  MN  de  la  direction  wA  dans  la  para- 
bole. * 
Ann,  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  VIII.  (Juin  1889.)               r8 
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Si  le  point  A  se  déplace  sur  tj  A,  c'esL-à-dire  si  OA  se 
déplace  dans  le  plan  OcoA,  le  plan  diamétral  reste  le 
même;  à  mesure  que  le  point  A  se  rapproche  de  A|  situé 
sur  la  droite  coA|  parallèle  à  MN,  le  diamètre  corres- 
pondant à  la  direction  wA  sVloignc  à  TinGni  :  par  suite 
le  plan  diamétral  de  OA|  est  rejeté  à  l'infini. 

Si  le  point  A  s'approche  de  u),  le  plan  diamétral  cor- 
respondant à  OA  a  une  position  bien  déterminée  pour 
chaque  direction  de  OA^  suivie  par  le  point  A,  mais  le 
plan  diamétral  prend  une  position  quelconque  si  Ton 
considère  des  directions  quelconques  OA  ;  par  suite,  le 
plan  diamétral  conjugué  de  Oco  est  indéterminé. 

20.  Étant  donné  le  plan  «x -h  i^ -f- cz -4- rf=  o, 
proposons-nous  de  déterminer  le  plan  des  directions  des 
cordes  conjuguées  de  ce  ])lan. 

Pour  qu'il  soit  diamétral  d'une  direction  aSy  de  cordes, 
il  faut  que 

/eÇagy)  _  me(agY)  _  ne(ggY)  _  CaH-G^g-hCy 
abc  d 


On  en  tire 

l        m       n        Ca-f-G'S-f-C-/ 


a 


b        c  ciB(a&-() 


^  =1. 


soit  Xla  valeur  de  ce  rapport. 

On  voit  que 

Ix  -f-  my  -h  nz  _  > . 
a .r  -f-  h  y  -*•  rz  ' 

le  plan  donné  doit  donc  être  parallèle  au  plan 

Ix  -h  m  y  -h  nz  —  o 
on 

S(x,y,z)  =  o: 

cette  condition  suffit  pour  qu'il  soit  diamétral  d'une  in* 
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iinité  de  directions  situées  dans  un  plan,  car  1  équation 

Ca-h  G'6  -4-  C'y  =  X  rfe(a,  6,  y) 

nous  montre  que,  si  la  direction  des  cordes  est  dans  le 

plan 

Cx-i-Cy-^C'z  =  \de(Xjy,z)y 

les  trois  équations  d'idenlification  sont  satisfaites,  et 
toutes  les  droites  tracées  dans  ce  plan  ont  pour  plan  dia- 
métral le  plan  donné. 

Enfin,  si  le  cylindre  parabolique  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  deux  plans  parallèles,  toutes  les  directions  de 
cordes  donnent  le  même  plan  diamétral  :  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 


CONCOURS  DADMISSION  A  LÉCOLE  POLYTECflNIQIlE  EN  1888. 


Physique. 

i.  Microscope  composé.  On  demande  seulement  la  marche 
des  rayons  lumineux  et  ]a  mesure  du  grossissement. 

2.  Détermination,  par  la  méthode  de  Dumas,  de  la  densité 
de  la  vapeur  d'un  liquide  bouillant  au-dessous  de  ioo°. 

Chimie. 

Exposer  les  analogies  qui  conduisent  à  placer  Tazote,  le 
phosphore  et  Tarsenic  dans  une  même  famille  naturelle. 

Composition  française. 

Les  Sociétés  modernes  sont  en  progrés  évident  sur  celles 
qui  les  ont  précédées  au  point  de  vue  de  l'accroissement  des 
connaissances  dans  toutes  les  branches  de  la  Science  ;  elles 
tendent  manifestement  à  un  adoucissement  général  des  mœurs, 
à  un  développement  plus  libre  et  plus  heureux  de  Thumanité. 
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L'idée  de  Patrie  doit-elle  être  entamée  par  cette  évolution? 
Ne  doit-elle  pas,  au  contraire,  se  fortifier  de  plus  en  plus?  La 
nature,  l'histoire,  les  aspirations  les  plus  nobles  de  Tétre  hu- 
main ne  se  trouvent-elles  pas  d'accord  pour  commander  d'en- 
tretenir l'énergie  morale  que  donne  le  patriotisme? 

Lavis. 

Faire  à  Tencre  de  Chine  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cône 
de  révolution  reposant  sur  un  socle  cylindrique  et  se  déta- 
chant sur  un  fond  gris  dégradé  à  teintes  fondues. 

Nota.  —  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  contours 
apparents  des  solides  seront  faits  à  l'encre. 

On  observera  les  filets  de  lumière. 

Calcul  irigonométrique . 

On  donne  dans  un  triangle  les  trois  eûtes  : 

a  =  12524", 62, 
6=22639»,  27, 
c=:  i89i3™,4'). 

Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 

Épure  de  Géométrie  descriptive. 

Représenter  par  ses  projections  le  solide  qui  reste  quand^  | 

d'une  portion  de  cône  supposée  remplie,  on  enlève  ce  qui  se  | 

trouve  à  l'intérieur  d'un  cylindre  donné.  | 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical  ;  l'angle  au  | 

sommet  est  droit.  La  portion  remplie  va  du  sommet  à  un  plan 
horizontal  mené  à  o™,i2  plus  bas. 

Le  cylindre  est  aussi  de  révolution.  L'une  de  ses  généra- 
trices coïncide  avec  celle  des  génératrices  de  front  du  cône, 
qui  est  située  à  droite  sur  la  nappe  inférieure.  Son  axe  est  en 
avant  de  celui  du  cône  ;  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  droites  rencontre  la  seconde  à  o**,  09  au-dessous  du  som- 
met ;  elle  a  o™,o3  de  longueur. 

On  placera  la  projection  horizontale  du  sommet  du  cône  à 
o",o7  plus  bas,  et  la  projection  verticale  à  o",i9  plus  haut  que 
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le  centre  du  cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands  côtés  menée 
par  ce  point. 

En  fait  de  constructions  autres  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans  le  tracé 
à  Tencre  que  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  chaque 
courbe,  et  celle  de  la  tangente  au  même  point. 

ADTRB  SUJET  (*). 

Un  cube  plein  effectue  une  rotation  entière  autour  d'une  de 
ses  diagonales  :  représenter,  par  ses  projections,  le  solide 
ainsi  engendré. 

Chaque  diagonale  du  cube  a  24'^'"  de  longueur;  celle  autour 
(le  laquelle  il  tourne  est  de  front  et  fait,  avec  le  plan  hori- 
zontal, un  angle  égal  à  la  sixième  partie  de  l'angle  droit  ;  des 
deux  extrémités  de  cette  diagonale,  celle  de  droite  est  la  plus 
élevée. 

On  placera  les  projections  du  centre  du  cube  à  aS^  de  dis- 
tance  Tune  de  l'autre,  de  manière  que  la  droite  qui  les  join- 
drait ait  pour  milieu  le  centre  du  cadre  et  soit  parallèle  aux 
grands  côtés. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans 
le  tracé  à  l'encre  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 

On  n'indiquera  aucune  asymptote. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  BE  i888. 


Philosophie. 


PREUIER   SUJET. 


1.  On  donne  un  angle  ROS  et  un  point  A  sur  l'un  des  côtés. 
Par  A  on  mène  un  cercle  qui  est  tangent  au  côté  OR  et  coupe 


(*)    Fait  par  quelques  élèves   qui  n'ont  pu  composer  en   même 
temps  que  les  autres. 
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OS  aux  points  B,  G.  On  mène  en  B  et  G  les  tangentes  GD  et 
BD.  Puis  on  joint  AB,  AG  : 

I*  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
tres des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABG; 

a"  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
tres des  cercles  exinscrits  au  triangle  BGD  (i). 

2.  Deux  cercles  de  centres  A  et  B  se  coupent  suivant  la 
droite  GG'  qui  rencontre  AB  au  point  O. 

Les  droites  AG  et  GB  sont  rectangulaires.  On  donne 

AO  =  a,        OB  =  b,        (a  =  b). 

Trouver  sur  AB  un  point  D  tel  que,  si  l'on  élève  par  ce  point 
une  perpendiculaire  à  AB,  qui  rencontre  les  deux,  cercles,  la 
somme  des  carrés  des  cordes  déterminées  par  la  perpendicu- 
laire soit  égale  à  un  carré  donné  K>.  Discuter. 

DEUXIÈME  SUJET. 

1.  On  donne  dans  un  plan  deux  points  fixes  A  et  A' ;  on 
mène,  dans  ce  plan,  un  cercle  G  de  rayon  quelconque  tangent 
à  la  droite  AA'  au  point  A  et  un  cercle  G'  tangent  à  la  même 
droite  au  point  A'  et  tangent  au  cercle  G'.  On  mène  la  tan- 
gente commune  extérieure,  autre  que  AA',  aux  deux  cercles 
G,  G';  soient  B,  B'  les  deux  points  de  contact.  Sur  BB' comme 
diamètre,  dans  le  plan  de  la  figure,  on  décrit  un  cercle  G*: 

i**  Démontrer  que  tous  les  cercles  tels  que  le  cercle  C', 
qu'on  obtient  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G,  sont  tan- 
gents à  un  même  cercle  fixe  ; 

a*  Trouver  le  lieu  du  centre  de  chacun  des  cercles,  tels  que 
le  cercle  G",  obtenus  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G. 

2.  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  6,  c  d'un  triangle  ABG, 
calculer  les  rayons  de  trois  sphères  tangentes  entre  elles  deux 
à  deux  et  tangentes  au  plan  du  triangle  ABG,  la  première  en 
A,  la  seconde  en  B,  la  troisième  en  G.  Gela  fait,  considérant 

(*)  Le  concours  a  été  annulé,  parce  que  le  lieu  des  centres  des 
cercles  exinscrits  au  triangle  BCD  est  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  et  que  la  G'éomélrie  élémentaire  est  seule  enseignée  en  Phi- 
losophie. 
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les  deux  côtés  a  et  b  comme  seuls  connus,  déterminer  le  troi- 
sième côté  c  de  façon  que  la  somme  des  rayons  des  trois 
sphères  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /.  Discuter  ce  der- 
nier problème,  seulement  dans  le  cas  particulier  où  b  =  a:  et 
reconnaître  alors,  suivant  la  grandeur  de  /,  dans  cas  quel  Tangle 
AGB  est  moindre  que  60**,  compris  entre  60*  et  90*,  plus  grand 
que  90**. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (CONCOURS  DE  1888). 


Mathématiques. 

1.  a  et  b  désignant  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  h  la  hauteur  perpendiculaire  sur  l'hypoténuse, 
prouver  la  relation 

1    _    î  ï 

A2  ~  «^  "^  ^  ' 

En  conclure  le  moyen  de  construire  géométriquement  la 
longueur  h  donnée  par  la  relation 

I         j^        J-  ' 

h^  ~  ai'^  b^  "^  '"  ïî' 

où  a,  6,  ...,  /  sont  des  longueurs  données,  en  nombre  quel- 
conque. 

2.  Un  voyageur  doit  se  rendre  du  point  A  au  point  G  par  la 
voie  ferrée  AX  et  par  une  voie  partant  d'un  point  indéterminé 
B  de  AX  et  se  dirigeant  vers  le  point  C.  On  demande  de  dé- 
terminer le  point  B  de  façon  que  sa  dépense  soit  minima, 
sachant  que,  payant  place  entière  sur  la  voie  BC,  le  voyageur 

paye  seulement  —  du  tarif  sur  la  voie  AX. 

.,  On  interprétera  toutes  les  solutions,  et  l'on  examinera  spé- 
cialement les  cas  de  n  =  X  et  de  /i  =  I. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  28o  ) 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique, 

1.  Trouver  la  différeDce  de  hauteur  de  deux  points  inacces- 
sibles. 

2.  On  donne,  dans  un  triangle,  les  trois  hauteurs 

A  =  1 2  See»,  368 ,        h'  =  9424»,  776,        h"  =  7539",  8208  ; 
on  demande  les  côtés  et  les  angles. 


AGRÉGATION  DE  L  ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 
(CONCOURS  DE  1887). 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

On  considère  un  quadrilatère  convexe  ABGD,  le  centre  de 
gravité  G  de  sa  surface,  et  le  point  de  rencontre  O  de  ses  dia- 
gonales. Soient  a,  p,  y»  S  les  aires  respectives  des  triangles 
GAB,  GBG,  GCD,  GDA  et  a',  p',  y',  S'  celles  des  triangles 
OAB,  OBG,  OCD,  ODA  : 

i"*  Démontrer  que  la  surface  S  du  quadrilatère  est  exprimée 
par  le  binôme  3a  +  y,  ou  par  les  binômes  analogues  ; 

2°  Trouver  la  relation  entre  les  quatre  surfaces  a',  p',  y'i  5', 
puis  la  relation  entre  les  surfaces  a,  p,  Y)  ^  1 

3*"  Résoudre  le  quadrilatère,  sachant  que  les  distances  du 
centre  de  gravité  G  aux  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  sont  respecti- 
vement (en  mètres) 

et  sachant,  en  outre,  que  Ton  a  (en  mètres  carrés) 
a-4-p  =  5r,         p-+-Y  =  4/',         Y-4-S  =  4r,         8-4-a  =  5r, 
où  /•  désigne  la  racine  positive  de  l'équation 
44  ^'  -+- 16^  —  1  =  0. 
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Mécanique, 

Un  01  de  fer  vertical  AB,  de  lo™  de  longueur,  et  dont  la 
section  normale  mesure  5o'""*',  est  fixé  par  son  extrémité  supé- 
rieure A,  et  se  termine  par  un  crochet  à  son  extrémité  infé- 
rieure B.  Ce  fil  s'allonge  de  i**"  quand  on  exerce  sur  lui,  sans 
choc,  une  traction  de  20*^*  par  millimètre  carré  de  sa  section, 
et,  pour  des  tractions  moindres,  rallongement  est  propor* 
tionnel  à  la  traction.  Cela  posé,  le  fil  de  fer  étant  au  repos, 
on  accroche  en  B,  sans  choc,  une  charge  donnée  de  P  kilo- 
grammes, assez  faible  pour  que  les  allongements  ne  dépassent 
pas  i"*,  et  l'on  demande  : 

]**  Quel  sera  le  plus  grand  allongement  absolu  qu'éprouvera 
le  (il,  ou  de  combien  s'abaissera  le  crochet  B  ? 

a^  Au  bout  de  combien  de  temps  se  produira  cet  allonge- 
ment maximum  ? 

3"  Si  cet  allongement  persistera,  et  quelles  seront  les  prin- 
cipales circonstances  du  mouvement  ? 

4°  Quelle  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  le  poids 
P  sans  que  la  limite  de  i*^,  pour  les  allongements,  soit  dé- 
passée ? 

On  négligera  la  masse  et  le  poids  du  fil  en  comparaison  de 
la  masse  et  du  poids  du  fardeau. 


Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  opaque  est  posée  sur  le  plan  horizontal,  et  un 
angle  droit  est  donné  dans  ce  plan.  Construire  un  point  tel  que, 
si  Ton  y  place  une  lumière,  Tombre  que  portera  la  sphère  sur 
le  plan  horizontal  soit  limitée  par  une  parabole  tangente  aux 
deux  côtés  de  l'angle  droit  donné.  Déterminer  cette  ombre 
portée,  ainsi  que  l'ombre  propre  de  la  sphère. 


Epreuve  pratique  de  calcul. 

On  donne  la  base  BC  =  a  d'un  triangle  et  les  angles  adja- 
cents B  et  C.  Inscrire  au  triangle  ainsi  défini  un  triangle  équi- 
latéral  dont  un  côté  NT  soit  parallèle  à  la  base  BC  du  triangle. 
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On  cherchera  l'expression  du  rapport  k  =  -jrïp  >   ainsi  que  les 
segments  MB,  MG  et  le  côté  NP  du  triangle  équilatéral. 
Application  :  BG  =  I294",67  ;  B  =  ôo^S'S;";  G  =  Sg^'Sô'r. 

Épreuve  pratique  de  Géométrie  descriptive. 

Une  demi-sphère  creuse  AGB,  éclairée  par  le  point  lumineux 
P,  repose,  par  son  sommet  G,  sur  le  plan  horizontal.  Déter- 
miner l'ombre  propre,  ainsi  que  l'ombre  portée  sur  le  plan 
liorizontal. 

Données  numériques,  —  Le  centre  O  de  la  sphère  est  à  5"" 
au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  85"™  en  avant  du  plan  ver- 
tical. Le  point  P  est  situé  dans  le  plan  de  front  qui  contient 
ce  centre,  à  laS*"™  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  la  même 
distance  de  i25""*  à  droite  de  la  verticale  du  centre. 


CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE 
(TOULOUSE  1888). 


1.  Décomposer  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré  le 
polynôme 

x^ —  4^'  cosacos6  -h  '2j:*(i  4-  €OS2a-4-  cosa^) 
—  4^  cosacosè-M. 

2.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  axe  et  sur  cette 
ellipse  un  point  M(a?',y);  former  l'équation  générale  des  co- 
niques osculatrices  à  l'ellipse  au  point  M. 

Exprimer  que  cette  équation  représente  une  parabole  ;  dé- 
montrer ensuite  que,  par  un  point  P(a,  p)  du  plan,  il  passe 
quatre  de  ces  paraboles,  que  les  quatre  points  (ar',y  )  corres- 
pondants sont  situés  sur  deux  droites  parallèles,  et  que,  parmi 
eux,  deux  au  plus  sont  réels. 

Former  l'équation  d'une  parabole  passant  par  les  quatre 
points  {x\y)  qui  correspondent  à  un  point  (a,  [d),  et  trouver 
le  lieu  décrit  par  ce  dernier  point  lorsque  la  parabole  en  ques- 
tion passe  par  un  point  fixe  du  plan. 
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CONCOURS  D'ADVISSIOIV  A  L'ÉCOLE  NAVALE 

(1888). 


A  rithmétiq  ue . 

Calculer  ù  moins  de  o,oi  prés  en  centièmes  la  valeur  de  l'ex- 
pression 


V' 


ir  X  9,876543'2i 


Algèbre. 

Étant  donnés  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  etisoscèle,  et 
un  point  D  situé  sur  le  côté  AB,  par  un  point  X  situé  sur  le 
côté  AG  on  mène  XE  parallèle  à  AB  et  l'on  joint  ED.  Dési- 
gnant par  b  le  côté  AB  =  AC.  par  x  la  distance  CX  =  XE  et 
par  d  la  distance  AD,  on  demande  : 

i**  L'expression  du  volume  engendré  par  le  trapèze  AXED 
tournant  autour  de  AG  ; 

a**  L'interprétation  géométrique  dont  cette  expression  est 
susceptible  lorsque  l'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ; 

3^  L'étude  des  variations  du  volume  représenté  par  cette 
expression  quand  le  point  X  se  meut  sur  AG  et  sur  son  pro- 
longement au  delà  du  point  G  ; 

4**  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé 
à  droite  de  B  ; 

S^  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé 
à  gauche  de  A. 

Géométrie  descriptive . 
Une  droite  est  définie  par  les  deux  points  (a,  a')  (è,  b'){^). 


aa 

= 

42™"', 

p* 

= 

2^"", 

aa' 

= 

Iti"'", 

?*' 

= 

58"'"', 

a3 

— 

8o""". 

(«)  a  et  p  sont  les  points  d'intersection  avec  la  ligne  de  terre  des 
lignes  de  rappel  aa\  bb'. 
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On  demande  : 

1*"  De  déterminer  les  projections  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  cette  droite  et  à  la  ligne  de  terre  ; 

1^  De  tracer  les  projections  de  la  sphère  décrite  sur  cette 
perpendiculaire  comme  diamètre  ; 

Intersection  avec  les  plans  de  projection  ; 

3*  De  tracer  les  projections  du  cube  circonscrit  à  cette 
sphère  dont  Tune  des  faces  passe  par  la  droite  donnée  et  dont 
Tune  des  arêtes  est  parallèle  à  cette  droite. 

Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et  36o*  qui  sa- 
tisfont à  l'équation 

.  ,,  .,^.       0,0643217  X  cosaïa'io'a/ 


(tang3'2rari9  )* 


Géométrie. 

D'un  point  pris  sur  la  surface  d'une  sphère,  on  peut  tou- 
jours abaisser  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un 
petit  cercle  donné. 

Définitions  et  théorèmes  à  Tappui. 

Propriétés  des  arcs  de  grand  cercle  perpendiculaires  et  obli- 
ques à  un  arc  de  petit  cercle. 

Géométrie  analytique. 

Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on  considère  la  co- 
nique défînie  par  l'équation 

[{x  —  a)«-f-^*—  p'](i-^  /»')  —  (y —  mxy  =  o, 

dans  laquelle  a  et  p  sont  des  constantes  et  m  un  paramètre 
variable. 

On  demande  de  montrer  : 

i"  Que  cette  conique  a  un  double  contact  avec  la  circonfé- 
rence 

(:r  — a)«-r-7«— p«  =  o 

au  point  où  elle  est  coupée  par  la  droite 

y  —  mx  =  o; 
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11"  Que  cette  conique  est  une  parabole  quel  que  soit  le  para- 
mètre m. 

Trouver  l'équation  de  Taxe  de  cette  parabole. 

Cet  axe  passe  par  un  point  fixe  quand  m  varie. 

Lieu  géométriqne  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  Torigine  à  toutes  ces  paraboles. 

3**  Aux  points  où  chacune  de  ces  paraboles  coupe  l'axe  des 
X,  on  mène  des  normales. 

Lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces  normales. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(1888). 


Mathém  atiques. 

f.  AB  et  A'B'  sont  deux  droites  parallèles  et  A  A'  est  une 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites  qui  les  rencontre 
en  A  et  A'.  Sur  ces  deux  droites  on  prend,  d'un  même  côté  de 
AA',  deux  longueurs  AO  =  x  et  X'O'  =  y,  qui  sont  variables, 

mais  liées  entre  elles  par  la  relation  xy  =  -—j  a  désignant  la 

4 

distance  AA'.  De  0  et  de  O'  comme  centres,  avec  les  rayons  or 

tiy,  on  décrit  deux  circonférences  : 

1*  Démontrer  que  ces  deux  circonférences  sont  tangentes  ; 

a"  Trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact  ; 

3**  M  désignant  ce  point  de  contact,  on  mène  la  droite  A  M, 
que  Ton  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  C  avec  A'B';  on  mène 
de  même  A' M  que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  C  avec 
AB,  on  joint  ce. 

Déterminer  a?  et  j'  de  manière  que  le  trapèze  A  A'C'C  ait  une 
surface  donnée. 

2.  On  donne  un  cône  circulaire  droit  et  un  point  A  sur  le 
plan  de  sa  base.  On  mène  par  ce  point  A  une  droite  rencon- 
trant la  circonférence  de  base  aux  points  B  et  C.  Quelle  doit 
être  la  distance  de  cette  droite  au  centre  de  la  base,  pour 
que  le  triangle  SBC  ait  une  surface  donnée  (S  étant  le  som- 
met du  -cône)? 
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3.  Dans  un  triangle  l'angle  A  est  de  73°27'45',7  et  le  rap- 

port  des  cotés  qui  le  comprennent  est  égal  à  ^;  calculerles 
angles  B  et  C. 

Géométrie  descriptive. 

Un  tétraèdre  SABG,  dont  la  face  ABC  est  située  sur  le  plan 
horizontal,  est  déterminé  de  la  manière  suivante  :  le  sommet 
S  a  pour  cote  70""",  et  pour  éloignement  So*"".  L'arête  SA  est 
dans  un  plan  de  profil  et  le  point  A  a  pour  éloignement  iiS""*. 
La  face  SBC  (B  à  gauche)  est  parallèle  au  plan  vertical.  Les 
faces  SAB  et  SAC  font  chacune  avec  le  plan  de  profil  qui  con- 
tient l'arête  SA  un  angle  de  45°.  —  Sur  Taréte  SB  on  preqd, 
entre  S  et  B,  un  point  D  à  20"*"*  du  sommet  S,  et  par  ce  point 
D  on  mène  un  plaa  perpendiculaire  à  l'arête  SB  ;  ce  plan 
coupe  se  en  E  et  SA  en  F  : 

1**  Construire  les  projections  du  triangle  DEF  ; 

7^  On  considère  la  sphère  qui  a  DE  pour  diamètre  :  repré- 
senter le  solide  commun  à  cette  sphère  et  au  tétraèdre. 

Lavis, 

Laver,  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fon- 
dues, la  projection  verticale  d'une  borne  en  pierre  formée  d'un 
prisme  octogonal  régulier  surmonté  d'un  cylindre. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
deux  projections  font  des  angles  de  45*  avec  la  partie  gauche 
de  la  ligne  de  terre. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEIIIiB 
EN  1888. 


Mathématiques, 

1.  Voir  l'énoncé,  3"  série,  t.  VII,  p.  3i4. 

2.  Construire  la  courbe  représentée  par  Téquation 

x(ar«  — j«)«-f-  4^r(^  — r)^— 4r('"*.r  —  3ar)  =  o. 
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Physique. 

1.  Quelle  quantité  de  chaleur  au  maximum  pourra  céder  i"" 
d'air  chauffé  sous  la  pression  atmosphérique  à  telle  tempéra- 
ture aussi  élevée  que  Ton  voudra  ? 

2.  Une  lunette  astronomique  est  munie  d'un  réticule  formé 
de  deux  fils  parallèles.  En  face  de  cette  lunette  est  disposée 
une  mire  divisée  en  centimètres.  Pour  que  le  nombre  de  cen- 
timètres que  l'on  voit  entre  les  deux  fils  du  réticule  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  de  la  mire  au  pied  vertical  qui  sup- 
porte la  lunette,  on  a  intercalé  dans  celle-ci  une  troisième 
lentille.  Étudier  l'instrument  ainsi  modifié. 


ERRATA  AUX  TABLES  DES  QUARTS  BE  CARRÉS 
DE  J.  BLATER  ('). 

Transmis  par  M.  Adolf  Weixleb,  employé  du  Bureau  de  trian- 
gulation au  Palais  Royal  Impérial  de  rÉtablissement  géographique 
militaire  à  Vienne  (Autriche). 


Argament*. 

Pages. 

Subdivision. 

Ligne  de  N.      Colonne  B. 

Au  lieu  de  : 

Lisez  : 

28.. 

I 

62                 i34 

i5o 

i58 

i84.. 

I 

94               9»« 

354 

356 

i8',.. 

I 

96         918 

272 

274 

(*)  Blater  (Joseph).  —  Table  des  quarts  de  carrés  de  tous  les 
nombres  entiers  de  i  à  200000,  servante  simplifier  la  multiplication, 
Télévation  au  carré,  ainsi  que  Textraction  de  la  racine  carrée,  et  à 
rendre  plus  certains  les  résultats  de  ces  opérations,  publiées  avec 
la  collaboration  de  A.  Stbinhauser,  Conseiller  impérial  à  Vienne. 
Grand  ^-4**;  1888.  Prix  :  Broché,  i5^';  cartonné  avec  signets  de 
parchemin,  20''. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 

Élève  de  Malhématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


On  donne  un  cercle  ajant  pour  centre  le  point  O  et 
une  parabole  P,  on  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de- 
mande : 

I**  De  trousser  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre 
O  par  rapport  aux  coniques  C  ; 

2°  L'enveloppe  des  tangentes  8  aux  coniques  C 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O  ^ 
V enveloppe  des  axes  des  coniques  C.  Le  lieu  géomé— 
trique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  </e  O 
sur  A,  sur  les  tangentes  8  et  sur  les  axes  de  C. 

i^  Nous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  bien 
connue  (Chasles,  Traité  des  Sections  coniques)  : 

Le  lieu  des  centres  (c)  des  coniques  circonscrites  et 
un  quadrilatère  donné  est  une  hjperbole  équilatère. 

Cette  hyperbole  équilatère,  dite  hyperbole  des  neuf 
points,  passe,  comme  on  le  sait,  par  les  sommets  du 
triangle  formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère,  par 
les  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  intérieures.  Elle 
a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

Si  Ton  suppose  que  le  quadrilatère  abcd  auquel  sont 
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circonscrites  les  coniques  (c)  est  déterminé  par  l'inter- 
seclîon  d'un  cercle  (O)  et  d'une  conique  (p),  l'hyper- 
bole équilatère  (h)  des  neuf  points  relative  aux  coni- 
ques (C)  aura  ses  asymptotes  parallèles  aux  bissectrices 
de  deux  côtés  dû  quadrilatère,  puisque  ce  sont  les  di- 
rections des  axes  des  deux  paraboles  circonscrites  à 
abcd. 

Les  axes  des  coniques  (c)  sont,  d'ailleurs,  parallèles 
à  ces  mêmes  droites  (théorème  de  Joachimstahl). 

Cette  hyperbole  équilatère  [h)  passera  par  le  centre 
du  cercle  (O)  qui  fait  partie  de  la  famille  des  coniques 
(c)  circonscrites  à  abcd.  Supposons  en  outre  que  la  co- 
nique (p)  passe  par  le  centre  de  (O). 

Si  nous  transformons  la  iigure  précédente  par  polaires 
réciproques  par  rapport  au  cercle  (O),  nous  obtenons  la 
réponse  à  la  première  question  : 

L* enveloppe  de  la  polaire  A  du  centre  d'un  cercle 
(O)  par  rapport  aux  coniques  (C)  inscrites  dans  /e 
quadrilatère  circonscrit  au  cercle  (O)  et  à  une  para- 
bole donnée  (P)  est  une  parabole  (H)  inscrite  dans  le 
triangle  auto  polaire  commun  aux  coniques  (C)  e^  ad- 
mettant pour  directrice  la  droite  qui  joint  les  milieu j: 
des  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  à  (O)  et 

à  in 

Cette  parabole  (H)  est  la  transformée  de  (h)  par  rap- 
port à  (O).  De  sorte  qu'au  lieu  des  pôles  a  de  la  droite 
de  l'infini  par  rapport  aux  coniques  (ç)  correspond 
l'enveloppe  de  la  polaire  A  du  centre  de  (O)  par  rapport 
aux  coniques  (C). 

Cette  transformée  est  une  parabole  parce  que  (h) 
passe  par  le  centre  du  cercle  (O).  De  plus,  comme  l'hy- 
perbole équilatère  (h)  passait  par  les  milieux  des  côtés 

Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIH.  (Juin  1889.)  19 
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et  des  diagonales  intérieures  du  quadrilatère  abcd^  les 
six  droites  menées  par  les  six  sommets  du  quadrilatère 
ABCDEF  [circonscrit  à  (O),  les  points  de  contact  élaDl 
rt,  i,  c,  rf]  parallèlement  à  leurs  polaires  respectives 
seront  six  tangentes  à  celte  parabole  (M). 

Ou  peut  voir  a  priori  que  les  quatre  droites  AC,  BD, 
CF  et  la  droite  de  TinGni  sont  des  tangentes  à  l'enve- 
loppe cherchée.  Les  trois  droites  AC,  BD,  EF  peuvent, 
en  elïet,  être  considérées  comme  représentant  trois  co- 
niques inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCDEF.  Les  po- 
laires de  o  par  rapport  à  ces  coniques  réduites  à  des 
droites  doubles  sont  précisément  ces  droites.  Quaiit  à 
la  droite  de  Tin  fini,  c'est  la  polaire  de  o  par  rapport  au 
cercle  (O)  qui  appartient  aux  coniques  (C)  inscrites 
dans  le  quadrilatère  ABCDEF. 

L'hyperbole  [h)  passant  par  les  somm€*ts  du  triangle 
MINP  formé  par  les  diagonales  de  abcd^  la  parabole  (H) 
sera  inscrite  dans  ce  triangle.  Sa  direction  passera,  par 
suite,  par  le  centre  o  de  (O)  puisque  MNP  est  auto- 
polaire par  rapport  à  ce  cercle.  Je  dis  maintenant  que 
cette  directrice  est  précisément  la  droite  joignant  les 
milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCDEF  qui 
contient  o  et  qui  est  appelée  droite  de  Netvton, 

Nous  nous  appuierons  pour  cela  sur  ces  deux  pro- 
priétés : 

Lemme  L  —  L'hyperbole  (/i)  lieu  des  centres  des 
coniques  (c)  passant  par  l'intersection  d'un  cercle  (0) 
et  d'une  conique  (p)  qui  passe  par  son  centre  0  a  pour 
tangente  en  ce  point  o  la  normale  à  (p). 

Lemme  IL  —  Quand  on  transforme  par  polaires  ré- 
ciproques une  parabole,  le  centre  du  cercle  (O)  par  rap- 
port auquel  on  transforme  étant  sur  la  directrice,  on 
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obtient  una  hyperbole  équilatère  tangente  à  la  direc- 
triceau  centre  du  cercle  (O)  et  réciproquement  (*  ). 

Cela  posé,  quand  nous  transformons  la  conique  (p), 
la  direction  des  diamètres  de  la  parabole  (P)  trans- 
formée de  (p)  par  rapport  à  (O)  est  la  droite  A  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD. 

Cette  droite  n'est  autre  que  la  normale  à  (p)  en  o, 
qui  est  la  tangente  à  (h)  en  ce  point  (lemme  I)  et, 
d'après  le  lemme  II,  ce  sera  la  directrice  de  (H). 

Comme  les  parallèles  menées  par  ÂBCD  à  leurs  po- 
laires par  rapport  à  (O)  sont  quatre  tangentes  à  (H),  il 
résulte  de  là  que  le  quadrilatère  inscriptible  a^yô  ainsi 
formé  est  tel  que  la  droite  A'  qui  joint  les  milieux  de  ses 
diagonales  est  perpendiculaire  à  la  droite  A  de  ^lewton 
du  quadrilatère  ABCD,  d'où  ce  théorème  : 

TnÉORÈME  I.  —  Si,  par  les  quatre  sommets  d^un  qua- 

(")  Considérons  une  hyperbole  équilatère  (A)  de  centre  G  (a,?), 

(A)  J7>--P^  — a^  ^o, 

(o)  x^-hy'— p«  — o. 

La  transformée  par  polaires  réciproques  sera,  par  rapport  au  cercle 
(O), 

(H)  (4^-p^-p.)»-43.pa:  =  o, 

qui  est  une  parabole  (H)  admettant  pour  direction  des  diamètres  la 
droite  ay — ^x  =  o  perpendiculaire  à  la  droite  ^y  -h<xx  =o  qui 
est  la  tangente  en  o  à  {h).  Celte  parabole  est  de  plus  tangente  aux 
deux  parallèles,  aux  asymptotes  de  {h)  menées  par  le  centre  o  de 
(O). 

Sa  directrice  est  la  droite  ^y  -hax  —  o  perpendiculaire  à  la  di- 
rection des  diamètres  et  passant  par  l'origine  qui  est  le  sommet 
d'an  angle  droit  circonscrit  à  (H).  On  voit  que  cette  directrice 
n*est  autre  que  la  tangente  à  (A)  en  ce  point  o. 

Cette  droite  p>^  +  aj;=:o  est  parallèle  à  la  polaire  du  centre  G 
(a,  P)  de  (A)  par  rapporta  (O)  qui  a  pour  équation 

Q^  -J-aar  —  p'  =  o- 
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drilatcre  circonscrit  à  un  cercle,  on  mène  des  paral- 
lèles à  leurs  polaires  par  rapport  au  cercle,  ces  quatre 
dernières  droites  forment  un  second  quadrilatère  qui 
est  tel  que  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  diago- 
nales est  perpendiculaire  à  la  droite  analogue  dans  le 
premier. 

La  droite  A'  donne  en  effet  la  dheelîon  des  diamètres 
de  H. 

Celte  seconde  partie  se  déduira  immédiatement  de  la 
propriété  suivante,  que  nous  allons  établir  : 

Lemmb  III.  —  L'hyperbole  aux  pieds  des  normales 
menées  du  centre  d'un  cercle  à  l'une  des  coniques  qui 
sont  circonscrites  à  un  quadrilatère  inscrit  dans  ce 
cercle  est  la  même  pour  toutes  les  coniques  et  coïncide 
avec  Vhyperhole  des  neuf  points  relatii^e  à  ce  quadri- 
latère. 

En  effet,  considérons  Tune  des  coniques  (C|  )  ;  l'hy- 
perbole (//,  )  aux  pieds  des  normales  menées  de  o  à  (c,  ) 
n*est  autre  que  Thyperbole  (A).  Les  axes  de  (C|)  sont, 
comme  on  le  sait,  parallèles  aux  bissectrices 'de  deux  des 
côtés  du  quadrilatère  abcd  \  c'est-à-dire  que  les  asym- 
ptotes de  (/i)  et  (/i,)  sont  parallèles.  De  plus,  (/i)  el 
(/ii)  ont  epcore  en  commun  le  centre  o  du  cercle  (O) 
et  le  centre  de  la  conique  (cj)  considérée;  pour  qu'elles 
coïncident,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  ont  un  cin- 
quième point  commun.  Or,  si  nous  montrons  que  ceci 
a  lieu  pour  l'une  des  coniques  (c),  il  est  évident,  par 
raison  de  continuité,  que  ce  sera  vrai  pour  Tune  quel- 
conque des  coniques  (C). 

Prenons,  à  cet  effet,  les  coniques  particulières  (ac,  hd)y 
(ab^  de)  et  (arf,  bc)  i,  les  pieds  des  normales  menées  de 
o  sur  (ac,  bd)  sont  les  milieux  des  segments  ac  et  brf. 
Or  ces  points  apparlîennent  à  h. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  ^9^  ) 

Pour  cette  conique  (c)  particulière  les  deux  hyper- 
boles coïncident;  il  en  est  de  même  pour  les  coniques 
(ab^  de)  ;  la  propriété  est  par  suite  démontrée. 

Si  l'on  transforme  par  rapport  au  cercle  (O),  nous 
en  déduisons  : 

L^ enveloppe  des  tangentes  S  aux  coniques  (G)  in- 
scrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  (O) 
et  à  une  parabole  (P)  aux  points  oit  la  normale  passe 
par  le  centre  o  de  (O)  est  la  parabole  (H)  tangente 
aux  côtés  du  triangle  autopolaire  commun  aux  coni- 
ques (G)  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  relative  à  ce  quadrilatère. 

Remarquons  que  cette  parabole  (H)  a  son  axe  per- 
pendiculaire à  celui  de  (P)  ;  par  suite,  les  paraboles  {9) 
et  (H)  se  coupent  en  quatre  points  formant  un  quadri' 
latère  inscriptible  dans  un  cercle. 

Nous  rappelons,  pour  trouver  l'enveloppe  des  axes, 
cette  propriété  bien  connue  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  est  la  droite  joignant  les  milieux  des  dia- 
gonales^ cette  droite  est  dite  droite  de  Newton  rela- 
tii^e  à  ce  quadrilatère. 

Je  dis  que  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  (G)  est 
la  parabole  (H)  déjà  trouvée. 

Considérons,  en  effet,  un  point  o>  sur  la  droite  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD5  il  existe  une  et 
une  seule  conique  (G)  tangente  à  trois  côtés  du  quadri- 
latère et  admettant  ce  point  cd  pour  centre.  Elle  sera 
évidemment  tangente  au  quatrième  côté.  Puisqu'il 
n'existe  quune  seule  conique  (G)  admettant  ce  point  o) 
pour  centre,  il  n'y  a  que  deux  droites  rectangulaires  qui 
passent  par  ce  point  et  qui  soient  tangentes  à  l'enve- 


Digitized  by  VjOOQIC 


(=»94) 
loppe  cherchée.  Cette  enveloppe  de  seconde  classe  sera 
conséqueminent  une  conique.  Cette  conique  étant  telle 
que  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  qui  lui  sont 
circonscrits  est  une  droite  A,  c'est  une  parabole  admet- 
tant A  pour  directrice. 

Si  Ton  considère  les  coniques  particulières  AC,  BD, 
EF,  on  voit  que  ces  droites  et  les  perpendiculaires 
en  leurs  milieux  sont  six  droites  tangentes  à  cette  para- 
bole qui  est  précisément  la  parabole  H  comme  ayant  en 
commun  avec  elle  trois  tangentes  et  la  directrice. 

Nous  déduisons  de  ce  qui  précède  les  propriétés  re- 
marquables, peut-être  nouvelles,  du  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle. 

Théorème  II.  —  Les  perpendiculaires  aux  diago- 
nales d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  en  leurs 
milieux  forment  un  triangle  dont  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  sur  la  droite  de  Newton  de  ce  qua- 
drilatère. 

Théorème  II  bis,  —  Etant  donné  un  quadrilatère 
quelconque,  il  existe  toujours  une  parabole QX)  tangente 
aux  trois  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la 
droite  de  Newton  de  ce  quadrilatère. 

Théorème  III.  —  Étant  donné  un  quadrilatère 
ABCD  circonscrit  à  un  cercle  (O),  si  Von  circonscrit 
le  cercle  (F,  )  au  quadrilatère  a^yî  obtenu  en  menant 
des  points  A,  B,  C,  D  des  parallèles  à  leurs  polaires 
par  rapport  à  (O)^  et  les  cercles  (Fa),  (Tt)  drconserits 
aux  triangles  formés,  l'un  par  les  trois  diagonales  de 
ABCD,  l'autre  par  les  perpendiculaires  élev^ées  aux 
milieux  de  ces  diagonales,  on  obtient  trois  cercles 
(Fi),  (F,)  et  (F3)  se  coupant  en  un  même  point.  Les 
projections  orthogonales  de  ce  point  sur  les  côtés  des 
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fleux  triangles  et  sur  les  côtés  du  quadrilatère  a^yô 
sont  dix  points  situés  sur  une  droite  perpendiculaire  à 
la  droite  de  Newton  relativ^e  au  quadrilatère  ABCD. 

Théorème  IV.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle,  si  Ton  trace  les  sj  métriques  des 
trois  diagonales  par  rapport  à  la  droite  de  Newton 
relative  à  ce  quadrilatère,  on  obtient  trois  droites 
concourantes  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé 
par  les  trois  diagonales. 

Théorème  V.  —  La  perpendiculaire  menée  du  centre 
o  d'un  cercle  (O)  à  la  droite  de  Newton  relatix^e  à  un 
quadrilatère  circonscrit  à  ce  cercle  passe  par  le  centre 
(  jr  de  gravité  du  quadrilatère  inscrit  dans  ce  cercle  et 
qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact  du  premier. 

Ce  dernier  théorème  résulte  de  ce  que  la  polaire  (*) 
du  eeutre  de  gravité  G  du  quadrilatère  inscrit  par  rap- 
port au  cercle  est  parallèle  à  la  droite  de  Newton  du 
quadrilatère  circonscrit,  de  sorte  que  GO  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  de  Newton. 

Remarquons  que  la  première  et  la  troisième  question 
sont  susceptibles  de  généralisation, 

1°  V enveloppe  de  la  polaire  A  dhin  point  de  la 
droite  de  Newton  d'un  quadrilatère  quelconque  par 
rapport  aux  coniques  (G)  inscrites  dans  ce  quadrila- 
tère est  une  parabole {M^  )  inscrite  de  ce  triangle  auto- 
polaire  commun  aux  coniques  (G). 

2"  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  (G)  inscrites 
dans  un  quadrilatère  quelconque  est  la  parabole  (H) 


(*)  La  polaire  de  G  esl  donc  bien  parallèle  à  la  directrice,  c'est 
à-dire  à  la  droite  de  Newton. 
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inscrite  dans  le  triangle  autopolaire  commun  aux  co- 
niques {0),  sa  directrice  étant  la  droite  k.  de  Newton 
de  ce  quadrilatère. 

]1  n'y  a  rien  à  modifier,  pour  la  démonstration,  aux 
méthodes  données.  Les  paraboles  (H)  et  (Hj)  ne  coïn- 
cident que  si  le  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle. 
Il  résulte  de  cette  généralisation  que  les  théorèmes  II 
et  IV  sont  encore  vrais  pour  un  quadrilatère  quel- 
conque. 

La  seconde  question  ne  peut  se  généraliser,  car  le 

lieu  dans  le  cas  d'un  quadrilatère  quelconque  est  une 

quartique  qui,  lorsque  le  quadrilatère  est  circonscrit 

à  un  cercle,  se  décompose  en  deux  coniques  :  le  cercle 

et  la  parabole  (H). 

Cherchons  maintenant  la  polaire  de  O  par  rapport  à 
cette  parabole  remarquable;  nous  résolvons  ainsi  la  der- 
nière partie  de  la  question. 

Cette  polaire  sera  une  cubique  circulaire  unicursale 
à  point  double  réel,  puisque  le  point  o  se  trouve  sur  la 
directrice  de  (H).  Les  tangentes  au  point  double  seront 
rectangulaires;  pour  les  construire,  il  suffira  de  mener 
par  o  des  parallèles  aux  asymptotes  de  {h)  •,  ces  droites 
sont  en  eillet  les  tangentes  à  (H)  qui  passent  par  o. 

Ces  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  formés  par  deux  des  côtés  du  quadrilatère  abcd  ; 
on  a  donc  les  tangentes  au  point  double. 

Nous  voyons  immédiatement,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  sur  la  parabole  (H),  que  cette  cubique  passera 
par  les  six  sommets  du  quadrilatère  ABCDEF  et  aussi 
par  les  pieds  m,  f2,  p  des  hauteurs  du  triangle  MNP 
l'ormé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  [ce  sont 
en  ellet  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur 
ce  triangle  MNP  autopolaire  par  rapport  à  (O)]. 
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Cette  cubique  (F)  passe  aussi  parles  pieds  (Oi,  coj,  co, 
des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur  le  triangle  formé 
parles  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  diago- 
nales de  ABCD.  Ainsi  cette  cubique  circulaire  passe  par 
les  douze  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  m,  /i,  p^  ci>i ,  ci>2,  CO3. 

Elle  admet  de  plus  comme  asymptote  la  parallèle  à 
la  droite  de  Newton  À  de  ABCD  menée  par  le  symétrique 
du  foyer  de  H  par  rapport  à  A.  Ceci  résulte  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  podaires  des  différents  points  de  la  directrice 
d'une  parabole  sont  des  cubiques  circulaires  (F)  ad- 
mettant  toutes  même  asy^mptote,  qui  est  la  parallèle 
à  la  directrice  menée  par  le  symétrique  du  foyer  de  la 
parabole  par  rapport  à  la  directrice  (*). 

Cette  cubique  (F)  est  suffisamment  déterminée. 

Cetle  cubique  (F)  n'est  autre  que  la  cubique  (T^) 
que  Ton  trouve  comme  lieu  des  foyers  des  coniques  (C  ) 
inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD.  Eu  effet,  ces  cubi- 
ques ont  d*abord  à  Finfini  trois  points  communs  :  le» 
deux  points  circulaires  let  J,  et  le  point  rejeté  à  Finfini 
dans  la  direction  de  la  droite  A  de  Newton  de  ABCD« 
Car  on  sait  que  la  cubique  (F',  )  circulaire  passe  par  les 
six  sommets  du  quadrilatère  ABCDEF  et  a  pour  asym- 
ptote la  droite  parallèle  à  A  menée  par  la  symétrique  du 
foyer  de  la  parabole  (P)  par  rapport  à  A.  Outre  ces  trois 

(')  Soit  réquation  de  (H) 
(H)  ^*— Q/7jr-f-/?'=  o, 

la  podaire  du  point  (o,  A)  situé  sur  la  directrice  de  (H)  sera 
(P)    x[x^-^{y  -  hy]-\''ihx{y -  h)- p[x*-{y  -  hy]=  o, 
U  cubique  circulaire  (F)  adinettanl  pour  asymptote 
X  -\-  p=  o. 
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points  à  riiiGni,  les  deux  cubiques  (F)  et  {T\)  ont  eu 
commun  les  six  sommets  de  ABCDEF.  Ayant  neuf  points 
communs,  elles  coïncident  donc.  De  ce  que  les  asym- 
ptotes des  deux  cubiques  (F)  et  (F',  )  coïncident,  nous  en 
concluons  : 

Théorème  VI.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle  (O),  si  l'on  considère  les  deiuc  pa- 
raboles (P)  et  (H)  qui  sont  t 'une  inscrite  dans  ce  qua- 
drilatère, l'autre  inscrite  dans  le  triangle  formé  par 
les  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  de  ce  quadrilatère,  elles  ont  pour  foyers 
deux  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  est  parallèle 
à  A. 

Théorème  VTI.  —  La  cubique  (F)  lieudesfojrers  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  {o)  peut  être  considérée  comme  la  podaire  du 
centre  O  de  ce  cercle  par  rapport  à  la  parabole  (H). 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  «IIESTION  PROPOSÉE 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  EN  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


i  "  Prenons  pour  équations  du  cercle  et  de  la  para- 
bole les  équations  suivantes 

G  =  a*  -f-  p*  —  p*  =  o, 

P  =  aM*-h  aV*-4-  26" wp  -H  2CW-H  ic'v  =  o. 

L'équation  des  coniques  F  inscrites  dans  le  quadrila- 
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1ère  circonscrit  à  C  et  à  P  sera 

r  =  XG-+-P=:o. 

Soient  uo,  Vo  les  coordonnées  de  la  droite  A*,  Téqua- 
lion  du  pôle  sera 

Pour  que  ce  pôle  soit  Torigine,  il  faut  que 

ou 

Xmo-I-P«,=  o, 
X(?o-4-P.'',=  o; 

d'où  pour  l'enveloppe 

(H)  uP'^-i?P'u  =  o, 

équation  d'une  parabole  (H)  inscrite  dans  le  triangle 
aulopolaire  commun  à  C  et  à  P  et  admettant  pour  di- 
rectrice la  droite  ex  —  c^y  =  o. 

2®  Une  tangente  de  coordonnées  i/o»  ^o  ^  T 

[r(Mo,*'o)=o] 

a  son  point  de  contact  déterminé  par  l'équation 
u  T'u^  -h  V  ri»»  -4-  w  rl„,  =  o. 

Le  point  situé  à  Tiniini  sur  cette  tangente  a  pour 

équation 

uvo — vUo=  o. 

Pour  que  ces  deux  points  soient  vus  de  l'origine  sous 
un  angle  droit,  ce  qui  exprime  que  la  normale  à  F  au 
point  de  contact  de  la  tangente  de  coordonnées  (uo,  Vo) 
passe  par  l'origine,  il  faut  que 

ï^  —  =  ï        où        Efl?  =  Eilî  =  "0^^",  -^  ^oFr, . 
r'„.  "o       ^         ^"         wo  ^0  ul-\-vl     '' 

en  tenant  compte  de  la  relation 

r(Mo*  «^0)=  "or«,-+-t'or|»,-+-  worwo=  o, 
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on  obtient 


Xp« 


=  ~  jx. 


Mo  <^0  —  ("0-+-^'o) 

Le  Heu  s'obtiendra  en  éliminant  X,  (x  entre  les  trois 
équations  suivantes 

"kuo-h  |iWo-+-  Pm,=  o, 

—  Xpï—  |A(wJ-f-  (;J)H-  p;^^=  o; 
réiiniinalion  donne 


Uo 

^0 


P'a. 


Multiplions  la  première  ligne  par  t/^,  la  deuxième 
par  1^9,  et  ajoutons  à  la  troisième,  on  a 

Wo         Uq        Pm, 

^0       Vo      Pi. 
G        o        P 


<», 


ou^  en  développant  et  en  supprimant  les  indices, 

C(mp;  — pp;,)=o. 

Le  lieu  se  compose  donc  de   la  parabole  (H)  et  du 
cercle  C. 

L^équation  du  système  des  axes  de  la  conique  T  est 

-(a  -a')[lu  -i-  V'u]Ckv -h  P'^)=  o, 
ou,  ordonnée  par  rapport  à  X, 

+  6'(P'„«-  P',»)-(a-a')P'„P;  =  a. 
L'enveloppe  est,  par  suite, 

[•26''(aP;,-vP'^)-(a-a')(MP;,-+-Pp'„)]» 

x[^'(P;;--P^*)     (a~  at)P'„P',]  =  o. 
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En  simplifiant,  il  vient 

On  retrouve  donc  la  même  parabole  (H). 
La  podaire  de  l'origine  s'obtient  en  remplaçant  dans 
l'ëquation  de  (H)  u  et  v  par  les  valeurs  suivantes 

X  y 

"  =  -i 7  '         ^  =  -r^ — ;  j 

x^^yt  x*-\-y^ 

elle  a  pour  équation 

{x*-^y^)(cx  —  c'y)-^  b' {x'^  —  y^)'^{a'  —  a)xy  =  o. 

C'est  une  cubique  circulaire  à  point  double  réel,  les 
tangentes  en  ce  point  double  étant  rectangulaires. 

COKGOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1888. 


PREMIÈRE  SESSION. 


Calcul  trigonométrique. 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =12352",  22, 

6  =  15637™,  43, 
c  =  i82ii"»,65. 

On  demande  de  calculer  les  trois  angles,  la  surface  et  la 
longueur  de  la  bissectrice  de  Tangle  A  de  ce  triangle. 

Géométrie  analytique. 

Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point 
Â  sur  Taxe  des  x^  on  considère  le  faisceau  des  coniques  pour 
lesquelles  l'axe  des  j^  est  une  directrice  et  le  point  A  un  som- 
met de  Taxe  focal.  Par  un  point  quelconque  M  du  plan  des 
axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  imagi- 
naires. 

1**  Déterminer  les  parties  du  plan  dans  lesquelles  doit  être 
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le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  pa^v- 
scnt  par  ce  point  soient  réelles,  et  celles  où  il  doit  être  pour 
que  les  deux  coniques  soient  imaginaires.  (La  ligne  de  sépa- 
ration est  de  degré  supérieur  au  second.) 

a°  Reconnaître,  d'après  la  position  d*un  point  par  lequel 
passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces  coniques. 

3**  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées de  Torigine  des  coordonnées  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau  considéré. 

Chimie. 

1^  Indiquer  les  usages  de  Tadde  sulfurique,  en  donnant, 
sous  Au'me  de  tableau  synoptique,  les  réactions  de  préparation 
des  divers  corps  pour  lesquelles  on  emploie  cet  acide. 

2°  On  doivae  dans  un  eudiomètre  4o**  d'un  mélange  d'oxyde 
de  carbone  et  d'hydrogène.  On  y  ajoute  20**  d'oxygène  et  on 
enflamme  le  mélange  des  gaz  par  une  étincelle  électrique. 

Il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eudiomètre  et  il 
reste  dans  l'appareil  un  résidu  de  20**  d'acide  carbonique 
absorbable  totalement  par  la  potasse. 

On  demande  de  déterminer  à  l'aide  de  ces  données  la  com- 
position du  mélange  gazeux  mis  en  expérience. 

On  donne  les  équivalents  en  volume  : 


GO  =  2**^, 

0   =  1-», 

H  =  2'*», 

CO2  =  2-', 

HO  =2-'. 

Physique. 

1.  Quelles  sont  les  expressions  x  et  ^  des  tensions,  mesurées 
à  o  et  à  /  degrés,  de  l'acide  carbonique  sec  emmagasiné  dans 
un  ballon  en  verre  fermé  qui  reste  en  équilibre  dans  l'air  dans 
des  conditions  de  température,  de  pression  et  d'état  hygromé- 
trique données. 

S.  Exemple  numérique  : 

Volume  extérieur  du  ballon  à  o* V  =  i2"*,575 

Volume  intérieur U  =  12"*, 671 

Poids  de  l'enveloppe tz  =.    6b%348 

Température /  =  3a» 
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Pression  atmosphérique H  =  76"'",  83 

Etat  hygrométrique e  ~  0,68 

Tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  /** F  —  S'^^jSSe 

Coefficient  de  dilatation  de  l'enveloppe K  =  o,oooo23 

Coefficient  de  dilatation  du  gaz a  =  o,oo3665 

Poids  du  litre  d'air  à  o*  et  76*"  de  pression. .  a  =  i^'ïîqB 

Densité  de  l'acide  carbonique d—  i ,  5-29 

Épure. 

On  donne  dans  le  plan   horizontal  une  droite  A6,  A'B'  de 
loo"""  de  longueur,  faisant  un  angle  de  45*  avec  la   ligne  de 


terre.  Par  le  point  A,  on  mène  une  droite  Ac,  A'c'  également 
inclinée  sur  les  deux  plans  de  projection;  puis,  ensuite,  on 
mène  la  bissectrice  kd^  S! d!  de  l'angle  cAB,  c'A'B'.  Par  le 
point  B,  B'  dans  le  plan  des  deux  droites  AB,  A'B',  Ac,  A'c', 
on  mène  une  droite  Bc,  B'c'  faisant  avec  AB,  A'B'  un  angle 
cBA,  «'B'A'  de  3o». 

On  considère  maintenant  la  surface  conique  engendrée  par 
la  droite  Ac,  A'c'  tournant  autour  de  kd^  k'cF,  puis  la  surface 
conique  engendrée  par  la  droite  AB,  A'B'  tournant  autour  de 
B«,  B'e',  et  l'on  demande  de  déterminer  l'intersection  de  ces 
deux  surfaces  coniques. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  la  surface  conique 
ayant  comme  sommet  B,  B'  n'existe  pas,  et  que,  de  l'autre  sur- 
face (supposée  opaque),  il  n'existe  que  la  partie  comprise  entre 
le  sommet  A',  A  et  l'intersection  des  deux  surfaces  coniques. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection   et   de   la  tangente  en   ce   point, 
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celle  des  points  remarquables  et  des  tangentes  en  ces  points. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  Taide 
d'une  légende  placée  dans  la  partie  gauche  de  l'épure. 

Titre  extérieur:  Géométrie  descriptive.  Titre  intérieur:  In- 
tersection de  deux  surfaces  coniques. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  grands  côtés  du 
cadre  et  à  90""  du  côté  inférieur  du  cadre.  La  projection  ver- 
ticale A'  du  sommet  A  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre,  à  égale 
distance  des  deux  petits  côtés  du  cadre. 


SECONDE  SESSION. 


Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  angles  d'un  triangle  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit, connaissant  les  trois  côtés 

a  =  4{35i,22, 
b  =  59134,96, 
c  =  73918,70. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

a^y^-\-  b^x^=  a^b* 

et,  dans  son  plan,  un  point  P  (/?,  q)  par  lequel  on  mène  deux 
droites  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  con- 
sidère toutes  les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection 
de  ces  droites  avec  l'ellipse  donnée.  Ecrire  l'équation  générale 
de  ces  coniques;  trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  distinguer 
les  portions  de  cette  courbe  qui  correspondent  à  des  centres 
d'ellipse  ou  à  des  centres  d'hyperbole. 

On  prend  la  polaire  de  Toi'igine  des  coordonnées  par  rapport 
à  chacune  des  coniques  et  on  abaisse,  du  point  P,  une  perpen- 
diculaire sur  cette  polaire.  Trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires.  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent 
deux  paraboles;  trouver  leurs  foyers  pour  une  position  donnée 
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lion  de  la  chaleur  sur  le  pouvoir  magnétique  du  fer,  du  nickel,  et  de  quelques 
alliages  de  platine,  et  sur  les  conséquences  que  Ton  peut  en  tirer  pour  le  dosage 
du  fer;  par  M.  E.  Becquerel,  Membre  de  l'Institut.  —  Sur  l'application  du 
Calcul  des  probabilités  à  la  théorie  des  jugements;  par  M. /.^er/ra/ta,  Secrétaire 
perpétuel  de  l'Académie  des  Scences. — Sur  la  conductibilité  de  l'acide  azotique  et 
sur  une  généralisation  de  la  loi  des  conductibilités  moléculaires;  par  M.  Bouty, 
Professeur  de  Physique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Sur  la  présence 
de  la  cassitérite  dans  les  scories  de  la  fonte  du  bronze  et  sur  une  nouvelle 
méthode  de  reproduction  de  cette  espèce  minérale  ;  par  M.  L.  Bourgeois,  — 
Note  sur  des  cristaux  du  Connecticut  paraissant  appartenir  à  une  forme  tri<^ 
cliDique  dimorphe  de  la  baiérine  (niobite)  ;  par  M.  Des  Cloiseaux,  Membre  de 
l'Institut.  —  Sur  la  détermination  de   l'ordre  de  la   surface  lieu  des  points 
dont  les  distances  à  des  surfaces  algébriques  données  vérifient  une  relation 
algébrique  donnée;  par  M.   G,  Fouret,   Examinateur  d'admission   à  l'Ecole 
Polytechnique.  —  Recherches  sur  l'application  du  pouvoir  rolaloire  à  l'étude 
des  combinaisons  qui  se  produisent  dans  les  solutions  d'acide  tartrique  avec 
les  moiybdates  de  soude  et  d'ammoniaque;  par  M.  Cernez,  Maître  de  confé- 
rences à  l'Ecole  Normale  supérieure.  —  Sur  l'Anagyrine;  par  MM.  Hardy, 
Membre  de  l'Académie  de  Médecine,  et  A'^.  Gallois,  —  Transformation  propre 
à  conserver  le  caractère  du  potentiel  cylindrique  d'un  nombre  limité  de  points; 
par  M.  Haton  de  la  Goupillière,  Membre  de  l'Institut.  —  Constructions  gra- 
phiques de  nombres  transcendants  (2  pi.  );  par  M.  Luisant,  —  Mémoire  sur 
la  méthode  graphique  des  projections  appliquées  à  la  construction  des  cartes 
(les  éclipses  du  Soleil,  en  général  (4  pi.)»  P^^  ^*  Laussedat,  Directeur  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers.  —  Sur  un  moyen  d'obtenir  un  diagramme 
de  détente  d'une  forme  donnée  dans  les  machines  de  genre  Corliss  à  admission 
ei échappements  indépendants;  par  M.  Léauté,  Directeur  des  Etudes  à  l'Ecole 
Monge.  —  Développements  de   Géométrie  cinématique;  par  M.  Mannheim, 
Professeui*  à  l'Ecole  Polytechnique.  —   Sur  les  courants  interrompus;   par 
M.   Afoutier,   —   Sur  la   cause   de  l'électrisation   des    nuages   orageux;   par 
M.  Pellat,  Maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  sur 
la  composition  des  alliages  monétaires;  par  M.  Peligot,  Membre  de  l'Institut. 
Sciences   natcrelles.  —  Sur  la  classification   naturelle  des  Vertébrés;  par 
M.  Alix.  —  Etudes  sur  la  flore  fossile  du  calcaire  grossier  parisien  (a  pi.);  par 
M.  Bureau.  —  Etude  sur  l'organisation  des  Ampullaires  (i  pi.);  par  M.  Bou- 
vier, agrégé  de  l'Université.  ■—  Recherches  sur  les  Myélocytes  des  Invertébrés 
(x  pi.);  par  M.  Chatin,  professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
—  Note  sur  deux  genres  intéressants  de  la  famille  des  Composées  :  Fitchia 
Hook,  F.  et  Bemia  Hillebr.  (2  pi.);  par  M.  Drake  del  Castillo,  —  Organisa- 
tion de  la  fleur  des  Delphinium,  en  particulier  du  Delp hinium  elatum  cnhiyé; 
par  M.  Duchartre,  Membre  de  l'Institut.  —  Etude  du   squelette   du    Cyno- 
hyœnodon  (2   pi);  par  M.   H.  Filhol,  ancien   professeur   à  la   Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse.  —  Monographie  du  genre  Paris  (i  pi.);  par  M.  Franr 
chet.  —  Note  sur  les  Vazimba  de  Madagascar;  par  M.  Grandiaier,  Membre 
de  rinstîtut.  —  Note  sur  un  parasite  des  muscles  cfu  Palœmon  rectirostris ;  car 
M.  le  ly  Henneguy.—^olt  sur  une  espèce  nouvelle  du  genre  Dactylopsilaii  pi.)'» 
par  M.  JUUne-Edwards,  Membre  de  l'Institut.  —  Sur  une  collection  de  Rep- 
tiles et  de  Batraciens  rapportés  des  pavs  Comalis  et  de  Zanzibar  par  M.  Rc- 


par  M.  A.  de  Quatrefages,  Membre  de  l'Institut.  —  Recherches  biologiques 
sur  VAzoUa fiîiculoides  Lamarck  (1  pi.);  par  M.  G.  Boze,  —  Des  premiers 
actes  du  travail  digestif,  préhension  des  aliments  et  déglutition,  chez  les  Ophi- 
diens; par  M.  Léon  Vaillant,  Professeur  au  Muséum. 


Parla.   —  Imprlmerl*  GAUTHXER-YILLARS  ET  FILS,  quai  des  Gr«ad«-AusasUM.  55. 
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I  !■  uou  ■*■  

Préface. 

Le  but  que  nous  nous  proposons  d'alteindre  en  publiant  notre  Trmte 
encyclopédique  de  Photographie  est  non  seulement  ae  faire  connaître  dans 
tous  leurs  détails  les  procédés  aujourd'hui  en  usage,  mais  aussi  de  montrer 
par  quelles  transformations  les  instruments  sont  arrivés  à  la  précision  actuelle 
et  par  quelles  modifications  successives  les  méthodes  nouvelles  se  soiu 
établies.  En  cela,  notre  plan  estdiflérent  de  celui  adopté  dans  les  Traités  de 
Photographie  écrits  jusqu'à  ce  jour. 

Les  nombreux  progrès  réalisés  dans  notre  art  sont  dus  le  plus  souvent  à 
la  connaissance  exacio  de  ce  qui  a  été  déjà  fait,  et  cependant  tous  les 
ouvrages  didactiques  sur  la  Photographies©  contentent  d'indiquer  comment 
il  convient  d'opérer  pour  obtenir  tel  ou  tel  résultat;  ils  sont  muets  le  plus 
souvent  sur  les  changements  progressifs  qui  ont  conduit  à  ce  résultat. 

Nous  nous  sommes  cflbrcé  ao  combler  cette  lacune,  tout  en  cherchant  à 
maintenir  à  noti'e  publication  les  avantages  que  l'on  est  en  droit  d'attendre 
d*un  Traité  de  Photn^raphie.  Ce  n'est  pas  à  dire  que  les  l'ccherches  de 
nos  devanciei's  aient  été  stériles  pour  l'art  photographique;  nous  avons  ou 
le  soin  de  résumer  ces  travaux,  tout  en  indiquant  les  sources  où  le  lecteur 
pourra  puiser  certains  détails  dont  la  description  nous  eiH  entraîné  trop 
loin.  Cette  partie  de  notre  Ouvrage  s'adresse  a  ceux  qui  veulent  compléloi" 
leur  instruction  photographique;  et,  afin  de  donner  plus  de  clarté  à  rensemble 
de  notre  Traité,  nous  avons  adopté  pour  l'impression  de  ces  résumés  un 
caractère  typogi*aphiquo  distinct  de  celui  employé  pour  la  description  dt-^ 
procédés  usuels.  A  côté  du  Traité  pratique  se  trouvera  donc  une  Encj  ex- 
pédie photographique,  facile  à  consulter  et  dont  la  lecture  sera  plus  utile 
que  celle  des  dictionnaires  ou  des  répertoires,  dont  les  articles  sont  classer 
sans  ordre  méthodique. 

Notre  Traite' encyclopédique  de  Photographie  comprend  quatre  volumes  : 

Le  premier  contient  ce  qui  a  trait  à  l'histoire  générale  de  la  Photographie, 
le  matériel  commnïi  aux  principaux  procédés,  et  en  particulier  aux  objectifs: 
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«lu  point  I*  et  les  lieux  de  ces  foyers  lorsque  le  point  P  pai*'- 
court  :  i**  une  des  bissectrices  des  axes  de  Tellipse  donnée,  a*  la 
circonférence  circonscrite  au  rectangle  des  axes  de  cette  el- 
lipse. 

Physique, 

Un  ballon  vide  pèse  25o*'';  plein  d'air  il  pèse  257»'',  80;  plein 
d'un  autre  gaz,  il  pèse  264^% 68. 

On  demande  de  calculer  la  densité  de  <•«  gaz  par  rapport  à 
Tair  : 

i*  Dans  le  cas  où  la  pression  et  la  température  sont  les 
mêmes  pendant  toute  la  durée  des  pesées  ; 

2®  Dans  le  cas  où,  la  température  restant  la  même,  la  pres- 
sion a  été  de  o"',77o  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  d'air,  et 
0^,780  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  de  gaz; 

3*  Dans  le  cas  où,  la  pression  restant  la  même,  la  tempéra- 
ture  a  été  i5°  pendant  la  pesée  du  ballon  rempli  d'air,  et  a5* 
pendant  la  pesée  du  ballon  rempli  de  gaz  ; 

4°  Dans  le  cas  où,  pour  la  pesée  du  ballon  plein  d'air,  la 
pression  a  été  o"",770  et  la  température  i5*et,  pour  la  pesée  du 
ballon  plein  de  gaz,  la  pression  a  été  o",  780  et  la  température  a5". 

On  donne 

a  cocffirienr  de  dilatation  du   gaz  rrr  0,00367. 

Chimie, 

i*   Décrire  les  préjiarations  et  les  expériences  dans  lesquelles 
011  fait  usage  du  chlorate  de  potasse, 
i**  Analyse  du  biowde  d'azote. 


Épure. 

On  donne  ; 

1°  Un  cylindre  de  révolution  F  dont  l'axe  est  la  droite  de 
front  cd,  c  d  \  celte  droite,  qui  fait  un  angle  de  60**  avec  le  plan 
horizontal,  est  éloignée  de  ©",13  du  plan  vertical  de  projection  ; 
la  trace  horizontale  c  est  à  o'",07o  du  côté  vertical  de  droite 
du  cadre;  le  rayon  du  cylindre  est  de  o™,o5. 

a*  Une  surface  de  révolution  H  engendrée  par  une  hyper- 
bole tournant  autour  de  l'axe  vertical  O,  O'^s'  situé  dans  le 
mc^me  plan  de  front  que  l'axe  du  cylindre  ;  le  point  0  est  à  égale 
Ann.  (le  Mathémat..  3-  série,  t.  Mil.  (Juillet  1889.)         '20 
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distance  des  deuv  côtés  \erticaux  du  cadre.  L'Iiyperbole  gé- 
nératrice est  située  dans  un  plan  P'aF  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  faisant  un  angle  de  60°  a\ec  le  plan  horizontal. 

Ce  plan  rencontre  l'axe  de  la  surface  en  un  point  dont  la 
cote  esto™,i3.  L'axe  de  l'hyperbole  est  l'intersection  du  plan 


^ 


P'aP  et  du  plan  de  front  qui  passe  par  l'axe  de  la  surface  de 
révolution.  La  projection  horizontale  de  l'hyperbole  a  le  point 
O  pour  un  de  ses  foyers,  le  point  a  pour  sommet  correspon- 
dant, le  point  tu  pour  centre;  la  distance  Oa  est  de  o,oo5  et  la 
distance  aw  de  0,010.  Les  points  a  et  to  sont  tous  deux  à 
gauche  du  point  O. 

Cela  posé,  on  demande  de  trouver  les  projections  de  Tinier- 
section  des  deux  surfaces  F  et  H. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  cylindre  comme  si 
c'était  un  corps  plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  la  surface  H.  On  limitera  le  cylindre 
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par  le  plan  horizontal  de  projection  et  par  un  antre  plan  ho- 
rizontal situé  au-dessus  et  à  o'".i6o  du  premier.  On  indiquera 
à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point  quelconque  de 
rintersection,  de  la  tangente  en  ce  point,  et  celles  des  points 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinctement  expli- 
quées à  l'aide  d'une  légende.  Titre  extérieur  :  Géométrie 
descripth'e.  Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces.  Prendre 
la  ligne  de  terre  parallèle  aux  pelits  côtés  du  cadre  et  à  égale 
distance  de  ces  deux  cftrés. 


DEVO\STRAriO\  Dli  THEOREtlE  DE  IV4SCVL; 

P\R  M.  Alkwndre  HKNON, 

Kléve  de  MaMir'inaliqnos  sprrialfs  au  lycée  de  Moulins. 


Soit  x\BCDEF  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique. 
J.es  côtés  AB,  BC,  CD  coupent  respectivement  DE,  EF 
et  FA  en  trois  points  L,M  et  \.  Les  trois  premiers  côtés 
forment  un  triangle  BCH,  les   trois  autres  un  triangle 
KFK.    Pour  démontrer  que  L,  M  et  N  sont  en    ligne 
droite,  il  suflit  de  démontrer  que  ces  deux  triangles  sont 
iiomologiqnes,  et,  pour  cela,  quiî  les  trois  droites  BE,  HK 
et  CF  concourent.  La  droite  HK  coupe  la  conique  en 
P  vX  Q  et  les  droites  AC,  AE  en  (7  et  E'.  Tout  revient  à 
démontrer  que  les  deux  faisceaux  A(BPC),  A(FQE) 
sont  eu  involution.  Or,  si  nous  appli(iuoiis  le  théorème 
de  Desargues  au  quadrilatère  ACDE  inscrit  dans  la  co- 
nique et  coupé  par   IIK,   nous  voyons  que  les  couples 
HE',  PQ,  KC  sont  en  involution.  Donc  les  deux  fais- 
ceaux A(BPC),  A(FQE)sont  en  involution;  les  droites 
BE,  HK  et  CF  concourent  et  le  théorème  de  Pascal  se 
trouve  démontré. 
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SIR  UK  DEPLACEMENT  PARTICULIER  D  I:\E  FIGIRE 
DE  FORME  INVARIABLE; 

Par   m.    a.    MANNHEIM. 


Kx trait  du  Tome  lll  (1889)  des  Rendiconti  del  Circolo  matematico 
di  Palermo. 


Dans  mou  travail  Sur  les  trajectoires  des  points 
(I* une  droite  mobile  dans  l'espace  {^)^  j*ai  démontré 
c|ue  :  Lorsque  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent 
sur  quatre  plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette 
droite  décrit  une  ellipse. 

Je  suis  arrivé  à  ce  théorènie  en  faisant  usag«de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie  cinématique. 

Certes,  la  découverte  d'une  vérité  géométrique  consti- 
tue toujours  un  progrès,  quelle  que  soit  la  voie  suivie 
pour  y  parvenir.  Mais,  à  côté  de  ce  progrès,  il  y  en  aim 
antre  d'ordre  différent,  quî  consiste  à  démontrer  ^«o- 
métriquement  une  vérité  géométrique,  en  ne  recourant 
qu'au  plus  petit  nombre  possible  de  propriétés  priiuor- 
diales. 

Les  démonstrations  données  par  plusieurs  géomètres 
du  tliéorèuie  que  je  viens  de  rappeler  ne  répondent  pas 
A  cette  idée.  C'est  pourquoi,  le  reprenant  moi-même, 
j'ai  entrepris  Tessai  suivant. 

En  outre,  j'ai  réuni  dans  le  présent  travail  quelques 


(*)  Comptes  rendus  de  t' Académie  des  Sciences*  séances  des 
3  et  10  mars  1873,  cl  But  te  tin  de  ta  Société  mathématique,  il. 
p.  106. 
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ihéorèines  qui  se  rattaclient  directement  à  celui  énoncé 
plus  haut  et  j'ai  terminé  en  étudiant  d'une  façon  pure- 
ment géométrique   ce  qui   est  relatif  au  déplacement 
(l'une  iigure  dont  chacun  des  points  décrit  une  ellipse. 

§  I.  —  Sur  le  déplacf:ment  dans  l'espace  d'une  droite 

DONT  tous  les  POINTS  DÉCRIVENT  DES  ELLIPSES. 

Théorème  I.  —  On  donne  quatre  plans  (P|),  (Pa), 
(Pj  ),  (  P4),  e^  une  droite  D  qui  les  rencontre  aux  points 
Pi')  P2^  Pit  P\  •  (V  un  point  quelconque  de  l'un  desplatus 
on  peut  mener  une  droite,  et  une  seule,  qui  soit  par- 
tagée par  les  plans  donnés  comme  ceux-ci  parta^ 
fçent  D. 

Soit  M,  un  point  quelconque  de  (P,  ).  Menons  un  plan 
parallèle  à  (P2)  et  à  une  distance  telle,  qu'une  droite 
arbitraire,  issue  de  /z,,  soit  partagée  par  (P2)  et  ce  plan 

parallèle,  en  segments  dont  le  rapport  est  égal  à  ^i^. 

Ce  plan  parallèle  h  (P2)  coupe  (P»)  suivant  une  droite. 
On  obtient  une  droite  analogue  sur  (P^)  en  opérant 
avec  (P3)  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  (Pa)- 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  a^  :  la  droite 
a^  /I4  est  la  droite  demandée  et  il  résulte  de  sa  construc- 
tion qu'elle  est  unique. 

Pour  simplifier  le  langage,  je  dirai  que  la  droite  ^i  a^ 
est  proportionnelle  à  D  et  que  les  points  a^  a2,  aj,  a^ 
où  elle  rencontre  les  plans  donnés  sont  des  points  cor- 
r  es  pondants. 

Remarque.  —  La  droite  proportionnelle  à  D  qui 
fHisse  par  un  point  a  l'infini  sur  l'un  des  plans  est  tout 
entière  à  Vin  fini. 

Théorème  II.   —  Sur  chacun   des  plans  donnés  les 
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points  correspondant  mue  points  d'une  droite  arbi- 
traire a\  bi  de  l'un  d'eux  sont  en  ligne  droite. 

Des  points  /7,i,  A,  iuimioiis  les  droites  «i^^^  b^  b^  pro- 
portionnelles ;i  I)  et  formons  le  quadrilatère  <7i  i|  a\bi. 
Les  droites  a^b^,  n^b^  partagent^  comme  Ton  sait,  eu 
segments  proportionnels  aux  segments  de  D  toutes  les 
droites  qui  dî\is(mt  proportionnellement  les  eôlés  a\  i,, 
a^b^  :  de  Là  résulte  le  théorème  énoneé. 

Je  dirai  que  1(js  droites  a^b^^  ff-ib^t  «3^3.  '^4^^^  sont 
correspondantes. 

Thi-ioiikme  III.  —  On  construit  des  droites  propor- 
tionnelles à  I)  et  l'on  prend  sur  chacune  de  ces 
droites  le  point  honiolof^ue  à  un  point  arbitraire  /;$ 
de  D  ;  tous  ces  points  appartiennent  à  un  même  plan 

11  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  précédent 
que  les  points  homologues  de  //'j,  sur  les  droites  pro- 
portionnelles à  I)  <jui  s'appuient  sur  ^i^i  appartien- 
nent à  une  dre>ite  a-^b^.  On  peut  dire  la  même  chose 
pour  toutes  les  droites  issues  de  /;,  qui  s*appuient  sur 
a,  A,.  On  obtient  ainsi  des  droites  partant  de  /;,  et  qui 
s'appuient  sur  «5^5.  \a'  lieu  de  ces  droites  est  un  pian 
(Ps)  <jui  contient  d'après  cela  riiomologue  de  pi  pris  sur 
nue  droite  quelconque  proportionnelle  à  D» 

Par  chacun  des  points  de  D  passe  un  plan^  tel  que 
(P5).  Je  dirai  que  tous  ces  plans  appartiennent  au  sys- 
tème des  quatre  plans  donnés. 

Remahquk. —  Du  théorème  II  résulte  quVi  une  droite 
de  l'un  des  plans  du  système  correspond  une  droite 
sur  tous  les  autres. 

TuKORFiMF  IV.  —  Si  l  on  prend  sur  l'un  des  plans 
du  système  des  droites  coux^ergenles  en  un  point  à  dis- 
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iance  finie  ou  infinie,  il  leur  correspond ,  sur  tous  les 
autres  plans,  des  droites  con\>ergentes  en  un  point  à 
distance  finie  ou  injinie. 

Ce  ihéorèine  se  démontre  iminédiatetnenl  eu  ein- 
ployaiil  la  droite  proportionnelle  à  D  qui  passe  par  le 
point  de  convergence  des  droites  données. 

Théorèmk  W  —  A  une  conir/ue  tracée  sur  l'un  des 
plans  du  système  correspond  une  conit/ue  sur  chacun 
fies  autres  plans  du  système. 

A  une  droite  de  l'un  des  plans  du  système  correspond 
une  droite  sur  chacun  des  autres  plans,  par  suite  à  une 
rourbe  d'un  certain  ordre  correspond  une  courbe  de  ce 
luùnie  ordre  sur  chacun  des  autres  plans  du  système. 
En  particulier,  ceci  est  vrai  pour  une  conique  tracée  sur 
l'un  des  plans  du  système. 

THKORi-:\rK  VI.  —  Si  une  coniffue  C»  tracée  sur  (P,  ) 
est  une.  ellipse^  les  courbes  correspondantes  sont  aussi 
ries  ellipses. 

Car  C|  n*ayant  pas  de  point  à  Tinfini  il  en  est  de 
même  sur  les  coniques  correspondantes. 

Théorème  VU.  —  Les  centres  des  coniques  corres- 
pondantes C|,  Cj,  C3  sont  des  points  correspondants. 

En  eflet,  une  tangente  à  C|  a  pour  correspondantes  des 
tangentes  aux  coniques  correspondantes  Ca,  C3,  .  .  •  • 
Deux  tangentes  h  C|,  qui  sont  parallèles,  ont  pour  cor- 
respondantes, d'après  le  théorème  IV,  des  tangentes  pa- 
rallèles pour  chacune  des  ellipses  correspondant  a  C|. 
Par  suite,  les  diamètres  de  contact  de  ces  tangentes  pa- 
rallèles se  correspondent  et  alors  aussi  les  centres  des 
rilipses  eorrespondantes. 
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Appliquons  les  tliéorètnes  précédents  :  prenons  un 
ellipsoïde  (S)  et  coupons-le  par  un  plan  arbitraire  (P). 
Appelons  S  la  section  ainsi  obtenue.  On  sait  que  les 
normales  à  (S),  dont  les  pieds  sont  les  points  de  S, 
sont  partagées  par  (V)  et  les  plans  principaux  de  (S) 
en  segments  proportionnels,  c'est-à-dire  que  ces  nor^ 
maies  sont  des  droites  proportionnelles. 

De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  il  résulte  que  : 

Les  traces  de  ces  normales  sur  les  plans  principaujc 
de  (S)  sont  des  ellipses,  que  les  centres  de  ces  courtes 
sont  sur  une  droite  qui  passe  par  le  centre  de  S  et  enlîii 
que  cette  droite  des  centres  est  proportionnelle  aux 
normales  de  (S). 

Prenons  rellipsoïde  concentrique  et  lioinotliétique  à 
(S)  qui  est  tangent  à  (P).  Son  point  de  contact  avec 
(P)  est,  comme  J*on  sait,  le  centre  de  S.  La  perpendi- 
culaire à  (P)  élevée  de  ce  centre  est  la  normale  à  cet 
ellipsoïde.  Comme  cette  surface  est  homotliétique  à  (S), 
cette  normale  est  proportionnelle  aux  normales  de  (S)  : 
elle  est  alors  la  droite  des  centres  des  ellipses  qui  en- 
trent dans  le  dernier  énoncé.  On  peut  donc  compléter 
celui-cî  en  disant  :  Cette  droite  des  centres  est  perpen- 
diculaire au  plan  ( P ) . 

Reprenons  maintenant  les  plans  du  système  et  la 
droite  D  dont  nous  nous  sommes  servis  d'abord. 

J'appelle  droite  égale  à  D  une  droite  sur  laquelle  les 
plans  du  système  déterminent  des  segments  égaux  aux 
segments  que  ces  plans  déterminent  sur  D. 

Théorîîme  VIII.  —  Sur  une  droite  arbitraire  a^b^ 
de  (Pi),  //  ne  peut  j  avoir  que  deux  points  par  les^ 
quels  passent  des  droites  égales  à  D. 

Para,  et  A,  {fig-  i)  menons  des  droites  proportion- 
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nelles  à  D;  elles  rencontrent  (P2)  eu  a^  et  Aj.  Par 
^2  menons  la  droite  ^2/,  égale  et  parallèle  à  ^i  &i,  puis 
menons  la  droite  Ib^-  Sur  le  plan  if/ia  décrivons  du 
point  &i  comme  centre  une  circonférence  ayant  un  rayon 
égal  au  segment  compris  sur  D  entre  (P|  )  et  (P2). 

Cette  circonférence  coupe  Ibi  aux  points  g^  h\  de  ces 
points  menons  gin-x^  hn^  parallèlement  à  a^  L  Les  points 
/Ai2,  «25  où  ces  droites  rencontrent  a-^bi  appartiennent 
aux  droites  égales  demandées  :  Tune  m^m\  est  paral- 
lèle h  gbi^  Ta  litre  Hj/ïi  est  parallèle  hhbi. 

Fig.  I. 


D'abord  les  segments  m^m^x-i  f^x  ^2  sont  égaux,  puîs- 
tju'îJs  sont  respectivement  égaux  aux  segments  égaux 
gbt^  hbx'^  ensuite  ils  appartiennent  à  des  droites  pro- 
portionnelles à  D,  puisque  «,  «2,  ///|  ^2^  '^  ^^2»  étant  pa- 
rallèles au  plan  Ib^b^  partagent  a^b^  et  a^b^  en  seg- 
tnents  pro|H)rtionnels. 

On  voit  ainsi  que  les  droites  égales  qui  s'appuient  sur 
rt|  &i  sont  les  deux  seules  droites  m^  77/2,  n^tii- 

Rkmvîiques.  —  FjOrs([ue  Tare  décrit  du  point  b^ 
comme  centre  coupe  l^b  en  deux  points,  il  y  a  deux 
droites  égales  qui  s'appuient  sur  a^  b^ .  Mais,  si  cet  arc  <»st 
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Uiigciil  à  /A,  il  n'y  a  plus  qu'une  droite  égale  0|  Oo  dont 
la  longueur  est  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
bi  sur  /b2-  La  droite  O1O2  est  alors,  ))arnii  les  droites 
proportionnelles  à  f)  qui  s'appuient  sur  a^  i,,  celle  sur 
laquelle  les  plans  du  système  interceptent  les  plus  petits 
segments.  L'arc  tangent  à  /é,  touche  cette  droite  au  mi- 
lieu de  gh.  De  tout  cela  résulte  que  : 

La  droite  jfro/)orfio/ine/fe  à  ï)  qui  s'appuie  sur  a^  t, 
et  sur  laquelle  il  y  a  les  plus  petits  segments,  est  la 
droite  OtO^  qui  joint  les  milieux  des  segments  m^iiy^ 
m^n^  déterminrs  sur  les  droites  correspondantes  a^  b^, 
«2 1)2  par  deux  droites  égales.  Le  segment  Oj  o,  est  égal 
à  la  bissectrice  du  triangle  isoscèle  gh^lt. 

TiiÉoui-:MK  IX.  —  L^e  lieu  des  points  d'un  plan  du 
sj sterne  d'oit  partent  des  droites  égales  est  une  el- 
lipse E. 

Ce  lieu  est  une  conique,  puisque,  d'après  le  tliéorème 
précédent,  une  droite  <pie]c(ni(pie  de  ce  plan  ne  le  ren- 
contre ((u'en  deux  points.  Cette  conique  est  une  ellipse, 
car  il  ne  peut  y  avoir  de  point  à  Tinlini,  puisque  d'un 
pareil  point  on  ne  peut  mener  une  droite  égale  à  une 
droite  donnée  à  distance  (inie. 

Rem.vrquf.  —  On  peut  encore  énoncer  ainsi  ce  théo- 
rème : 

Si  ion  déplace  une  droite  de  façon  que  quatre  de 
ses  points  restent  sur  quatre  plans  donnés,  tous  ses 
points  décrivent  simultanément  des  ellipses. 

Ces  ellipses  sont  des  courbes  correspondant  à  E  et, 
en  vertu  du  théorème  VII,  leurs  centres  sont  en  ligne 
droite. 

!Nous    avons  ainsi  retrouvé  le  théorème  rappelé  au 
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coinnieiiceiiienl  de  ce  travail  en  v  ajoutant  ce  qui  con- 
cerne la  natura  du   lieu    des  centres    des  ellipses  dé- 
crites. 

Théorème  X.  —  La  droite  O  des  centres  des  ellipses 
correspondant  ù  E  est,  parmi  les  droites  proportion- 
titilles  à  D,  celle  sur  laquelle  les  serments  interceptés 
par  les  plans  du  sj  stème  sont  les  plus  petits  possi- 
hles{'). 

Avec  une  corde  de  direction  arbitraire  de  l'ellipse  E, 
lacordederdlipse  correspondante  sur  (P^)  et  les  droites 
égales  qui  réunissent  les  extrémités  de  ces  droites,  on 
forme  un  quadrilatère  gauclie  analogue  au  quadrilatère 
m^ni^nx  n^  de  la  fi  g.  i . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  la  dioile  proportion- 
nelle à  D  (|ui  s'appuie  sur  ces  cordes,  et  sur  laquelle  il  y 
a  les  plus  petits  segnients>  s^obtienleti  joignant  par  une 
droite  les  milieux  de  ces  cordcîs.  Pour  chacune  des 
cordes  de  E  parallèles  enlre  elles,  on  obtient  ainsi  une 
droite  qui  passe  par  le  milieu  de  cette  corde^  toutes  ces 
droites  s'appuient  sur  le  diamètre  dont  la  direction  est 
conjuguée  de  celle  de  ces  cordes  parallèles. 

On  peut  répéter  pour  ce  diamètre  ce  que  je  viens  de 
dire  pour  une  corde  et  l'on  trouve  ainsi  que  la  droite 
proportionnelle  à  I),  sur  laquelle  les  plans  du  système 
interceptent  les  plus  petits  segments,  passent  par  le 
(•entre  de  E  et  alors  aussi  par  les  centres  des  ellipses 
correspondant  à  cette  courbe.  Le  théorèuie  se  trouve 
ainsi  démontré. 

Théorème  XI.  —  [^s  droites  égales ^  qui  s'appuient 


(')  Halpiikn.  Bulletin   de  la  Société  mathématique  de  France, 
■  l.  p.  îi'|. 
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sur  E,  sont  également  inclinées  su?'  la  droite  O  des 
centres  des  ellipses  correspondant  à  E. 

Supposons  que  ni^n^  {fig-  0  soient  les  exlréuiités 
d'un  diamètre  de  E.  Parmi  les  droites  proportionnelles 
à  D  qui  s'appuient  sur  ce  diamètre,  celle  sur  laquelle  il 
y  a  les  plus  petits  segments  est  la  droite  o^o^  qui  est 
égale,  comme  nous  Tavons  vu,  à  la  bissectrice  du  triangle 
isoscèle  gbxli  dont  les  côtés  égaux  sont  parallèles  à 
//iim2,  /2f  Tij.  Les  droites  égales  m^m^t  n^n^  sont  alors 
également  inclinées  sur  OfO^.  Mais,  pour  un  autre  dia- 
mètre de  E,  on  est  toujours  conduit  à  construire  un 
triangle  isoscèle  égal  à  ghxh^  puisque  les  côtés  de  ce 
triangle  doivent  être  égaux  à  m^  m^,  'i|  n^  et  que  la  bis- 
sectrice doit  être  égale  à  0|  0|.  Ces  triangles  isoscèles 
étant  égaux,  le  tliéorème  est  démontré. 

Théorème  XII.  —  La  distance  Oi  o,  des  centres  des 
ellipses  décrites  par  les  points  «i|,  m^  d'une  droite 
égale  mobile  est  égale  à  la  projection  du  segment 
//ii  m^  sur  la  droite  O. 

Cela  résulte  de  ce  que  0|  02  est  égale  et  parallèle  à  la 
bissectrice  du  triangle  isoscèle  gb^h  eX  que  cette  bissec- 
trice est  en  môme  temps  la  hauteur  de  ce  triangle. 

Théorkmk  XIII.  —  Les  points  de  deux  droites  pro^ 
portionnelles  à  D  qui  se  déplacent  en  restant  chacune 
égale  à  elle-même  décrivirent  sur  chacun  des  plans 
donnés  des  ellipses  concentriques  et  homothétiques  (*  ). 

Quelle  que  soit  la  droite  proportionnelle  que  Ton 
prenne  comme  droite  égale  luobile,  on  a  toujours  le 
même  centre  pour  les  ellipses  décrites  sur  l'un  des  plans 
donnés  parce  que  ce  point  est  sur  la  droite  unique  O, 

(')  IIalphkn,  loc.  cit. 
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proportionnelle  à  D,  sur  laquelle  les  plans  donnés  dé- 
terminent les  segments  les  plus  petits  possibles. 

Prenons  {fig*  i)  les  droites  proportionnelles  rtiU^nz 
et  i|  b^h^  qui  partent  de  deux  points  d'une  droite  issue 

de  o,.  On  a 

oi/ii  _  Oj/ij  _   ek 
0\bx  ~  Oibi  ~  ebt 

Ce  dernier  rapport  est  constant,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion de  b^  sur  E,  puisque  les  triangles  isoscèles,  tels  que 
gb^h  sont  toujours  égaux  et  que  A|  ij  est  un  segment 
de  grandeur  constante. 

Le  rapport  -^  est  alors  constant  et  le  théorème  est 

démontré. 

Voicî  une  application  des  théorèmes  précédenls  : 

Lorsqu'une  droite  se  déplace  de  façon  que  trois  de 
ses  points  restent  sur  trois  plans  donnés,  un  quatrième 
point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde  qui  a  pour 
centre  le  point  de  rencontre  des  plans  donnés. 

Ajoutons  un  quatrième  plan  passant  par  le  quatrième 
point  de  la  droite  mobile.  Si  Ton  déplace  maintenant  la 
droite  de  façon  que  ce  point  reste  sur  ce  plan,  il  décrira 
une  ellipse.  La  section  faite  par  ce  plan  dans  la  surface 
engendrée  est  donc  une  ellipse.  Comme  ceci  est  vrai, 
quel  que  soit  ce  plan,  cette  surface  est  donc  un  ellip- 
soïde. 

Si  le  plan  mené  par  le  poiut  décrivant  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  trois  plans  donnés,  il  résulte  du 
théorème  X  que  ce  point  est  le  centre  de  Tellipse  dé- 
crite. Ce  plan,  mené  par  le  point  de  rencontre  des  plans 
donnés,  étant  arbitraire,  ce  dernier  point  est  le  centre 
de  Tellipsoïde  engendré  par  le  quatrième  point  de  la 
droite  mobile.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
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Ce  théorème,  (jui  est  dû  à  Dupin,  donne  lieu  à  ce  cas 
particulier  intéressant  : 

Lorsquune  dioite  se  déplace  de  façon  que  trois  de 
ses  points  restent  respectiv^ement  sur  trois  plans  parais 
lèles  à  une  droite,  un  quatrième  point  de  cette  droite 
décrit  un  plan. 

Je  ne  fais  qu'énoncer  ce  résultat,  ayant  laissé  de  coté 
les  cas  particuliers  des  lliéorùmes  démon  1res  dans  ce 
premier  paragraphe. 

§   II.    —   Sur    lk    déplacement    paas   i/espàce    d'une 

FIGUIIK     de     GlUNDEUll     I.WAIUVBhE     T)OISÏ     LES      POINTS 
DÉCRIVENT    DES    ELLIPSES. 

Comme  (igiire  do  grandeur  invariable  nous  n'avons 
considéré  jusqu'à  piésenl  qu'une  droite  égale  mobile 
dont  quatre  points  restent  sur  quatre  plans  fixes.  jSous 
allons  monirer  comment  la  propriété  de  cette  droite,  de 
faire  toujours,  pendant  son  déplacement,  le  même  angle 
avec  la  droilc  des  centres  des  ellipses  décrites  par  ses 
points,  conduit  aisément  à  détermhier  les  conditions  de 
déplacement  d'nne  iigure  de  forme  invariable  dont 
chacun  des  |)oints  décrit  une  ellipse. 

Conservons  les  notations  précédentes  avec  cette  seule 
différence  que  nous  appellerons  D'  la  droite  désignée 
précédemment  par  I).  Plaçons  O  verticalement,  appe- 
lons (H)  un  plan  horizontal  fixe.  La  droite  égale  mo- 
bile D',  se  déplaçant  toujours  de  façon  que  quatre  de  ses 
points  restent  sur  les  plans  (Pi),  (Pa),  (Ps)?  (PO'  ^^^^ 
constamment  le  même  angle  avec  (H). 

Appelons  D  la  projection  de  D'  sur  le  plan  (H). 

Puisque,  comme  nous  l'avons  démontré,  les  points 
de  D'  décrivent  des  ellipses  dont  les  centres  sont  sur  O, 
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les   points   de  la  droite   I)  décriveiil  des  ellipses   eoii- 
centrîques  dont  le  centre  commun  est  le  pied  o  de  O 

sur  (H). 

Lemme.  —  Le  déplacement  sur  (H)  de  la  droite  D, 
dont  les  points  décrivent  des  ellipses  concentriques, 
peut  être  obtenu  en  liant  cette  droite  à  une  circonfé- 
rence qui  roule  dans  l'intérieur  d' une  autre  de  raj  on 
double. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  de  I),  ou  a  un 
rentre  instantané  de  rotation  c.  La  circonférence  dé- 
crite sur  oc  comme  diamètre  rencontre  (je  le  suppose 
d'abord)  1)  en  deux  points  réels.  Les  normales  aux  tra- 
jectoires de  ces  points  passent  par  c  et  par  suite  les  tan- 
gentes à  ces  trajectoires  pass<^nt  par  o.  Mais  les  trajec- 
toires de  ces  points  sont  des  ellipses  et  il  ne  peut  y 
avoir  pour  une  pareille  courbe  de  tangente  passant  par 
le  centre  cjue  si  cette  courbe  est  infiniment  aplatie  : 
ces  deux  points  décrivent  donc  cliacuu  une  droite  et  le 
déplacement  de  I)  est  alors  celui  d'une  droite  dont  d(;ux 
points  décrivent  cbacun  une  droite. 

Ln  pareil  dé))Iacement  peut  être  obtenu,  comme  l'on 

sait,  en  supposant  que  D  soit  lié  à  la  circonférence  --  dé- 
crite sur  oc  comme  diamètre  que  Ton  fait  rouler  à  Tin- 
lérieur  delà  tirconlen'nce  C  décrite  du  point  o  comme 
rentre  avec  oc  pour  rayon. 

Mais  ces  circoiiféreuces  existent  toujours  et  ne  dépen- 
dent aucunement  de  la  réalité  des  points  de  rencontre 
de  D  avec  la  circonférence  décrite  sur  oc  comme  dia- 
mètre^ par  conséquent  le  résultat  auquel  nous  venons 
d'arriver  est  général  et  le  lemme  est  démontré. 

Nous  savons  que  1/  fait  toujours  un  angle  constant 
avec  sa  projection  D.  On  obtiendra  alors  le  déplacement 
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de  lY  en  supposant  que  sur  son  plan  proj(!lanl,  entraîné 
avec  D,  celte  droite  soit  transportée  en  même  temps 
parallèlement  à  la  direction  des  projetantes,  eVst- 
n-dire  qu'elle  glisse  dans  la  direction  de  O. 

D'après  cela,  appelons  (Cj'^)  le  cylindre  dont  C  est  la 

section  droite,  et  (  —  Vie  cylindre  dont  •;-  est  la  section 

droite;  nous  obtiendrons  le  déplacement  de  D'  en  liant 

cette  droite  au  cylindre   (— )  qui  roule  à  rintérieur 

de  (Çy),  en  môme  temps  qu'il  glisse  dans  la  direction 
de  ses  génératrices,  de  façon  qu'un  point  de  lï  soil 
assujetti  à  se  déplacer  sur  le  plan  du  système  qui  Ir 
contient  (*).  I 

Le  déplacement  de  (  -^j  étant  ainsi  défini,  on  peut  ' 

entraîner  une  figure  déforme  invariable  avec  ce  cylindre 
mobile.  INous  savons  déjà  que  tous  les  points  de  D' dé- 
crivent des  ellipses.  Nous  allons  montrer  qu'il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  de  la  figure  entraînée.  Pour  cela 
il  suffit  de  faire  voir  que  la  trajectoire  d'un  quelconque  I 

de  ces  points  est  une  ligne  plane,  puisque  la  projection  j 

de  cette  trajectoire  sur  (H)  est  la  ligne  décrite  par  un 

C 
point  du  plan  de  ^  qui  roule  dans  C,  etl'on  sait  quecelte 

courbe  est  une  ellipse. 

Pour  y  arriver  démontrons  d'abord  le  théorème  sui- 
vant, qu'on  n'avait  pas  encore  énoncé  ; 

Théorème  XIV.  —  Le  cj  llndre  (  —  j  roule  à  Vin- 
rieur  de  (Cj)  et  glisse  de  façon  quun  point  nJ  se  dé- 


C)  Voir  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
la  Communicalion  faile  par  M.  Darboux  le  17  janvier  iRSi  :  Sur  Ir 
déplacement  d*une  figure  invariable. 
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place  sur  un  plan  Jixe  donné  :  parmi  tous  les  points 
entraînés  il  y  en  a  une  infinité  qui  décrivent  des 
droites. 

Soit  (M)  le  plan  donné  sur  lequel  se  déplace  m'-^  sup- 
posons que  le  plan  horizontal  (H)  passe  maintenant  par 
le  point  de  rencontre  de  (M)  et  de  O;  désignons  toujours 
par  o  ce  point  de  rencontre. 


Prenons  le  plan  (H)  pour  plan  de  \aL  fig.   p..  Soit  ot 

Thorizontale  de  (M)  qui  passe  par  o.  Menons  par  m' 

l'horizontale  mW  qui  se  projette   sur  (H)  suivant  la 

G 
droite  nit  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  f  de  —  et 

Je  riiorizontale  ot  du  plan  (M). 
L'horizontale  m'f',  menée  ainsi  par  //i',  rencontre  le 

cylindre  f  —  j  au  point/'  dont  la  projection  eslf. 

Lorsque  (  — )  roule  et  glisse,  comme  nous   Tavons 

dit,  le  point  £' se  déplace  dans  le  plan  vertical  o/.  Je  dis 
(]ue  le  point/'  décrit  une  ligne  droite. 

La  ligne  décrite  par/''  se  projette  sur  (H)  suivant  la 
lit^ne  of. 

Sa  projection  sur  le  plan  vertical  of\  faite  au  moyen 
de  parallèles  à  ot^  est  une  droite,  comme  la  projection 
Ann.  de  Afathemat.,  V  série,  l.  VIII.  (Juillcl   iS8().  )  il 
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de  (M)  sur  ce  plan.  Car  les  perpendiculaires  à  O  abais- 
sées des  points  de  cette  dernière  droite  sont  partagées 
dans  un  rapport  constant  par  cette  projection  de  la  tra- 
jectoire de  y,  puisque  ce  rapport  est  toujours  égal 
.  mt 

La  trajectoire  de  f  se  projetant  suivant  des  droites 
sur  deux  plans  différents  est  donc  une  droite. 

Comme  tous  les  points  de  la  verticale,  qui  contient/', 
décrivent  des  lignes  égales  à  la  trajectoire  de  ce  point, 
ils  décrivent  des  droites.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

Théorème  XV.  —  En  dehors  des  points  de  la  verti- 
cale f\  tous  les  points  im^ariahlenicnt  liés  au  cylindre 

(  —  j  dècrlçent  des  ellipses. 

Par  le  point /' menons  arbitrairement  riiorizoutale 
f  u'  àonl  la  projection  {fig-  2)  est  fu.  Un  point  quel- 
conque n  de  cette  droite,  entraînée  avec  (— ^)>  décrit 

une  ligne  plane,  car  la  projection  de  cette  ligne,  faite  sur 
le  plan  vertical  of  pair  des  parallèles  à  ou,  partage  dans 
un  rapport  constant  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  de  la  droite  o/^  sur  O.  La  trajectoire  de  /i'  se  pro- 
jette sur  (H)  suivant  une  ellipse,  puisque  cette  courbe 
est  engendrée  par  le  point  n  du  segment  de  grandeur 
constante  uf  dont  les  extrémités  décrivent  les  droites 
ou  et  of.  La  trajectoire  de  /i'  est  donc  une  ellipse. 

Les  points  de  la  verticale  qui  contient  n'  décrivent 
évidemment  des  ellipses  égales  à  Tellipse  décrite  par  ce 
point.  On  voit  donc  que  tous  les  points  de  toutes  les 
horizontales  partant  de /\  c*est-à-dire  tous  les  points  du 
plan  horizontal  mené  par  /',  décrivent  des  ellipses  et 
qu'il  en  est  aussi  de  même  de  tous  les  points  de  Tespace 
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qui  peuvent  toujours  être  liés  au  point  de  ce  plan  à 
l'aide  de  verticales.  En  résumé,  tous  les  points  liés   à 

(  —  j  décrivent  des  ellipses,  excepté  les  points   de  la 

verticale  f^  qui  décrivent  des  segments  de  droite,  les- 
quels, à  proprement  parler,  sont  des  ellipses  aplaties. 

Remarques.  -^  Les  ellipses  décrites  par  les  points  du 
plan  horizontal  mené  par  f  ont  toutes  même  centre  au 
point  o. 

Les  plans  des  ellipses  décrites  par  les  points  d'une 
horizontale  menée  par  f  passent  par  une  même  droite 
issue  du  centre  commun  o . 

Théorème  XVI.  —  Les  plans  des  ellipses  décrites 
par   les  points   d'une  horizontale  arbitraire,  liée  au 

cylindre  mobile  (  -f-  )>  em^eloppent  un  cône  du  second 
degré. 

Prenons  une  horizontale  arbitraire  à  la  hauteur  du 
point  /'.  Nous  savons  construire  pour  un  point  m^  de 
celle  droite  riiorizontale  ot  du  plan  de  sa  trajectoire. 
Appelons  v  le  point  où  celte  droite  rencontre  la  projec- 
tion sur  (H)  de  Thorizontale  donnée.  La  droite  v^m'  est 
alors^  sur  le  plan  projetant  de  cette  horizontale,  la  trace 
du  plan  de  la  trajectoire  de  m'.  Les  droites,  telles  queft 

G 
et  o(,  qui  se  coupent  sur  -  forment  deux  faisceaux  ho- 

mographiques.  Les  points,  lels  que  /i/etv',  déterminent 
alors  deux  divisions  homographiques,  et  les  droites,  telles 
que  l'/w',  qui  joignent  l<*s  points  correspondants,  enve- 
loppent une  conique.  Cette  conique  n'est  autre  que  la 
trace  du  cône  enveloppe  des  plans  des  trajectoires  dé- 
crites par  les  points  de  Thorizonlale  donnée.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(3M) 

Rkmarquks.  —  Les  plans  des  trajectoires  décrites  par 
les  points  d'une  horizontale  étant  respectivement  paral- 
lèles aux  plans  des  trajectoires  des  points  d'une  droite 
entraînée  et  dont  cette  horizontale  est  la  projection,  le 
théorème  précédent  s* étend  à  une  droite  quelconque. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  conique,  trace  du  cône  sur 
le  plan  projetant  de  la  droite  donnée,  est  tangente  aux 
plans  horizontaux  menés  par  o  et/'. 

Le  centre  de  cette  conique  appartient  à  la  projection 
orthogonale,  faite  sur  le  plan  de  cette   courbe,   de 

l'axe  de  (  —  )  î  il  est  du  reste  sur  un  plan  horizontal 

à  égales  distances  de  o  et  def. 

Pour  terminer,  j'énoncerai  les  résultats  suivants,  con- 
séquence de  ce  qui  précède. 

Théorème  XVII.  —  Lorsque  les  points  d'une  figure 
mobile  dans  V espace  décrivent  des  ellipses,  ces  courbes 
ont  leurs  centres  sur  une  méuie  droite  et  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  sont 
des  ellipses  dont  la  somme  ou  la  différence  des  axes  est 
constante. 

Problème.  —  Etant  donné  un  plan  arbitraire,  con- 
struire le  point  lié  à  l  -^  \  et  qui  se  déplace  sur  ce 
plan. 

Le  point  de  rencontre  y  d"  pl*^"  donné  et  de  O  est  le 
centre  delà  trajectoire  du  point  demandé.  Par  le  point  y 
menons  Thorizontale  du  plan  donné  et  par  le  point  où 

cette  droite  rencontre  (  —  )  menons  la  génératrice  de  ce 

cylindre-,  l'horizontale,  qui  s'appuie  sur  cette  généra- 

Ince  et  qui  passe  par  Je  point  on  f  -^  j  est  rencontre 
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par  la  parallèle  à  oj'  menée  du  point  Yi  coupe  le  plan 
donné  au  point  cherché. 


NOTE  SDR  IN  SYSTEME  DE  DEUX  COURBES  PLANES; 

Pab  un  Ancikn  Élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Je  me  propose  de  résoudre  géométriquemenl  des  pi*o- 
blèmes  traités  par  M.  Laisant  dans  la  Communication 
qu'il  a  faite  à  la  Société  mathématique  de  France,  le 
1 8  juillet  iS88,  sous  le  titre  même  que  j'ai  conservé  pour 
cette  courte  Note. 

On  déplace  une  droite  aa!  {fig*  i)  de  façon  que  les 
arcs   parcourus   par   ses   extrémités  soient   dans  un 

Fig.   I. 


rapport  constant  \  et  Von  partage  aa'  de  façon  que 
~,=\:  on  demande  de  déterminer  pour  la  courbe 
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(m),  lieu  des  points  tels  que  m,  sa  normale  en  m  et  son 
rayon  de  courbure. 

Comtiiençoiis  par  construire  le  point  e  où  la  droite 
mobile  aa'  touche  sou  enveloppe.  De  ce  point,  supposé 
connu,  élevons  une  perpendiculaire  à  aa'.  Désignons 
par  a  et  a'ies  points  de  rencontre  de  celte  perpendiculaire 
et  des  normales  menées  en  a  et  a'  aux  courbes  {a)  et  (a') 
décrites  par  ces  points.  Si  d{a)  et  d{a')  désignent  les 
arcs  infiniment  petits  parcourus  simultanément  par  a 
et  a'  pendant  le  déplacement  de  aa\  on  a 

d{a)  _, 
dW)'     ' 

Mais,  en  vertu  d'une  formule  connue  (*), 


donc 


On  a  donc  le  point  e  en  cherchant  le  pied  d'une  per- 
pendiculaire k  aa'  qui  détermine  sur  les  normales  à  (a) 
et  {a')  des  segments  a  a,  a' a!  dont  le  rapport  est  donné. 
Pour  résoudre  ce  problème  de  Géométrie  élémentaire, 
prenons  le  point  quelconque  b  sur  a  a  et,  parallèlement 
à  la  normale  aV,  menons  la   droite  bc   sur  laquelle 

nous  prenons  le  point  c  de  manière  que  -j-  =  \. 

La  droite  ac  coupe  en  /  la  perpendiculaire  a' l  k  aa', 
La  parallèle  /a  à  la  normale  a' cl'  coupe  a  a  au  pointa 
dont  la  projection  sur  aa'  est  le  point  <?  cherché. 

Il  y  a  deux  solutions  puisque  Ton  peut  porter  le  seg- 


(*)  Formule  3,  page  3o5  de  la  deuxième   édition  du    Cours  de 
Géométrie  descriptive  de  M.  Mannheim. 


d{a) 
d(a-) 

= 

a' a' 

aoL 

X. 
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ment  bc  dans  le  sens  contraire  où  il  a  été  porté  sur  la  fi- 
gure. 

Ces  deux  solutions  correspondent  aux  cas  où,  (a) 
étant  parcouru  par  a  dans  un  même  sens,  le  point  a' 
décrit  {a!)  successivement  dans  les  deux  sens  opposés. 

Normale  en  m  à  la  courbe  (m).  —  Puisque  les 
points  tels  que  m  partagent  toujours  aa'  dans  le  même 
rapport Xy  onsait  (*  )  qu'on  obtient  la  normale  demandée 
en  joignant  le  point  m  au  point  [x  qui  est  tel  que 

a[k  __  am 
\ï.i!  ~  ma' 

Menons  m/*  perpendiculairement  à  aa\  Cette  droite 
coupe  al  au  point  f  et  Ton  a 

Mais  l'on  a  aussi 

— I  —  A  : 
a/ 

donc  la  droite  a/*cst  la  bissectrice  de  Tangle /aa. 

On  a 

.         ,,am  ,  au 

m/ =  a  l  — 7  =  aa  — !-7  =  au.. 

•'  aa  aa  ^ 

Ainsi  mf'='  «[x;  par  suite,  m[x  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice Oif  :  donc 

La  normale  demandée  est  également  inclinée  sur  les 
normales  aoi^  a' a!  (*). 

Rayon  de  courbure  de  la  courbe  (m)  pour  le  point  m. 
—  Pour  un  déplacement  de  aa\  Tangle  de  a  a  et  de  m  [x 

f)  Loc.  cit.,  p.  172. 

(*)  Si  «'parcourt  (a') dans  le  sens  opposé  à  celui  qui  a  été  adopté, 
)a  normale  est  perpendiculaire  à  celle  qui  est  tracée  sur  la  figure. 
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varie.  La  variation  de  cet  angle  est  égale  à  la  différence 
des  variations  angulaires  de  a  a  et  //ijjl.  Ces  variations 

angulaires  sont  égales  à  — ^  et     ^^  ,  en  appelant  Pa 

Pa  Pm  ^*  * 

et  p,n  les  rayons  de  courbure  de  (a)  et  de  (m). 

Puisque  la  normale  m^  fait  des  angles  égaux  avec 
acL  et  a' a',  écrivons  que  les  variations  de  ces  angles  sont 
égales  ;  on  a 


d\: 


d(a)        d(m) 

_d(m) 

d{a 

) 

pu               Pm 

pm 

pa' 

d(a)     ^ 
d(m)pa 

d{a') 
d{m)pa'  ' 

2 

'"p7n 

aoL 

a  a' 

a 

pZ' 

/W[X.p« 

mn.pa' 

Du  point  m,  menons  mg  égal  et  parallèle  à  aw,  rayon 
de  courbure  de  (a)  et  du  point  g^  menons  gh  parallèle- 
ment à  al.  Les  triangles  semblables  à  a/,  gmh  donneur 


mh        oL/.mff        ni\i.pa 
De  même, 

I     _       a'd' 
mh'  ~  myi.pa' 

La  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 

I  I       _      2 

mh       m,h        pm 

Si  Ton  prend  en  i  l'harmonique  conjuguée  de  m  par 
rapport  k  h  et  A',  il  résulte  de  cett-e  dernière  relation  que 

pm  =  nii. 

Comme  la  droite  mi  est  la  bissectrice  de  l'angle  g'fng^ 
on  obtient  le  point  i  à  la  rencontre  de  la  normale  m^ji  et 
de  la  droite  gg'\  on  peut  donc  dire  : 

Du  point  m  on  mène  mg  égal  et  parallèle  au  rayon 
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de  courbure  ato  et  mg^  ^g<^l  ^^  parallèle  au  rayon  de 
courbure  a'  tù'  :  la  droite  gg'  coupe  la  normale  m[x  aa 
centre  de  courbure  demandé. 


CONSTRUIRE  LES  AXES  DUNE  ELLIPSE  DONT  ON  DONNE 
DEUX  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS; 

Par  un  ancien  Élèvs  de  Mathématiques  spéciales. 


Le  segment  ZS  de  grandeur  constante  {^g-  i)  se  dé- 
place de  façon  que  ses  extrémités  glissent  sur  les  côtés 
de  l'angle  droit  xOj,  Un  point  m  de  ZS  décrit,  comme 


Fig. 


l'on  sait,  une  ellipse  (m)  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  Ox,  Oy  et  égaux  h  //iZ,  m  S.  On  montre  facile- 
ment que  le  déplacement  infiniment  petit  de  ZS  est  une 
rotation  autour  du  sommet  i  du  rectangle  OZïS  et,  par 
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suite,  cjue  la  droite  im  est  la  normale  en  m  à  l'el- 
lipse (w).  Construisons  la  figure  O'Z'OS' égale  à  OZiS 
et  faisons  correspondre  les  lignes  perpendiculaires  entre 
elles.  Le  point  m  de  ZS  est  venu  en  m' sur  Z'S'  et  le  seg- 
ment Oni'  est  égal  et  perpendiculaire  à  im. 

Le  segment  Om',  perpendiculaire  à  la  normale  mi, 
est  alors  le  demi-diamètre  conjugué  de  O///  et  mi  est 
égal  à  ce  demi-diauiètre. 

On  a  alors  la  construction  suivante  : 

Etant  donnés  les  demi- diamètres  conjugués  Ow, 
Om',  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  sur 
Om'.  On  porte  sur  cette  perpendiculaire  le  segment  mi 
égal  à  Omf.  Sur  Oi  comme  diamètre  on  décrit  une 
circonférence  de  cercle  et  l'on  mène  par  m  le  diamètre 
ZS  de  cette  circonférence.  Les  segments  niL^  m  S  sont 
égaux  aux  demi-axes  cherchés.  La  droite  OZ,  t/uî 
passe  par  le  point  Z,  extrémité  du  segment  mz  égal  au 
demi  petit  axe,  donne  la  direction  du  grand  axe  de 
l'ellipse  (m)  (*). 

On  est  conduit  à  une  construction  analogue  en  por- 
tant, à  partir  de  m  dans  le  prolongement  de  tm,  un 
segment  égal  à  Om\  Cette  construction  correspond  au 
cas  où  Ton  considère  l'ellipse  (m)  comme  engendrée 
par  le  point  m  du  segment  Z|Si  mobile  dans  Tangle 
droit  xOy  et  dont  la  longueur  est  égale  à  la  demi-diffé- 
rence des  axes  de  (m).  On  obtient,  pour  le  point  m,  la 
position  de  ce  segment  en  menant  de  ce  point  une 
parallèle  à  Oi.  On  a 

mSi=mS,         /iiZi=mZ, 

et,  par  suite,  le  segment  Z|  S|  est  bien  égal  à  la  demi- 
diiîérence  des  axes  de  (m). 

(  '  )  Voir  dans  le  tome  XVII,  a*  série,  un  article  de  M.  A.  Mannheini. 
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COXGOIRS  GÉNÉRAL  DE  1889.  -  ALTRE  SOLUTION; 

Par  m.  E.  MARCHAND, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Caen. 


On  donne  un  cercle  aj  ant  pour  centre  le  point  O  et 
une  parabole  P,  on  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  foiytié  par  les  tangentes  com- 
munes au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de- 
mande de  trouver  : 

1*  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre  O  par  rap- 
port  aux  coniques  C  ; 

2**  L'enveloppe  des  tangentes  5  aux  coniques  C 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O  \ 
V enveloppe  des  axes  des  coniques  C;  le  lieu  géomé- 
trique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O 
sur  Ay  sur  les  tangentes  5  et  sur  les  axes  de  C. 

I.  L'emploi  des  coordonnées  tangenlielles  permet  de 
résoudre  très  simplement  la  première  Partie;  mais  sans 
expliquer  pourquoi  Ton  Irouve  trois  fois  la  même  para- 
bole comme  enveloppe  (Taxe  étant  perpendiculaire  à 
celui  de  la  parabole  donnée  P  et  la  directrice  passant 
par  O). 

La  seconde  Partie  résulte  aussitôt  de  la  première.  Il 
suffit  d'ouvrir  à  la  page  55 1  le  Traite  de  Géométrie  ana- 
lytique, par  M.  H.  Picquet,  pour  constater  que,  toute 
podaire  de  parabole  par  rapport  à  un  point  O  de  la 
directrice  est  une  strophoïde  dont  le  point  fixe  est  à  l'in- 
tersection de  la  tangente  au  sommet  ai^ec  la  droite  qui 
joint  le  point  O  au  foyer. 
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II.  Pourquoi  les  trois  enveloppes  coïncîdeut-elles, 
ou  plutôt  comment  peut-on  ramener  les  trois  t-noncés 
à  un  seul  ?  Telle  est  la  question  h  laquelle  je  tâcherai  de 
répondre  en  m'appuyant  sur  les  propriétés  les  plus 
simples  des  réseaux  de  coniques  (H.  Picquet,  p.  5^4) 

(1)  X,C,-t-X,G,-+-X3C3  =  o. 

J'aurai  besoin  de  rappeler  quelques  théorèmes  de 
Chasles  (Journal  de  Liouv^ille,  a"  série,  t.  V)  et  je 
reproduirai  rapidement  leur  démonstration,  telle  que 
M.  Darboux  Ta  présentée  dans  son  Cours  de  1873  à 
rÉcole  Normale. 

III.  Le  réseau  (1)  contient  une  infinité  de  faisceaux 
dont  un  quelconque  est  déterminé,  comme  ou  le  prouve 
facilement,  par 

(2)  rt|X,-f- a,XîH-rt3X3=  o, 
r£|,  aa,  a^  étant  des  nombres  fixes  donnés. 

Théorème  fondamemtal.  —  Deux  faisceaux  d'un 
tnéme  réseau  ont  toujours  une  conique  commune. 

En  effet,  cela  revient  à  dire  que  deux  équations  telles 
que  (2)  déterminent  toujours  un  système  de  valeurs 
uniques  de  )v,,  )v2,  X3.  Le  théorème  n*a  pas  de  cas  d'ex- 
ception. 

Ici  Ton  prendra  un  réseau  tangentiel  (H.  Picquet, 
p.  SaS) 

(3)  !^ir,H-fjijrs-f-}i3r3  =  o, 

les  trois  coniques  F,,  Fj,  Fs  qui  définissent  géométri- 
quement le  réseau  étant  le  système  des  points  circulaires 
I,  J,  un  point  double  O  et  une  conique  quelconque  F. 
Si  Ton  combine  ces  trois  coniques  fondamentales  deux  à 
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<leux,  on  a  les  trois  faisceaux  suivants,  qui  appartienneiu 
au  réseau  : 

i"  Le  système  des  cercles  de  centre  O,  c'est-à-dire 
le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  le  point  double  O 
et  par  les  points  I,  J. 

a**  Le  système  des  coniques  homofocales  à  F,  déter- 
miné par  la  conique  F  et  les  points  I,  J. 

3°  Le  système  des  coniques  tangentes  à  F  aux  deux 
points  G,  G'  de  contact  avec  les  tangentes  menées  de  O, 
déterminé  par  F  et  le  point  double  O. 

Si  donc  on  considère  le  faisceau  tangentiel  ayant  pour 
base  deux  coniques  quelconques  du  réseau,  d'après  le 
théorème  fondamental,  ce  faisceau  comprendra  un 
cercle  de  centre  O  et  une  conique  homofocale  a  F,  cette 
dernière  pouvant  se  réduire  exceptionnellement  aux 
points  I,  J. 

On  ne  saurait  mieux  montrer  l'intérêt  de  ces  consi- 
dérations qu'en  rappelant  comment  Cliasles  en  déduit 
la  propriété  élémentaire  des  coniques 

p  rf-  p'=  la. 

Soient  deux  points  G,  G'  sur  une  même  conique,  Fun 
fixe  G,  l'autre  mobile  G'.  Il  suffit  d'établir  que  la 
somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  la  même 
pour  les  deux  points.  Or  je  mène  les  tangentes  en  G 
et  G'  qui  concourent  en  O  et  je  considère  le  réseau  dé- 
fini par  le  point  double  O,  la  conique  donnée  F  et  les 
deux  points  I,  J.  Une  première  conique  du  réseau  rsi 
donnée  par  GG',  puisque  GG'  est  une  conique  du  fais- 
ceau (3®)  déterminé  par  F  et  par  O.  Une  seconde  co- 
nique du  réseau  est  fournie  par  les  foyers  F  et  F'  de  la 
conique  F,  puisque  FF' est  une  conique  du  faisceau  (2®) 
des  coniques  homofocales  à  F.  Les  deux  coniques  GG' 
et  FF'  ont  comme  tangentes  communes  F(i,  F(t',  l'''(r. 
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PG'.  Les  coiii(|ues  langeutes  à  ces  quatre  droites  for- 
ment un  faisceau  du  réseau  ;  ce  faisceau  doit  admettre, 
d'après  le  théorème  fondamental,  un  cercle  de  centre  0. 
Le  quadrilatère  F  F' G  G'  est  donc  circonscriptîble  à  un 
cercle  de  sorte  que  la  somme  de  deux  de  ses  côtés  est 
égale  h  la  somme  de  deux  autres  côtés.  On  verra  facile- 
ment qu'on  peut  avoir,  soit 

soit 

p'-?  =  p'i-pi- 

Si  le  point  G'  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
courbe,  il  est  clair  que  Ton  conservera  toujours,  soit  la 
somme,  soit  la  différence  constante*,  mais  je  n^insiste 
pas  sur  cette  discussion,  inutile  pour  la  suite, 

IV.  Le  réseau  tangentiel  (3)  contient  une  infinité  de 
coniques  réduites  à  deux  points  G,  G';  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  sera  appelée  par  la  suite  droite 
double  du  réseau. 

La  polaire  A  du  point  O  par  rapport  à  une  conique 
quelconque  C  du  réseau  est  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  G,  G'  des  tangentes  menées  de  O  à  C.  On 
vient  de  voir  que  GG'  est  une  des  coniques  du  réseau, 
appartenant  au  friisceau  00,  C. 

Donc  A  est  une  droite  double  du  réseau.  Réciproque- 
ment, sur  toute  droite  double  du  réseau  se  trouvent,  par 
définition,  deux  points  G,  G'  formant  une  conique  du 
réseau.  On  a  vu  que  toutes  les  coniques  tangentes  en  G 
et  G'  à  OG  et  OG'  forment  un  faisceau  du  réseau.  D'a- 
près le  théorème  fondamental,  tout  faisceau  de  coni- 
ques C,  compris  dans  le  réseau,  comprend  une  conique 
tangente  à  OG,  OG'  en  G  et  G'. 

Donc  :  i"  les  polaires  du   point  O  par   rapport  aux 
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coniques  C  formant  un  faisceau  quelconque  du  réseau 
ne  sont  autre  chose  que  les  droites  doubles  du  réseau. 

Soit  maintenant  une  conique  du  réseau  admettant 
une  tangente  T,  telle  que  la  normale  au  point  de  con- 
tact M  passe  par  O.  Je  prends  comme  seconde  conique 
le  cercle  de  centreO  et  de  rayon  OM,  et,  si  je  circonscris 
un  quadrilatère  à  ces  coniques,  il  est  clair  que  deux 
sommets  opposés  G  et  G'  seront  sur  T.  Donc  T  est  une 
droite  double  du  réseau.  Réciproquement,  si  Ton  prend 
une  droite  double  CAj\  on  peut  dans  chaque  faisceau  du 
réseau  trouver  une  coni(]ue  tangente  à  GG'.  Je  dis  que 
le  point  de  contact  est  le  pied  M  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  GG'.  En  eiïet,  si  Ton  prend  le  faisceau 
déûni  par  la  conique  (iG'  et  une  seconde  conique  du  ré- 
seau tangente  à  GG',  deux  des  quatre  tangentes  com- 
munes seront  venues  se  confondre,  de  sorte  que  la  limite 
de  leur  intersection  soit  le  point  de  contact  M;  or  le 
quadrilatère  circonscrit  à  deux  coniques  du  réseau 
étant  toujours  circonscrit  à  un  cercle  de  centre  O,  si 
deux  côtés. du  quadrilatère  tendent  à  se  confondre,  la 
limite  commune  des  deux  points  de  contact  avec  le 
cercle  sera  la  position  limite  de  Tintersection  des  deux 
droites,  c'est-à-dire  le  point  M  déjà  nommé,  et  l'on  sait 
qu'une  tangente  à  un  cercle  en  iVI  est  perpendiculaire 
au  rayon  OM. 

Alors,  S4°  les  tangentes  T  aux  coniques  C  d'un  fais- 
ceau quelconque  du  réseau,  telles  que  les  normales  au 
point  de  contact  passent  par  ïe  point  O,  ne  sont  autre 
chose  que  les  droites  doubles  du  réseau b 

Je  ferai  remarquer  ici  que  le  point  M  est  un  des  deux 
poihts  en  lesquels  se  décompose  une  des  coniques  du 
faisceau  précédent;  il  ne  diifère  nullement  des  points  G 
et  G',  comme  on  le  verrait,  en  prenant,  par  exemple,  le 
faisceau  délini  par  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OG 
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et  par  les  deux  points  G,  G'\  le  point  (i  occupera  par 
rapport  à  ce  nouveau  faisceau  la  position  qu'occupait  ML 
tout  à  riieure. 

Enfin  tout  axe  d*une  conique  C  du  réseau  contient 
deux  foyers  F  et  F'.  Si  Ton  prend  le  faisceau  formé  par 
C  et  IJ,  on  voit  que  le  système  de  deux  points  F,  F'  est 
une  conique  du  réseau.  Donc  tout  axe  est  une  droite 
double  du  réseau.  Réciproquement,  sur  une  droite 
double  du  réseau  on  a  deux  points  G,  iV  formant  une 
coni(]ue  du  réseau.  Le  faisceau  GG',  IJ,  c'est-à-dire  le 
faisceau  de  toutes  les  coniques  ayant  G  et  G'  comme 
foyers,  appartient  au  réseau. 

D'après  le  théorème  fondamental,  dans  tout  faisceau 
de  coniques  C  du  réseau,  il  y  en  aura  une  admettant 
G,  G'  comme  foyers  et  par  suite  GG'  comme  axe.  Il  faut 
toutefois  observer  que,  si  Ton  prenait  les  deux  faisceaux 
formés  de  coniques  homofocales  à  deux  coniques  quel- 
conques du  réseau,  la  conique  commune  se  réduirait 
aux  points  I,  J. 

Par  suile  :  3®  les  axes  des  coniques  C  d'un  faisceau 
quelconque  du  réseau  ne  sont  autre  chose  que  les  droites 
doubles  du  réseau. 

Remarquons,  en  terminant,  que  les  points  de  contact 
d'une  conique  du  réseau  avec  sa  polaire  A,  prise  par 
rapport  à  O  (appelés^  G,  G'),  ainsi  que  le  point  de  con- 
tact d'une  tangente  T,  telle  que  la  normale  passe  par  O 
(  appelé  M  ),  peuvenl  être  considérés  comme  foyers  d'une 
conique  d'un  quelconque  des  faisceaux  du  réseau  qui 
ne  soit  pas  formé  de  coniques  homofocales. 

V.  L'application  au  problème  est  dès  lors  évidente. 
On  est  ramené  dans  les  trois  cas  à  trouver  l'enveloppe 
des  droites  doubles  du  réseau,  la  cayleyenne  du  réseau 
(II.  PicQn-.T,  p.  5u6).  Je  reviendrai  plus  tard    sur  ce 
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point.  Pour  riustaiit,  je  remarque  que  renoncé  de  la  pre- 
mière Partie  peut  être  modifié  de  bien  des  manières. 

Au  lieu  de  considérer  le  faisceau  des  courbes  C  de 
l'énoncé,  je  puis  prendre  un  autre  faisceau  quelconque 
du  réseau,  par  exemple  le  faisceau  des  paraboles  homo- 
focales  à  la  parabole  donnée  P,  ou  même  le  faisceau  des 
coniques  homofocales  à  une  conique  quelconque  du  ré- 
seau. Je  suis  ramené  à  cet  énoncé  d'un  problème,  traité 
par  Painvin  dans  sa  Géométrie  analytique  (n®  976)  : 

L'env^eloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  V  par , rap- 
port à  un  système  de  coniques  homofocales  est  une  pa- 
rabole dont  iaxe  est  perpendiculaire  à  PO, 

O  étant  le  centre  des  coniques  homofocales,  si  l'on 
prend  le  système  de  paraboles  lioniofocalcs  à  P,  on  voit 
que  Taxe  de  la  nouvelle  parabole  est  perpendiculaire  à 
Taxe  de  P. 

Ceci  montre,  en  passant,  que  toutes  les  coniques  du 
réseau  ont  leurs  centres  sur  une  droite,  savoir  la  paral- 
lèle à  Taxe  de  la  parabole  P  menée  par  O. 

Conime  par  tout  point  du  plan  passent  deux  coniques 
homofocales  d'un  même  système  se  coupant  orthogona- 
lement,  on  a  cet  énoncé  de  Painvin  (n***  976)  : 

Si  par  un  point  on  mène  des  tangentes  aux  coni- 
ques d'un  système  homofocal  les  normales  correspon- 
dantes env^eloppent  une  parabole. 

Au  lieu  de  détacher  du  réseau  un  faisceau  de  coniques 
homofocales,  on  peut  en  détacher  le  système  des  coniques 
tangentes  à  deux  droites  OG,  OG'  en  deux  points  don- 
nés G  et  G'.  On  voit  qu'une  parabole  est  la'  solution  de 
ce  problème  (Concours  académique  de  Lyon  en  1877)  • 

Enveloppe  des  axes  des  sections  coniques  tangentes 
a  deux  droites  données  en  deux  points  donnés, 
Ann.  de  Afat/ieniat.,  3'  série,  l.  Mil.  (Juillet  1889.)  u-j 
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Il  est. inutile,  après  ce  qui  a  été  dit  (III),  de  démon- 
trer que  tout  système  de  coniques  homofocales  et  tout 
système  de  coniques  tangentes  à  deux  droites  en  deux 
points  donnés  peuvent  être  rattachés  à  un  pareil  ré- 
seau. 

Si  Ton  passe  maintenant  à  la  seconde  Partie,  au  lieu 
de  définir  \e  lieu  comme  podaire  d'une  parabole,  on 
peut  le  ramener  a  ce  problème  {Géoméirie  anal)  tique 
de  Bhiot  et  Bouquet,  6^  édition,  p.  352)  : 

Tromper  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  donné  aux  dii^erses  courbes  du 
second  degré  aj  ant  pour  fo^  ers  deux  points  donnés  F 
et  F'. 

Il  suffira  enfin  de  citer  ce  problème  proposé  en  i86i, 
pour  Tadmission  à  TEcole  Normale  : 

On  donne  une  conique  et  un  point  P  dans  son  plan. 
Par  ce  point  on  mène  une  sécante  PAB,  puis,  par  les 
points  A  et  B  oii  elle  rencontre  la  conique,  des  tan- 
gentes qui  se  coupent  en  M.  On  abaisse  MR  perpen- 
diculaire sur  PAR.  Troui^er  :  \^  le  lieu  des  points  K 
qui  est  /e  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales: 
2®  V enveloppe  de  la  droite  MK. 

Nous  avons  vu  aussi  que  le  lieu  de  la  deuxième  Partie 
n'est  antre  cliose  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  circonscriptible  à  un  cercle; 
ceci,  comme  on  va  le  voir,  montre  que  la  strophoïde  ob- 
tenue est  bessîenne  d'un  certain  réseau  tan^enticl. 

VI.  Pour  terniiîier,  je  vais  indiquer  corniuenl  on  vc- 
rilir  que  le  problème  dont  on  s'occupe  ici  n'est  qu'un 
cas  particulier  dont  la  solution  est  donnée  par  la  théo- 
rie générale  des  réseaux.  Je  nrappiiierai  sur  leLi\redc 
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M.   H.   Pîcquet  (Livre  III,  Gliap.   VII,  Propriétés  de 
trois  coniques)^  où  la  question  générale  est  traitée  d'une 
manière  très  remarquable  et  très  utile,  comme  j*espère 
le  montrer  rapidement. 

Nous  avons  ici  un  réseau  tangentiel 

(3)  jijr,-t-^t,r,-h  tx3r3=  o, 

et  Ton  peut  prendre 

Tj  =  A  a'  -^  B  f  *  -f-  2  F  ^'iv  -H  'A  G  wu  Ht  a  H  uv. 

On  fera  F  ou  G  nul  si  Ton  veut  que  la  droite,  lieu  des 
centres,  soit  un  des  axes  de  coordonnées. 

A  ce  réseau  tangentiel  correspond  un  réseau  ponc- 
tuel corrélatif  (uo/r  H.  Pîcquet,  p.  5a5,  n®  220).'Soit 

(4)  G  =  a.r*-l-  ^j*-f-  c^*-f-  iLfyz  -»-  igzx  -f-  ihxy  =  o 
une  des  coniques  de  ce  second  réseau.  On  doit  avoir 

Égalant  à  zéro  les  coefficients  de  Uj,  |jL2  et  [jl,  dans 

(5),  on  a 

c  =  o, 

a  -f-  6  =  o, 

aA-+-6B  -+-a(/F-h^G-H  AH)=  o; 

donc,  pour  les  coniques  cherchées,  on  a 

{  a(ar*— j^*)-+-  'ifyz  -h  o.gzx  ■+•  ihxy  =  o, 
^^^'     •   (     ■      a(A  — B)-f-2(/F-^^GH-AH)=o. 

Éliminant   un  des  paramètres    a^f^gjh    entre  les 
deux  équations  (6)  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
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trois  autres,  on  aura  trois  coniques 

Cl  =  o,         Cj=o,        C|  =  o 

et  le  faisceau  ponctuel  corrélatif  de  (3) 

(7)  XiG,-+-XjCs-+-X8Gj=  o. 

On  peut  aussi  écrire  que  les  coefficients  de  a^f^g^  h 
sont  proportionnels  dans  les  deux  équations  (6) 

jr* — V*  __  y^  __  ^^  _  ^y 

X^B   ""  "F"  ~  "G  ~  li  ' 

On  voit  que  les  trois  coniques  Co  C^,  C3,  qu'on  peut 
former  en  égalant  ces  rapports  deux  à  deux,  sont  des 
hyperboles  équilatères  passant  toutes  les  trois  par  To- 
rigine  O  des  coordonnées.  Or  je  lis  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Picquet  (p.  533)  : 

«  Un  des  cas  d'exception  est  celui  où  les  coniques  d, 
Ca,  Cs  sont  toutes  les  trois  des  hyperboles  équilatères^ 
alors  il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  ré- 
seau, et  elles  n'ont  en  général  aucun  point  commun. 
Dans  ce  cas,  une  couple  de  points  conjugués  communs 
est  formée  par  les  points  cycliques,  et  la  hessienne  du 
système  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  du  faisceau 
tangentiel  dont  deux  courbes  sont  les  deux  autres  coni- 
ques, qui,  avec  le  couple  des  points  cycliques,  déGnissent 
le  réseau  tangentiel  \  la  cayleyenne  est  l'enveloppe  des 
axes  de  ces  coniques.  » 

Ici  les  trois  hyperboles  équilatères  Cj  :=  o,  C2  =  o, 
C3  =  o  passent  par  un  même  point,  le  point  O. 

Le  lieu  demandé  dans  la  première  Partie  est  l'enve- 
loppe des  axes  ou  la  cayleyenne;  le  Heu  demandé  dans 
la  seconde  Partie  est  le  lieu  des  foyers  ou  la  hessienne. 
On  a  d'ailleurs  vu  que  l'on  a  une  infinité  de  faisceaux 
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de  coniques,  tous  ceux  appartenant  au  réseau,  pour 
lesquels  ces  deux  lieux  seraient  les  mêmes,  ce  qui  me 
parait  une  généralisation  très  curieuse  de  Ténoncé.  Les 
lieux  I**  et  a**  ne  sont  pas  altérés  si  l'on  remplace  le 
faisceau  C  de  Ténoncé  par  tout  faisceau  défini  par  deux 
coniques  de  notre  réseau. 

La  solution  dépend  ici,  non  du  cas  général,  c'est- 
à-dire  des  énoncés  H  et  12  que  donne  M.  Picquet  à  la 
page  535,  niais  de  Ténoncé  9  de  la  même  page  : 

«  Si  les  coniques  d'un  réseau  ponctuel  ont  un  point 
commun,  la  cayleyenne  se  réduit  à  ce  point  et  à  une 
conique,  et  la  hessienne  a  un  point  double  en  ce  point.  )> 

Resterait  à  déduire  des  résultats  généraux  (énoncés 
11  et  12)  que  Ton  a  une  parabole  dont  Taxe  est  perpen- 
diculaire à  celui  de  P  et  dont  la  directrice  passe  par  O. 
Je  ne  m'en  occuperai  pas. 

Pour  terminer,  j'applique  au  réseau  tangentiei  (  3  )  l'é- 
quation générale  de  la  cayleyenne  (H.  Picqubt,  p.  5a8) 


C 


ce  qui  donne 


p/  Y'  r' 

r'  r'  r' 

*ja  '•»«'  *îïv 

r'  r'  r' 


o     o     «• 

U        i^         o 

v     v    v 


=  o, 


Ou  a  w  ==  o,  c'est-à-dire  l'origine  O,  et  la  parabole 

c'est  bien  ce  que  donne  le  calcul  direct.  Je  laisse  de 
côté  le  calcul  de  la  hessienne,  qui  ne  présente  d'ailleurs 
pas  plus  de  difficultés  (H.  Ptcquet,  p.  Sa^  et  p.  do.S), 
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Si  l'on  pârtaildu  réseau  ponctufl  corrélatif  (7)  d'hy- 
perboles équilatères,  on  aurait  encore  d'autres  énoncés 
conduisant  toujours  à  la  parabole  enveloppe  du  n"  I,  à 
la  strophoïde  podaire  du  n"  II.  On  sait,  par  exemple 
(H,  PicQUET,  p.  526),  que  les  droites  appelées  A,  T  dans 
renoncé  seront  Tune  des  deux  droites  auxquelles  peut 
se  réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  ponc- 
tuel (7).  De  même  les  points  que  j'appelais  G,  G'  ou  M 
sont  l'intersection  de  deux  droites  auxquelles  peut  se 
réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  (7).  La 
question  est  donc  loin  d'être  épuisée. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS 
D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  EN  1888; 

Par  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Rouen. 


I.  —  Mathématiques  éli':mentaiiif:s. 

Soient  deux  points  EL  et  fi'  et  deux  droites  D  et  IX, 
parallèles  à  A  A!  et  équidistantes  de  cette  droite  : 

1  **  Démontrer  qu'à  tout  point  P,  pris  sur  la  droite 
D,  correspond  un  point  P',  pris  sur  jy,  tel  que  la 
droite  PP'  soit  tangente  aux  cercles  S  et  S'  circonscrits 
l'un  au  triangle  PAA',  r autre  au  triangle  PAA'  ; 

2°  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  projection  de  chacun 
des  points  A  et  A'  sur  la  droite  PP'-, 

3**  Construire  les  droites  PP'  qui  passent  par  un 
point  donné  Q  ; 

4**  Démontrer  que  les  cercles  S  et  S'  se  coupent  sous 
un  angle  constant  ; 
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5®  Soit  O  le  milieu  fin  segment  AA';  étudier  les 
nations  de  V angle  POF. 

I**  Soit  C  le  centre  du  cercle  déterminé  par  les  trois 
points  A,  A',  P  :  une  perpendiculaire  élevée  en  F  sur  CP 
détermine  la  tangente  au  cercle  G;  cette  droite  coupe 
A  A'  en  I  et  la  droite  Tf  en  P. 

De  ÎÂ.ÏÂ'=:  ÏP* ,  on  tire  LÂ-iÂ/^  fP'* ,  à  cause  de 
IP  =  IP'5  donc  PF  est  tangente  au  cercle  de  centre  C 
qui  passe  par  les  trois  points  A,  A',  V , 

2°  Projetons  A  et  A'  en  H  et  H'  sur  1?V\  le  point  P 
en  K  sur  A  A';  traçons  A'H,  et  remarquons  que  la  pro- 
jection de  A'H  sur  AH  est  égale  à  A' H'  (le  point  A'  est 
supposé  entre  le  point  A  et  la  droite  PP').  Les  triangles 
semblables  AIH,  AIH',  PIK  donnent 


d'où  Ton  tire 


AH  _  VH'  _  PK , 
AI    ~    A'I    ~   PI  ' 


AH.A  ir_  PK* 
Al. AI     ~  jn*' 


et,  comme  les  dénominateurs  sont  égaux,  il  en  est  de 
même  des  numérateurs;  donc  le  produit  AH. A' H'  est 
constant  et  égal  au  carré  de  la  demi-dislance  des  paral- 
lèles D  et  ly. 

Ceci  obtenu,  le  triangle  A  A' H  donnant  Tégalilé 


AA''=:  Ah'-k  ah'— aAH.À'H', 


ou  en  conclut  que  la  somme  AH  -i-  A' H  est  aussi  coii- 
stauti*. 

Le  lieu  géouiélriqu(î  de  II  est  donc  une  circonférence 
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qui  a  le  point  milieu  O  de  AA'  pour  centre.  I^  point  H' 
décrit  le  même  lieu.  Le  rayon  de  ce  cercle  a  pour  valeur 


\ 


4 


Remarque.  —  De  ce  qui  précède,  on  conclut  que  la 
droite  PP'  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  et  dont  le  cercle  précé- 
dent est  le  cercle  principal,  ce  qui  suffit  à  la  déter- 
miner. Elle  est  tangente  aux  droites  I)  et  D'. 

3°  La  construction  des  droites  PP'  qui  passent  par  un 
point  donné  Q  revient  à  mener  par  ce  point  des  tan- 
gentes à  Tellipse  que  nous  venons  de  considérer;  ou  bien 
à  joindre  le  point  Q  aux  points  d'intersection  du  cercle 
principal  de  cette  ellipse  avec  la  circonférence  qui 
aurait  AQ  ou  A'Q  pour  diamètre.  Le  problème  est  donc 
impossible  quand  le  point  Q  est  situé  à  Tintérieur  de 
Tellipse. 

4**  Soient  B  et  B'  les  points  où  les  droites  D  et  D' 
sont  coupées  parleur  perpendiculaire  commune  menée 
par  le  milieu  de  AA'.  Traçons  AC,  AC,  AB,  AB'.  Si 
Ton  prend  BC  et  M! CI  pour  bases  des  triangles  ABC, 
AB'C,  ces  triangles  auront  même  hauteur  et  seront 
proportionnels  à  BC,  BX'.  Mais  les  triangles  sembla- 
bles BCP,  B'C'F  donnent 


BC 

CP 

CA 

CA  X  AB 

BC  ^ 

^  CP' 

■'  CA 

CA  X  AB' 

car 

AB  =  AB'. 
On  a  donc 

triangle  A^C  _    GÂ  xTB 
trifinglp  AB  r/  ""  ç.' \  x  Âë' 
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ce  qui  exige  que  les  angles  feAC,  B'AC  soient  égaux  ou 
supplémentaires.  Or  ils  sont  évidemment  aigus  tous  les 
deux,  donc  ils  sont  égaux. 

Il  en  résulte  que  les  angles  CAC  et  BAB'  sont  aussi 
égaux.  Donc  les  cercles  de  centres  C  et  C  se  coupent 
sous  un    angle  constant,    qui    est    le    supplémeut  de 

Tangle  BAB^. 

5**  Traçons  enlin  OP  et  OP'.  La  double  symétrie  de 
Tellipse   à  laquelle  la  droite  PP'  doit  rester  tangente 

montre  qu'il  suffit  d'étudier  la  variation  de  l'angle  POP', 
de  la  valeur  qu'il  a  quand  la  droite  PP'  est  perpendicu- 
laire à  AA',  à  celle  qu'il  prend  quand  cette  droite  de- 
vient parallèle  à  AA',  tout  en  restant  toujours  tangente 
à  l'ellipse .  La  demi-valeur  initiale  de  cet  angle  étant 

toujours  moindre  que  43°,  Tangle  POP'  part  d'une  va- 
leur moindre  que  90°,  et  il  varie  d'une  manière  con- 
tinue de  cette  valeur  à  90°,  valeur  qu'il  prend  quand 
OP  a  la  direction  AA',  et  OP'  la  direction  perpendicu- 
laire, car  alors  l'un  des  cercles  qui  passent  en  A  et  eu  A^ 
se  réduit  à  la  droite  A  A'  prolongée  indéfiniment. 

La  même  queslion  a  été  résolue  par  M.  G.  Leinekugel,  élève  du 
lycée  de  Douai,  et  par  M.  G. -H.  Niewenglowski, 'élève  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  au  lycée  Louis-le-Grand  (  classe  de  M.  Humbert). 


IL   —  Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et 
l'on  considère  les  ellipses  C  et  C  suivant  lesquelles 
V ellipsoïde  est  coupé  par  les  plans  polaires  des  points 
VetV  : 

I  "  Démontrer  que  les  coniques  C  et  C  et  les  points 
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P  et  P'  sont  situtis  sur  une  quadriquc  S  qui  est  en  géné- 
ral unique  ; 

a°  Discuter  cette  quadrique  en  supposant  que  le 
point  V  se  déplace  dans  l'espace,  le  point  P  et  l'ellip- 
soïde S  restant  fixes  ; 

3"  Les  points  P  etl^  étant  supposés  fixes  et  situés  de 
façon  que  la  quadrique^  soit  indéterminée,  trouver  le 
lieu  du  centre  de  cette  quadrique; 

4"  En  supposant  que  les  points  P  et  P'  se  déplacent 
de  façon  que  la  quadrique  S  soit  une  sphère,  trouver 
la  surface  em^eloppe  E  de  cette  sphère; 

5**  Peut-on  déterminer  un  point  A  tel  que  la  tram- 
formée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  sut  face 
E,  en  prenant  le  point  A  pour  pôle,  soit  un  cône  du 
second  degré? 

I**  Soil  rdlipsoïde  rapporté  h  son  cenlrc  et  à  ses 
axes 

ri         V*        z- 
a'        6*        c* 

P(a,  P,  y)  et  F(a',  p\  Y)  «^^ant  les  deux  poîiils  donnés, 
leurs  plans  polaires  ont  pour  équations 

— I    -T-  -T-r  -I r-  —  I  —  O,  — ! T—  H 1  =  0, 

a*         t?^         c*  a*  6*  c* 

et  toute  quadrique  passant  par  les  points  P  et  P  et  par 
les  coniques,  intersections  de  Tellipsoïde  S  et  des  plans 
polaires  des  points  P  et  P',  a  une  équation  de  la  forme 


^A) 
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à  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  condilions 


(«) 


(a) 


Supposons  d'abord  que  les  deux  points  P  et  P'  ne  soient 
pas  situés  sur  l'ellipsoïde  donné.  Alors  on  pourra  diviser 

Téquation   (i)  par  "i  H-  t^  -h  -j  —  i?  et  Téquation  (a) 

a'*        S'2        y'»  1  '  '  'j    • 

par  -7  "H  T7  H"    ,  —  1,  el  ces  deux  équations  se  rédui- 
ront à  Téquation  unique 

a*         o*  c* 

qui  détermine  une  seule  valeur  de  X.  L'équation  (A) 
devient  alors 


(B) 


Si  l'un  des  points  P  ou  P'  est  situé  sur  rellipsaïde 
donné,  Tune  des  équations  (i)  et  (  2)  est  vérifiée  identi- 
quement et  l'autre  donne  la  même  valeur  de  X,  déjà  ob- 
tenue. 

Mais  si  les  deux  points  P  et  P'  sont  tous  les  deux 
situés  sur  l'ellipsoïde  donné,  les  équations  (i)  el  (2) 
sont  vérifiées  identiquement,  quel  que  soit  A  :  il  y  a  donc, 
dans  ce  cas,  une  infinité  de  quadrîques  répondant  à  la 
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questiou,  tandis  qu'il  n'y  en  a  qu'une  seule  dans  les 
deux  autres  cas. 

2®  Pour  discuter  plus  commodément  Téquation  (B), 
je  rapporte  momentanément  rellipsoïde  S  à  trois  dia- 
mètres conjugués  dont  Tun,  Taxe  des  z,  passe  au  point  P. 
Appelant  a\b\  c'  les  trois  demi-diamètres  conjugués, 
Téquation  à  écrire  se  déduira  de  l'équation  (B),  en  fai- 
sant a  =  p  =  o,  et  supposant  que  a',  P',  y  et  y  soient 
les  nouvelles  coordonnées  des  points  P'  et  P.  Ce  sera 
donc 


(B)' 


(ïï-O(S-S-S-) 


Je  suppose  les  points  P  et  P'  non  situés  sur  l'ellip- 
soïde et,  par  suite,  qu'il  n'j  a  qu'une  quadrique  S  satis- 
faisant aux  conditions  énoncées. 

Toutes  les  quadriques  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
seulement  le  point  P'  ont  une  direction  commune  de 
diamètres  conjugués;  c'est  la  direction  de  l'axe  des  z, 
et  les  équations  de  ce  diamètre,  pour  une  quadrique 
déterminée,  sont  données  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
du  premier  membre  de  (B)'  par  rapport  à  x  Qlkjr, 

On  obtient  ainsi 

2(yy' —  c'^)x — (y -5  —  c'*)a'=  o, 

d'où 

'^W-C')     '        ^       a(YY'-c'«)P 

Ces  valeurs  de  x  et  de  j^  substituées  dans  l'équation 
(B)'  conduisent,  pour  déterminer  les  z  des  points  d'in- 
tersection de  la  quadrique  avec  son  diamètre  parallèle 
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à  Os,  à  l'équalion 

P   [  a'«  ^  *'«  vi  J  * 

En  écartant,  le  casde-jY —  c'^=  o,  qui  donnerait  pour 
la  quadrique  S  deux  plans,  ceux  des  coniques  C  et  C, 
on  peut  écrire  ainsi  la  condition  de  réalité  des  racines 
de  Téquation  (3) 

Si  Ton  regarde  a',  ^',  v'  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, les  équations 

H  =  -TT  H-  Çt;  -H  -^77 — 4-  =  <>» 
a*        o*         c* — Y* 

représentent  :  la  première,  un  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde donné  suivant  la  conique  C  et  ayant  le  point  P 
pour  sommet;  la  seconde,  un  paraboloïde  elliptique  tan- 
gent au  plan  de  la  conique  C  au  point  où  ce  plan  est 
percé  par  l'axe  des  z,  et  inscrit  dans  le  cône  H  suivant 
la  courbe  déterminée  sur  ce  cône  par  le  plan 

(2 Y* —  c'*)y'"~  ^  *Y  —  ^' 
Cela  posé,  distinguons  deux  cas. 

I.  —  Le  point  P  est  extérieur  à  l' ellipsoïde  donné. 

On  a  alors 

c'i  _  Y«  <  o. 

La  condition  (4)  montre  (|ue,  si  le  point  P'  est  à  Texté- 
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rieur  du  coiie  H,  l'équalioii  (3)  aura  ses  racines  iinagi- 
11  aires,  et  par  conséquent  la  quadrique  S  sera  un  hyper- 
holoïde  à  une  nappe.  Si  le  point  P  est  sur  le  cône  H, 
les  racines  de  (3)  sont  égales  et  S  représente  un  cône. 
Mais  si  le  point  P'  est  à  rinlcrieur  du  cône  H,  l'équa- 
tion (3)  aura  ses  racines  réelles  et  distinctes.  11  faudra 
alors  examiner  si  res  racines  sont  toutes  les  deux  supé- 

rieures  ou  inférieures  à  —  >  ou  bien  si  elles  comprennent 
entre  elles  cette  quantité. 

Or  la  substitution  à  z,  dans  Téquation  (3),  de — 7 
conduit  à  l'expression 

qui  est  positive.  Donc,  si  le  point  P'  est  situé  à  l'inté- 
rieur du  paraboloïde  K,  la  quantité  —  sera  comprise 

entre  les  racines  de  (3),  et  la  quadrique  £  sera  un  ellip- 
soïde réel,  tandis  que,  si  le  point  P'  est  extérieur  au 

même  paraboloïde,  —  sera  extérieure  aux  racines  de  (3) 

et  S  sera  un  hjperboloïde  à  deux  nappes. 

Si  le  point  P'  vient  sur  le  paraboloïde  K,  Téqua- 
tion  (3)  acquiert  une  racine  infinie,  et  S  devient  un 
paraboloïde  elliptique. 

II.  —  Le  point  P  est  intérieur  à  l  ellipsoïde  donné. 

Alors  on  a 

c'*  —  Y*  -  '  o  » 

les  racines  do  (3)  sont  toujours  réelles  et  distinctes. 
La   discussion   est  analogue   à  la   précédente.  Ainsi  la 

subslilution  de  —  à  la  variable  z  dans  (3)  donnant  ici 
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un  résultatiiégalir,  si  le  poinl  P'  est  intérieur  au  parabo- 
loïde  K  (qui  n'est  pas  le  même  que  dans  le  cas  précédent), 
2  sera  un  hjperboloïde  à  deux  nappes,  et  si  ce  point 
est  extérieur  à  K,  la  quadrique  S  sera  un  ellipsoïde  réeL 
Ce  sera  encore  un  paraholoïde  ellipliciue  si  le  point  P 
est  situé  sur  K. 

Les  cas  particuliers  se  discutent  facilement. 

3"  Je  conserve  encore  le  même  système  d'axes,  sauf 
que  je  suppose  que  le  plan  des  zx  contient  le  point  P', 
dmip'=o. 

La  quadrique  S  est  indéterminée,  avons-nous  dit, 
quand  les  deux  points  P  et  P'  sont  situés  sur  rellipsoïde 
donné.  On  doit  donc  supposer  ici 

(5)  Y=^'         et         _-Hl^--,  =  o, 

et  Téquation  générale  des  quadriques  S  sera 

^  /ar*        y*        z^         \       z  —  c'  /  a' x       y'z         \ 

En  égalant  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de 
celte  équation  par  rapport  à  x^j  et  z,  on  obtient 


>X 


'}.hT        z  —  r     a 


rt'*  r'        a'* 


7.'.  ^  ^^ 


'IKZ 
C 


et,  pour  toute  valeur  de  ).  didërente  de  zéro,  on  voit  que 
le  lieu  cherché  est  tout  entier  dans  le  plan  dos  zx. 
En  éliminant  X,  on  arrive  à  Téqualion 


--:  a  X' —  a'^--h  xv' zx  —  c'{  v'-l-  c)x-{-  c'ql'z  =  o. 
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Si  Ton  multiplie  par   a'  vi  si  l'on  remplace  — ^  par 

I  —  A^»  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

[(c'-+-  •^')x  —  a'z][(c'—  y')^~+"  "^'^  —  ^'^']  =  ^î 

et  elle  représente  la  droite  qui  joint  l'origine  au  milieu 
du  segment  PP',  et  la  droite  PP'  elle-même. 

Remarque.  —  Les  quadriques  S  sont  toutes  tangentes 
aux  deux  plans 

,  a'j-        y' -s 

2  —  c  =  o.  — rr  -+-     ,--  —  I  =^  o, 

a  *         6* 

aux  points  P  et  F  de  Tellipsoïde  donné.  Parmi  ces  qua- 
driques se  trouve  évidemment  Tellipsoïde  S;  donc  rori- 
gine  devait  faire  partie  du  lieu  obtenu.  L'ensemble  des 
deux  plans  tangents  en  P  etP'à  Tellipsoïde  constituant 
une  variété  des  quadriques  S,  on  doit  trouver  leur  inter- 
section comme  faisant  partie  du  lieu.  Mais,  comme  cette 
variété  ne  peut  s'obtenir  qu'en  faisant  \  :=  o,  dans  l'é- 
quation générale  des  quadriques  S,  on  ne  pouvait  pas 
trouver  celte  partie  du  lieu  par  la  méthode  précédente. 

II  faut  faire  X=o  dans  les  trois  équations  du  centre. 
Alors  on  n'a  plus  nécessairement  j  =  o,  et  l'on  obtient 
en  eiïet  les  deux  équations 

ol't        -*'z 

Z--  C    r=0,  -7      ^      •  —  I  rrtO, 

a  *         c* 

qui  déterminent  l'intersection  cherchée. 

4"*  Je  reprends  les  coordonnées  rectangulaires,  et,  par 
suite,  l'équation  (B),  obtenue  en  supposant  que  les 
points  P  et  P'  ne  soient  situés  ni  l'un  ni  l'autre  sur  l'el- 
lipsoïde S. 
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R0Q8  consacrons  un  long  chapitre  au  choix  et  au  maniement  de  ces  appa- 
reils. 

Dans  le  deuxième  volume,  nous  abordons  Tétude  du  cliché  photographique 
sur  verre  et  autres  supports  de  V image  négative. 

Le  papier  ciré,  Talbumine,  le  colloaion  sec  ou  humide,  les  émulsions  au 
coton-poudre,  à  la  gélatine,  etc.,  forment  autant  de  chapitres  spéciaux  dans 
lesquels  ces  procédés  sont  soigneusement  décrits. 

L  obtention  des  images  positives  est  exposée  dans  le  troisième  volume, 
(}ui  contient  depuis  la  description  des^  moyens  employés  par  Niepce  pour 
obtenir  à  la  chambre  noire  fa  première  image  photographique,  jusqu'aux 
procédés  de  tirages  industriels  usités  de  nos  jours. 

Enfin  les  méthodes  d'agrandissements,  les  applications  scientifiques  de 
la  Photographie,  les  connaissances  de  Photochimie  utiles  aux  opérateurs, 
les  hypothèses  émises  sur  la  formation  des  images  photographiques,  font 
Tobjet  du  quatrième  volume. 

Notre  Ouvrage  est  le  fruit  d'un  labeur  incessant,  poursuivi  pondant  une 
longue  suite  d'années.  La  rédaction  de  noire  Aide-mémoire  de  Photographie 
nous  a  permis  d'amasser  peu  à  peu  des  matériaux  nombreux  et  précis  qui 
ont  grandement  facilité  notre  travail.  MM.  Gauthier- Vi lia rs  et  Fils  ont  bien 
voulu  prêter  leur  appui  à  l'œuvre  entreprise;  ils  ont  droit  à  nos  sincères 
remerciements.  Présenté  sous  de  tels  auspices,  nous  pouvons  espérer  que 
le  public  réservera  à  ce  nouveau  Traité  \d<  bienveillance  avec  laquelle  u  a 
accueilli  nos  précédentes  publications. 

Mode  de  publication. 

Le  Traité  encyclopédique  de  Photographie  sera  publié  en  vingt  livraisons 
de  5  feuilles  in-8  raisin  (80  pages),  paraissant  régulièrement  le  i5  de  chaque 
mois,  à  partir  da  i5  juin  1889. 

Cinq  livraisons  formeront  un  volume  de  4oo  pages.  La  Table  des  matières  et 
la  couverture  du  volume  seront  envoyées  avec  la  5^  livraison. 

L'ouvrage  entier  (ao  livraisons)  se  composera  ainsi  de  quatre  volumes  de 
4oo  pages. 

Si  l'abondance  des  matières  force  à  faire  des  livraisons  supplémentaires, 
ceiJes-ci  seront  livrées  graluilement  aux  souscripieurs. 

Tous  les  trois  anSf  un  Supplément  destiné  à  exposer  les  progrès  accomplis 
pendant  cette  période  viendra  compléter  ce  Traité  et  le  maintenir  au 
courant  des  dernières  découvertes. 


Conditions  de  souscription. 


ur  les  sous- 
voir  : 


Le  prix  des  ao  livraisons,  c'est-à-dire  des  4   volumes,  est  fixé  po 
ripteurs  à  40^',  payables  (mandai-poste  ou  chèque  sur  Paris),  sav< 

10'»  en  souscrivant. 

10''  en  recevant  la  i"  livraison  du  2*  volume. 
10''  »  du  3*  volume. 

10''  »  du  4'  volume. 

Dès  que  V Ouvrage  sera  complet,  chaque  volume  se  vendra  séparément  W', 


Paris.  —   Imprimerie  GaUTUIEK-VILLAKS  KT  FILS,  quai  des  «rands-AugusUns,  5i. 
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Celte  équation  dëvefapptjt!  devtcnt 
/aa'       88'        \  z* 

a* 


--^v.i^.-C^.fVtf),.. 


Elle  représentera  une  sphère  sî  Ton  a 

(^  ^  n!  ^  ,\  ±  -  /^'    ïï'  _  A  ± 

Supposons  que  l'on  ait  a"^  b'^  c,  11  faudra  faire 
fl  =  P'=:  o,  ce  qui  est,  du  reste,  tout  indiqué  par  ce  fait 
que  les  ellipses  C  et  C  devront  être  des  cercles. 

On  obtient  facilement  les  expressions  de  a',  y'  et  yen 
fonction  de  a,  et  l'on  a 

,  _         —  acln 

"^  ~  a(a«H-cî— 6»)' 


, 

a«/i» 

Ic 

"  a(a»H-c2— A«)'           * 

-  an  "' 

en 

posant,  pour  abréger, 

6«— C«=/»,           «2- 

.  c«  =  m», 

et  en  remarquant  que  ces  différences  sont  toutes  posi- 
tives. 

L'équation  de  la  sphère  devient  alors 

na^c(x*-hy^-h  z^  ) — nc[(a*-4- c*— 62)a*H-  n^a^]x 

-t- /ia*c(«2— /J)a  =  o; 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII  (  \oùt  1889).  23 
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(  354  ) 
et,  en  ordonnant  par  rapport  à  a, 

—  na*c(rr*-f-j^*-f-  .3*-4-  n*—  /*)« 

+  a*  n*  (  nca:  —  a/-8  )  =  o. 

En  exprimant  que  cette  équation  en  a  a  ses  racines 
égales,  on  aura  Tenveloppe  cherchée.  On  obtient  ainsi 

Cette  enveloppe  est  donc  une  surface  du  quatrième 
ordre  qui  admet  le  cercle  de  Tinfini  pour  ligne  double; 
c'est  une  des  anallagniatiques  de  M.  Moutard,  c'est- 
à-dire  une  de  ces  surfaces  qui  demeurent  invariables 
quand  on  les  soumet  à  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  convenablement  choisie,  et  l'on 
sait  qu'elles  possèdent  celte  propriété  par  rapport  à  cinq 
pôles  différenis.  C'est  aussi  une  des  surfaces  étudiées 
sous  le  nom  de  cyclides,  par  M.  Darboux,  dans  son  Mé- 
moire Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
su / 'faces  algéb riq  ues , 

5®  Proposons-nous  de  trouver  un  pôle  tel  que  la 
transformée  de  (E)  par  rayons  vecteurs  réciproques 
soit  un  cône  du  second  degré.  Les  formules  de  transfor- 
mation sont 

K2  K*  K* 

X«-hY«-HZ«=:=  R2,        j-â-Hjs.^» -î==^i;         Rr=K*. 

Portons  l'origine  des  coordonnées  au  point  k{xQ^yQ^  z^)\ 
Téquatiou  (E)  deviendra 

rt2c2[(5' H- a'„)*-4-(jK  H-ro)* -l-(- ->- -0  )^-^  «*- /M* 

—  4(aî-hc»— 62)[„îc»(.r-+-a^o)*— «*/*(--^-o)M  =  o• 
Développant  et   employant   les   formules    ci- dessus, 
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(  355  ) 
cette  équation  devient 

[a*c»(a?J H-j^î  H- ^î -4- /i«— /*)« 
-4(a«H-c«— 6«)(/i«c«a?J  — a«/*^J](X«-hY«-4-Z«)« 

-+-2(a«-H  c«- 6«)(n«c«a:oX  — a«/»4oZ)](X*-+-Y«H-Z*) 
-^2a*c«K*(ir;H-J^Î-+--«î-f-/i»— /«)(X»-4-Y«^-Z«) 
-+-  ««c'KHa^oX  +  2>^o  Y  -4-  2-3oZ  -+-  K*)« 

—  4K*(a*c»— 6»)(/i«c»X«  — a*/«Z«)=  o. 

On  aperçoit  facilement  la  solution 

Xo  =  o,         Zo  =  o,        J^l-^n^ — /'=o. 

Elle  ne  sera  réelle  que  si  Ton  a 

c'est-à-dire 

a  ^*  >  a*  -h  c' . 

L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

4(a2-+-c»-6»)(n»c«X»— a«/»Z«) 

—  a»  r« (  K«  zt  51 //îHV Y>  =  o 

et  représente  bien  un  cône  du  second  degré,  dont  le 
sommet  est  au  point  ayant  pour  coordonnées 

ztK* 

et     o. 


'     v»Y/t— «1 


II  y  a  même  deux  solutions,  symétriques  par  rapport 
au  pi  an  des  zjr, 

III.  —   ANALYSE    ET    APPLICATIOIVS. 

Théorie.  —  Démontrer  que,  si  l'aire  d'une  por- 
tion continue  de  surface  2  limitée  par  un  contour  fermé 
et  donné  est  la  plus  petite  possible,  la  somme  des 
rayons  do  courbure  principaux  est  nulle  aux  dix^ers 
points  de  la  portion  de  surface  considérée. 

lyéjinition  des  surfaces  minima.  Intégration  de  leur 
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•    (  356  ) 
équation  aux  dérivées  partielles.  Formules  de  Monge. 
Formules  de  M.  fVeier strass. 

Application.  —  i°  Trouver  la  surface  mininia  réelle 
qui  admet  pour  ligne  géodésique  la  cjcloïde  déjinieen 
coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

y  z=  a(i  — cosi>), 
z  =  o. 

2°  Indiquer  Informe  de  la  surface  ;  montrer  que  le 
plan  des  xy  est  un  plan  de  symétrie  et  que  les  tan- 
gentes à  la  cycloïde  en  ses  points  de  rebroussement 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface  ,• 

3°  Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une 
infinité  de  plans  suivant  des  paraboles  du  second 
degré  ; 

4°  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface.  Démontrer  qu'un  plan,  per^ 
pendiculaire  à  la  base  de  la  cjcloïde  et  à  égale  dis^ 
tance  de  deux  points  de  rebroussement  consécutifs  de 
cette  courbe  y  coupe  la  surface  suivant  une  ligne  de 
courbure.  \ 

I 

Pour   la  théorie,   voir  TOuvrage   de   M.   Darboux  :  | 

Leçons  sur  la  théorie  générale  des  .surfaces.  Voîcî  la  | 

solution  du  problème  donné  eoiiiine  application. 

Les  formules  de  M.  Wcierslrass  sont 

./•-  \  f(i-u^)V{u)du-\-^J(i-^u\)V^iur)du,, 
z=   j  uV(u)du -^  I  uiFi(ui)  dui. 
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(  •■^57  ) 
et  l'on  sait  que,  pour  qu'elles  représentent  une  surface 
réelle,  il  faut  que  les  variables  u  et  u^  soient  imaginaires 
conjuguées  ainsi  que  les  fonctions  F(w)  et  F|(ui).  De 
plus,  les  intégrations  doivent  s'effectuer  suivant  des  che- 
mins imaginaires  conjugués. 

Cela  posé,  les  quantités  i/,  ii|,  F(/<),  F,(/i|)  devien- 
nent, pour  un  point  quelconque  de  la  cj'cloïde  donnée, 
des  fonctions  de  la  variable  réelle  v^  et,  pour  exprimer 
que  la  cycloïde  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface 
inconnue,  il  faut  écrire  que  la  normale  à  cette  surface 
en  un  point  quelconque  de  la  cycloïde  est  contenue  dans 
le  plan  des  xj.  Or  les  cosinus  des  angles  que  fait  celte 
normale  avec  les  axes  sont  proportionnels  aux  binômes 

a -h  Ml,     Ml — u    et     uui  —  i. 

On  doit  donc  poser  uui  —  i  =  o;  d'où 

__  I  riui  _  —  I  du 

^       m'  dif  a*     dv 

Substituons  à  iii  la  valeur  —  dans  les  formules  de 

u 

Weierstrass,  et  identifions,  pour  un  point  de  la  cy- 
cloïde, avec  les  équations  de  cette  courbe  ;  puis  dif- 
férentions  les  équations  ainsi  formées.  Nous  aurons 

0_„,)^^[F(u)+±F.(i)]=.a(.-cosp), 

d'où  l'on  tire 

F(«), 


U*        \u/ 


r^  du 

(i  —  u^)F(u)  -7-  =a(i  — cost'), 
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et 

„        du 
av 

„,    ^  du       a(i  —  cost')  .asint' 

^    ^  dv  I  —  a*  I  -h  tt* 


L'égalilé  formée  par  les  deux  derniers  rapports,  né- 
cessaire pour  que  les  équations  précédentes  soient  com- 
patibles, détermine  u  en  fonction  de  v.  On  en  tire 


V  .  I  —  m' 

taiiff-  =  —  i 


pui 


d*où 


I  -+-  u 


cos i  sin  - 

•2  '1 

cos — h  t  sin  - 
1  1 


î» 


,  du  .  ,  ,  .du 

2  log  u—  —  VI,         •*  —  =  —  i  dv,         ap  =  2  «  —  ■ 
°  w  u 


D'autre  part,  on  trouve  facilement 

.    iLV           (i  — l^*)* 
I  —  cos  V  •=.  2sin  —  =  —  i r-^  • 

2  21*' 

L'équation 

^    '  dv  I—  a* 

devient  alors 

.a(i— tt*) 


F(«)=-t- 


a» 


La  fonction  F(ii)  étant  déterminée,  la  fonction  Fi  («i) 
Test  par  cela  même,  puisqu'elle  doit  être  imaginaire' 
conjuguée  de  F(u). 

Fille  est  (hi  reste  inutile,  et  Ton  a,  pour  les  équations 
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diflëreiitielles  de  la  surfaco  cherchée, 

r  —  —  aKil du, 

z  =  —laHi  I  -—  duj 

R  désignant  la  partie  réelle  de  la  fonction  devant  la- 
quelle cette  lettre  est  placée.  L'intégration  donne 

<s  =  2aRi    WH M-  C', 

C,  C,  C  étant  des  constantes  réelles.  Posons 


=  P.     î 


u  =  e 


a  et  ^  étant  des  quantités  réelles.  Les  équations  précé- 
dentes deviendront 


JT  =  r*^  [  ~  ie«(cosp  —  isinp) 

H-  £«-a(cosp-4-tsinP)-h2«(a—  pt)j-4-G, 

y  = R  [  c«(cosp  —  isinp) 

-♦-  c-«(cosp  -I-  t  sinp)]  H-  C, 

>5  =  2  a  R  I  «  e  •  (  cos  -  —  *  sin  ^  j 

(  cos  |-  -4-  /  sin  ^  )     -f-  G", 
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(  36o  ) 
et,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires, 

a;  =  a  ^p  —  ^IziSH  ^in  p^  H-  G, 

ga  _L_  g— ot 
y  —  —  a ; cos  P  4-  C, 


:  =  2asin2(^e> —tf    *j-+-G'. 


Remplaçons  a  par  m,  p  par  v^  u  eX.  sf  étant  des  va- 
riables réelles  -,  puis  déterminons  les  constantes  de  ma- 
nière que,  pour  u  =  o,  on  obtienne  les  équations  de  la 
eycloïde  proposée,  nous  aurons  définitivement 

=  a  (  p sin  ç^  j , 

(G)  {  r  =  «(  « -^ cospj, 

;  =  2a\c' — e   *ysin-* 

Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  la  surface 
cherchée. 

Discussion,  —  Remarquant  que  l'on  a 

/  1       -iiV 
e»  -f-  e-»*  =  \c*  —  c   *  /   -h  2, 

on  élimine  facilement  u  entre  les  équations  (C)  ;  et  Ton 
peut  alors  regarder  la  surface  comme  engendrée,  soit 
par  la  parabole  variable  définie  par  les  équations 

5«— 8a*sin«-  (?mZ.—i\  =  o, 
,  2  Vacosi'        / 

(a  — v)sini' 

-  -\-  X  —  av  ^  (\\ 


COSt' 
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soit  par  celle  qui  est  déiinie  par 

Iav  —  a: 
— ; cost'  -h  V  —  a  =  o. 
sinp  -^ 

Ces  deux  paraboles  sont  identiques  pour  une  valeur 
donnée  de  i^^  on  emploiera  les  équations  (i)  pour  les 
valeurs  de  y  qui  annulent  sint;,  et  (a)  pour  celles  qui 
annulent  cost^. 

Ces  équations  montrent  que  la  surface  que  nous  étu- 
dions est  coupée  par  une  infinité  de  plans  suivant  une 
parabole.  Cette  parabole  a  son  plan  constamment  paral- 
lèle à  Taxe  des  r,  et  son  axe  dans  le  plan  des  jcy.  Son 
sommet  décrit  la  cycloïde  donnée,  comme  on  le  con- 
state facilement,  et,  pour  les  valeurs  de  v  égales  à 

-_,.    et    -+.0       [^o<-)'         , 

les  paramètres  de  ces  paraboles  sont  les  mêmes;  elles 
sont  symétriquement  placées  par  rapport  au  planx  =  aiz. 
Les  plus   remarquables  de  ces  paraboles  sont  don- 
nées par  les  valeurs  de  i^  égales  à  o,  -  ♦  tc,  -;-  et  ait. 

Pour  ^^  =  o  et  pour  v^  =  au,  on  obtient  par  (i)  l'axe 
desj^  et  sa  parallèle  menée  par  le  poînta:=  2mc,j>'  =  o, 
^  =  o.  Ce  sont  les  tangentes  à  la  cycIôïde  en  ses  points  de 
rebroussement.  Ces  tangentes  sont  donc  situées  sur  la 

surface.  Pour  ^^  =  -  et  pour  v'  =  — >  les  équations  (2) 

donnent  les  deux  paraboles  égales 

(3)  J'  =  «»         z^-h  iaa;  —  ^a^iTz^'A)     =0, 

{  ^)  y  =  cil         z^— .\ajr-{- '?.a'(i-^'ir.)  —  Oj 
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situées  toutes  deux  dans  le  pian  y  — a=z  o,  mais  orien- 
tées en  sens  eon traire. 

Enfin,  pour  t^  =  7:,  les  équations  (i)  donnent  la  para- 
bole 

«r  =  riir,         ,«'— 8a^ -h  16a*  =  o, 

située  dans  le  plan  x  —  «7^  =  0,  perpendiculaire  à  la 
base  de  la  cycloïde,  en  son  milieu.  C'est  la  parabole  de 
paramètre  maximum. 
En  général,  pour 

('  =  (  2  A-  H-  I  j  - , 
u 

on  a,  si  Ar  est  pair,  la  parabole 

y  —  a  =  o,         z^-^  iax  —  'xa^K'f.A-  -^1)1:  —  ?.]  =  o\ 

et  si  k  est  impair,  la  parabole 

y  —  a  =  o,         -s* —  iax  -4-  'ia^[(^k  H-  i)?:  -h  2]  =  o. 

Le  mode  de  génération  qui  vient  d'être  étudié  indique 
d'une  manière  assez  exacte  la  forme  de  la  surface. 

En  donnant  à  u  et  à  v^  d'abord  les  valeurs  Uo  et  sfo% 
puis  les  valeurs  u  =  —  Mq,  ^  =  ^o-i  les  formules  (C)  don- 
nent les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  y  5  celles  de  z  sont 
égales  et  de  signes  contraires  ;  ce  qui  prouve  que  les 
points  M(uo,i^o)i  M'( — Mo»^'o)  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  xy.  Ce  plan  est  donc  un  plan  de 
symétrie  de  la  surfai:c. 

Si  Ton  fait  a  =  Mqî  **  ==  ^01  puis  ix  =  1*0,  ^  =  — t'o? 
les  mêmes  formules  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  x 
et  pour  z  ;  mais  les  valeurs  de  j  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  Les  points  1V1(mo,  t^o)?  M'(i/o,  —  i'o)  sont  donc 
symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  y.  Cette  droite  est 
donc  un  axe  de  symétrie  de  la  surface.  On  ferait  voir 
de  la  même  manière  que  la  tangente  au  point  de  re* 
broussement  x  =  ihiza,  j=  o,  z  =  o  est  aussi  un  axe 
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(  363  ) 
do  s^niélrie  de  la  siirrace.  11  siifTiràit  pour  cela  de.  donner 
à  il  «t  à  i^  les  drux  couples  de  valeurs 

Équation  fiifférentielle  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface.  —  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  au  poinl  {x^j^  z)  étant  proportionnels  aux  bi- 
nômes 

Ml -h  M,  i(U\ —  lt)y  UUi  —  l, 

les  équations  de  cette  normale  peuvent  s'écrire 

X  =  X  +  (miH-  // )a, 
Y  =^  -4-  i(ui  —  w)À, 

Z  —   -5  -f-  {UUi —   I  )).. 

Exprimons  qu'il  existe  sur  la  surface  un  déplacement 
tel  que  le  point  (X,  Y,  Z)  de  la  normale  décrive  une 
courbe  tangente  à  celte  normale.  Nous  devrons  écrire 

^X  dY  dZ 


Mi-f-M  i(Ut U)  UUi  —  I 

ce  qui  se  ramène  aisément  à 

dx  dui  -+-  du  Mi  -+-  M 

dy      i{  dui  —  du)  i(ui—  u) 

dz       u  dui  -4-  Ux  du        uui  -^  i 

En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  dx^ 
dj'^  dz  qu^on  tire  des  formules  de  M.  Weierstrass  et 
en  effectuant  les  calculs  et  les  réductions,  on  arrive  à 
l'équation  bien  simple 

(D)  F(zz)rfM2— Fi(a,)rfaî  =  o, 

après  suppression  du  facteur  2(1  -f- ««,)-. 
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Maïs  on  a  trouvé  plus  haut 

„ ,    .  .1  —  a* 

F(M)=-a^— ^; 

les  é(|ualîons  cherchées  seront  donc 


du  =  consi.j 


consl. 


Mais  on  peut  tirer  directement  ces  équations  des  for- 
mules (C),  indépendamment  de  toute  quantité  imagi- 
naire. On  obtient  ainsi 

(c**  —  e-")cos-  du*—  2(e"  ■+■  e-"  -+-  9.)sin  -dud%> 

'  J 
f  —  (  e"  —  e-**  )  cos  -  dv*  =  o, 

les  variables  m  et  i^  étant  réelles.  L'intégration  ne  parait 
pas  possible  par  les  fonctions  élémentaires. 

En  effectuant  les  calculs  qui  conduisent  à  Téquation 
(E),  on  remarque  la  relation 

P  ^ 

—  =  — cot^-, 
g  *  «i 

p  el  ç  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
et  ky^  ce  qui  montre  que,  pour  ç»  =  -n,  c'est-à-dire  pour 
tous  les  points  de  la  parabole  obtenue  en  coupant  la 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  base  de  la 
cycloïde,  à  égale  distance  de  deux  points  de  rebrous- 
sèment  consécutifs,  on  a  p  =  o.  Mais  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  étant  proportionnels  à 
p,  g  et  —  I ,  on  en  conclut  que  la  normale  à  la  surface 
est,  pour  tous  les  points  de  la  parabole  considérée,  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  cVst-à-dîre  dans 
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le  plan  im*ine  de  celte  courbe  qui  est  dès  lors  à  la  fois 
une  ligne  géodésiquc  et  une  ligne  de  courhure  de  la 
surface,  tout  comme  la  ttycloïde  donnc5e. 

IV.  —  Mécanique  rationnelle. 

TaÉoniE.  —  Les  équations  du  mouvement  d'un  sys- 
tème matériel  étant  supposées  mises  sous  la  forme  ca^ 
nonique,  montrer  comment  Jacobi  a  ramené  rinté-- 
gration  de  ces  équations  à  la  recherche  d'une  intégrale 
complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

Application.  —  Etant  donné  un  hj perboloïde  à 
une  nappe  représenté  en  coordonnées  rectangulaires 
par  V équation 

où  l'on  suppose  a<^b^  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  matériel  non  pesant  dont  la  masse  est  égale  à 
l'unité^  qui  est  assujetti  à  rester  sur  la  surface  de 
Vhyperboloïde  et  qui  est  attiré  vers  le  centre  par  une 
force  égale  au  produit  d'une  constante  o)^  par  la  dis- 
tance  du  mobile  au  centre. 

A  l'instant  initial,  le  mobile  est  situé  dans  le  plan 
des  xZy  à  la  distance  b  du  centre,  et  la  vitesse  ç^o  ^^^ 
parallèle  à  l'axe  des  y. 

Discuter  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la 
trajectoire  suivant  les  valeurs  de  Vç^  \  indiquer  notam- 
ment les  lignes  de  courbure  de  Uhyperboloïde  entre 
lesquelles  elle  est  comprise.  On  déterminera  la  position 
du  mobile  sur  Vhyperboloïde  à  une  nappe  à  Vaide 
des  coordonnées  elliptiques  Xet  ^  définies  par  les  deux 
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équations 

j??  jr^  Z* 

X  -f.  a«  "^  X  -4-  6«  "^  X  —  c« 

Xt  yt  s,1 


<?/2  supposant  c^<^\  et  a* <||  [x <[[  i*. 

/'iwV  la  Dynamique  analytique  de  M.  Éinîle  Ma- 
thieu, où  un  calcul  analogue  est  fait  pour  rellipsoïde. 


SUR  LES  POLYÈDRES; 

Par  m.  C,  BOURLET. 


Définition.  —  Un  polyèdre  est  une  surface  composée; 
de  polygones  plans,  «^  contour  unique  ou  k  contour  mul- 
tiple (*),  ayant  deux  à  deux  un  côté  commun,  de  telle 
façon  que  deux  polygones  voisins  n'aient  pas  leurs  plans 
confondus  et  qu'un  côté  quelconque  de  Pun  de  ces  po- 
lygones appartienne  toujours  à  un  autre  polygone  et  à 
un  seul  autre. 

Les  portions  de  plan,  limitées  par  ces  polygones,  et 
composées  des  points  intérieurs  à  ces  polygones  sont 
appelées  \e% faces  du  polyèdre.  Les  côtés  de  ces  poly- 
gones sont  les  arêtes,  et  les  sommets,  les  sommets  du 
polyèdre. 

Remarque  1.  —  Nous  supposerons  dans  tout  ce  qui 


(')  Un  poly-gonc  plan  est  dit  k  contour  unique  si  Ton  peut  aHer 
d'un  point  quelconque  de  ce  contour  à  un  autre  point  de  ce  même 
contour  en  suivant  le  contour.  Dans  le  cas  contraire,  on  dira  que  le 
contour  est  multiple. 
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suivra  que  le  polyèdre  est  à  surface  unique,  c'est-à-dîre 
qu'on  peut  aller  d'un  point  quelconque  de  la  surface  à 
un  autre  point  de  cette  surface  par  un  chemin  continu 
tracé  tout  entier  sur  elle.  Toute  surface  répondant  aux 
conditions  de  la  définition  et  ne  satisfaisant  pas  à  cette 
dernière  serait  un  ensemble  de  plusieurs  polyèdres  à 
surface  unique* 

Remarque  II,  —  Il  pourra  arriver  que  deux 
faces  (')  se  coupent,  c'est-à-dire  que  deux  faces  aient 
en  commun  des  points  non  situés  sur  des  arêtes.  Il  lie 
faudra  pas  confondre  ces  droites  d'intersection  de  deux 
faces  avec  les  arêtes  :  nous  les  appellerons  droites  sin- 
gulières du  polyèdre. 

Remarque  III,  —  Il  résulte  de  la  définition  que  par 
toute  arête  il  passe  deux  faces  et  deux  faces  seulement 
et  qu'à  tout  sommet  aboutissent  au  moins  trois  arêtes. 

Remarque  IF,  —  Les  arêtes  étant  des  portions  limi- 
tées de  droites,  il  en  résulte  que,  si  un  plan  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même,  il  devra  arriver  un  moment 
où  il  ne  rencontrera  plus  aucune  arête,  car  sans  cela  il 
y  aurait  des  arêtes  illimitées.  Donc  on  peut  toujours 
trouver  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné  et  qui  ne 
coupe  aucune  des  arêtes  du  polyèdre.  De  même,  les 
faces  étant  des  portions  de  plans  limitées  par  des  con- 
tours fermés,  on  pourra  toujours  trouver  une  droite  pa- 
rallèle à  une  droite  donnée  et  qui  ne  rencontre  aucune 
des  faces  du  polyèdre. 


(»)  Je  rappelle  que  le  mot  face  désigne  une  portion  de  plan  li- 
mitée par  un  polvgone.  Il  ne  faul  pas  confondre  la  face  et  le  plan 
de  la  face. 
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Théorème  1.  —  Toute  droite  indéfinie  coupe  un  po- 
lyèdre en  un  nombre  pair  de  points. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  droîle  D  se  dé- 
place, si  un  des  points  d'inierseclion  de  cette  droite  avec 
le  polyèdre  disparaît,  il  disparaîtra  en  même  temps  un 
autre  point  d'intersection  et  un  seul.  En  eflet,  pour  que 
le  point  d'intersection  Pde  D  avec  une  face  F  disparaisse, 
quand  D  se  déplace,  il  faut  que  ce  point  vienne  rencon- 
trer un  côté  A  de  la  face  F,  c'est-à-dire  que  la  droite  D 
rencontre  une  arcte  A  du  polyèdre;  or,  une  arête  A 
d'un  polyèdre  étant  toujours  commune  à  deux  faces  F 
et  F',  et  à  deux  seulement,  il  pourra  se  présenter  deux 
cas  :  ou  bien  la  droite  D  rencontrait  F'  en  un  point  P 
avant  de  traverser  A,  et  alors,  quand  D  rencontre  A  et 
la  dépasse,  P  et  P'  viennent  se  confondre  et  disparaissent 
en  même  temps ^  ou  bien  D  ne  rencontrait  pas  F'  avant 
de  traverser  A,  mais  alors  D  rencontrera  F'  en  un  point 
V après  avoir  traversé  A,  et  le  point  P  disparu  sera  rem- 
placé par  le  point  P'.  Donc,  quand  une  droite  D  se  dé- 
place, il  apparaît  ou  il  disparait  toujours  un  nombre  pair 
de  points  d^intersection  :  la  parité  du  nombre  des  points 
d'intersection  avec  le  polyèdre  est  donc  la  même  pour 
toutes  les  droites  de  l'espace.  Or,  d'après  la  remarque  IV, 
il  existe  toujours  une  droite  qui  ne  coupe  pas  le  polj^ 
èdre  :  donc  toute  droite  indéfinie  coupe  le  polyèdre  en 
un  nombre  pair  de  points. 

Théorème  II.  —  Si  l'on  considère  un  polyèdre  et  un 
point  fixe  P  dans  l'espace,  non  situé  sur  le  polyèdre, 
la  parité  du  nombre  des  points  d* intersection  d'une 
semi-droite,  issue  de  P,  avec  le  polyèdre,  est  toujours 
la  même  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  semi- 
droite  dans  l'espace. 

Ceci  résulte  immédiatement  du  fait,  démontré  dans 
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le  théorème  I,  que,  quand  une  semi-droite  tourne  autour 
de  P,  le  nombre  des  points  d'intersection  qui  apparaît 
ou  qui  disparaît  est  toujours  pair. 

Ce  théorème  nous  permet  de  classer  les  points  de 
l'espace  en  deux  groupes  par  rapport  au  polyèdre. 

Définition,  —  Un  point,  non  situé  sur  l'une  des  faces 
du  polyèdre,  est  dit  extérieur  aiM  polyèdre  si  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  semi>droites,  issues  de  ce 
point,  avec  le  polyèdre  est  pair.  Quand  ce  nombre  est 
impair,  le  point  est  dit  intérieur  au  polyèdre. 

L'ensemble  des  points  intérieurs  au  polyèdre  forme 
ce  que  nous  appellerons  Yintérieur  du  polyèdre^  nous 
montrerons  plus  loin  que  c'est  une  grandeur  mesurable 
et  sa  mesure  sera  ce  que  nous  appellerons  le  volume 
du  polyèdre. 

Remarque,  —  Il  résulte  de  la  définition  dés  points 
intérieurs  que  toute  semi -droite  issue  d'un  tel  point 
coupe  le  polyèdre  au  moins  en  un  point. 

Théorème  111.  —  Si  un  plan  U  ne  coupe  pas  un  po- 
lyèdre P  : 

i"  Le  polyèdre  P  est  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  de  n  ; 

2"  Tous  les  points  de  U  et  tous  les  points  situés  d'un 
côté  de  n  différent  que  P  sont  extérieurs  à  P  \ 

3°  Tous  les  points  intérieurs  à  P  sont  situés  d'un 
même  côté  de  II  que  P. 

En  elï'et  : 

I**  Supposons  que  deux  points  A  et  B,  appartenant 
à  P,  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  II.  Alors,  tout 
chemin  continu  allant  de  A  en  B  traverserait  nécessai- 
rement le  plan  II  et,  comme  II  ne  contient  aucun  point 
de  P,  on  ne  pourrait  aller  de  A  en  B  par  un  chemin 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  scriè,  t.  VITl.  (Août  1889.)  ^'4 
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ccintinu  tracé  tout  entier  sur  la  surface  de  P.  Il  ne  peut 
donc  y  avoir  deux  points  de  P  situés  de  part  et  d'autre 
den. 

a®  Soit  E  un  point  situé  sur  II  ou  de  côté  différent 
de  n  que  P.  Si  l'on  mène  par  E  une  semi -droite  parallèle 
au  plan  II,  cette  semi-droite  ne  rencontrera  pas  P  :  donc 
E  est  extérieur. 

3**  Soit  1  un  point  intérieur  à  P.  Menons  par  I  une 
semi-droite  parallèle  au  plan  11  ;  puisque  I  est  intérieur 
à  P,  cette  semi-droite  coupera  P  au  moins  en  un  point  C. 
Mais  le  segment  de  droite  IC,  étant  parallèle  à  II,  ne  ren- 
contre pas  n  ;  I  et  C  sont  donc  d*un  même  côté  de  II  ; 
donc  P  et  I  sont  d'un  même  côté  de  II,  puisque  (cas 
les  points  de  P  sont  d'un  même  côté  de  II  et  queC  ap- 
partient à  P. 

Définition.  —  Quand  le  nombre  des  points  d'inter- 
section des  semi-droites  issues  d'un  point  quelconque  in- 
térieur k  un  polyèdre  est  toujours  égal  à  un,  le  polyèdre 
est  dit  conv^exe. 

Théorème  IV.  —  Toute  droite  indéfinie  coupe  un 
polyèdre  connexe  en  zéro  ou  deux  points. 

En  effet,  soient  (fig,  i)  A,,  Aa,  . . .,  Aj^  les  points 
d'intersection  d'une  droite  indélinie  avec  le  polyèdre  au 

Fig.  I. 


A.^  A.,  A.,^ 

nombre  de  2p  (/>>-  o).  Soit  a  un  point  de  cette  droite 
compris  entre  les  deux  premiers  points  à  gauche  A<  et 
Aa',  la  semi-droite  aAap  coupera  la  surface  en  a/;  —  i 
points  :  donc  le  point  a  est  intérieur  au  polyèdre  et  l'on  a 

2p  —  i  =  i        et       p  =  1. 
Donc,  si  p  n'est  pas  nul,  on  a  nécessairement  ^  =  i . 
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Réciproquement,  si  une  droite  indéHnie  coupe  un  po- 
lyèdre en  deux  points  au  plus,  ce  polyèdre  est  convexe  : 
car,  les  semi-droites  issues  d'un  point  intérieur  coupant 
le  polyèdre  en  un  nombre  impair  de  points,  ce  nombre 
impair,  étant  au  plus  égal  à  a,  est  nécessairement  égal 
à  1. 

Remarque,  —  Il  suit  de  là  que  si  P  et  F  sont  deux 
points,  situés  sur  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  et 
non  situés  dans  une  même  face,  tout  point  situé  sur  le 
segment  de  droite  PP'  est  à  l'intérieur  du  polyèdre. 

Théorème  V.  —  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  le 
plan  d^  une  face  quelconque  d'un  polyèdre  convexe,  le 
polyèdre  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  ce 
plan. 

En  effet,  soîi(^g'.  2)  ©  le  plan  de  la  face  F  et  suppo- 
sons quMl  y  ait,  de  part  et  d'autre  de  <p,  deux  points  A 

Fig.  2. 


et  B appartenant  au  polyèdre;  soit  alors  C  un  point  quel- 
conque de  la  face  F  et  considérons  le  plan  P  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B  et  C;  ce  plan  coupera  le  polyèdre 
suivant  un  polygone  dont  un  des  côtés  sera  situé  sur  la 
droite  0,  intersection  des  plans  P  cl  'i,  et  contiendra  le 
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point  C.  D'ailleurs  ce  polygone  passera  en  A  et  B  :  donc 
il  ne  sera  pas  convexe,  puisque  A  et  B  sont  de  part  et 
d'autre  de  8.  On  pourra  donc  trouver  une  droite  D, 
située  dans  le  plan  P,  qui  coupera  le  polygone  en  plus  de 
deux  points  et,  par  suite,  qui  coupera  le  polyèdre  en  plus 
de  deux  points.  Le  polyèdre  n'est  donc  pas  convexe. 

Réciproquement^  si  un  polyèdre  est  tel  qu'en  pro- 
longeant indéfiniment  le  plan  de  l'une  quelconque  de 
ses  faces  le  polyèdre  soit  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  ce  polyèdre  est  convexe. 

Car,  si  le  polyèdre  n'était  pas  convexe,  on  pourrait 
trouver  un  point  intérieur  a  et  une  semi-droite  olx^  issue 
de  a,  tels  que  ax  coupe  le  polyèdre  en  plus  d'un  point, 
par  exemple  en  trois  points  A|,  A2,  Az\  mais  alors,  en 
prolongeant  le  plan  de  la  face  à  laquelle  appartient  le 
point  du  milieu  A2,  A|  et  A3  seraient  de  part  et  d'autre 
de  ce  plan  et  le  polyèdre  ne  serait  pas  tout  entier  d'un 
même  côté  de  ce  plan. 

Corollaire  1.  —  Les  faces  d'un  polyèdre  convexe 
sont  des  polygones  convexes. 

Corollaire  11.  —  Un  polyèdre  convexe  n'a  pas  de 
droites  singulières. 

Théorème  VL  —  Tout  point  intérieur  à  un  poljèdre 
consfexe  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  chacune  des 
faces,  du  même  côté  que  le  polyèdre,  et  réciproque- 
ment, si  un  point  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  cha- 
cune des  faces  y  du  même  côté  que  le  polyèdre,  il  est 
intérieur. 

La  proposition  directe  résulte  de  la  troisième  partie 
du  théorème  III;  démontrons  la  réciproque  : 

Soit  A  un  point  situé  par  rapport  à  toutes  les  faces  du 
polyèdre  convexe  P,  du  même  côté  que  ce  polyèdre; 
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soit  a  un  point  pris  dans  une  face.  Si  A  était  extérieur 
à  P,  la  semi-droite  A  a  couperait  le  polyèdre  en  un 
second  point  ^  et  un  seul.  Soit  alors  F  la  face  qui  con- 
tient celui  des  deux  points  a  ou  ^  qui  est  le  plus  voisin 
de  A  :  A  et  Tautre  point  d'intersection  seraient  alors 
situés  de  part  et  d*autre  du  plan  de  F  et,  par  consé- 
quent, A  et  le  polyèdre  P  seraient  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Corollaire,  —  Si  un  point  A  est  extérieur  à  un  po- 
lyèdre coni^exe  P,  il  existe  au  moins  une  face  de  P  telle 
que  A  et  le  polyèdre  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan 
de  cette  face. 

Ici  se  placeraient  maintenant,  dans  un  cours  complet 
sur  les  polyèdres,  la  définition  et  l'étude  des  polyèdres 
convexes  simples  :  prismes  et  pyramides,  troncs  de 
prismes  et  troncs  de  pyramides,  ainsi  que  la  recherche 
de  l'expression  de  leur  volume.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  cette  étude  en  restant  dans  l'ordre  d'i- 
dées dans  lequel  nous  nous  sommes  placé  et  nous  passons 
immédiatement  aux  polyèdres  non  conv^exeSy  en  consi- 
dérant cette  étude  comme  faite. 

Définition.  —  On  dira  qu'un  polyèdre  P  est  décom- 
posé en  un  certain  nombre  A'  de  polyèdres,  si  l'on  a 
trouvé  k  polyèdres  Pi,  Po,  . .  . ,  Pa  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  : 

1®  Un  point  quelconque  situé  à  Y  intérieur  de  l'un  de 
ces  polyèdres  est  extérieur  à  tous  les  autres  ; 

2"  Deux  polyèdres  peuvent  avoir  en  commun  une 
face,  ou  une  arête,  ou  un  somintft  \ 

H°  Si  l'on  supprime  les  faces  et  les  arêtes  communes 
dans  tous  ces  polyèdres,  la  (igure  formée  |>ar  les  faces 
restantes  est  itlenlique  au  polyèdre  P. 
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Lemmr.  —  Si  deiuc  polyèdres  connexes  P  et  V  sont 
tels   qu'ils  sont  tous  deux  situés  d'un  même  côte  du 
plan  de  l'une  quelconque  des  faces  de  l'un  d'eux^  ces 
deux  polyèdres  coïncident. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  nous  allons  montrer  que 
tout  point  intérieur  à  Tun  est  intérieur  à  Tautre  et  que 
tout  point  extérieur/!  l'un  est  extérieur  à  Tautre.  Soit  I 
un  point  intérieur  à  P,  et  soit  F  une  face  quelconque 
de  P',  I  et  P  sont  situés  d'un  même  côté  du  plan  o'  de  F' 
puisque  I  est  intérieur  h  P  (théorème  III)  :  donc  I  et  P' 
sont  situés  d'un  même  côté  de  «p'.  I,  étant  du  même  côté 
que  P'  par  rapport  aux  plans  des  faces  de  P,  est,  en 
vertu  du  théorème  VI,  intérieur  à  P'.  On  verrait  de 
même  que  tout  point  intérieur  a  P'  est  intérieur  à  P. 

Soit  E  un  point  extérieur  à  P.  D'après  le  corollaire 
du  théorème  VI,  il  existe  au  moins  une  face  F  de  P  telle 
que  E  et  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan  ç  de  F; 
mais  alors,  comme  P  et  P  sont  d'un  même  côté  de  o,  on 
en  conclut  que  E  et  P  sont  de  part  et  d'autre  de  ç.  Donc 
(  théorème  III)  E  est  extérieur  à  P. 

L'identité  des  points  intérieurs  et  extérieurs  à  P  et  P' 
entraîne  nécessairement  celle  des  points  situés  sur  ces 
surfaces. 

Théorème  VIL  —  Tout  polyèdre  qui  n'est  pas  con-- 
çexe  est  décomposable  en  polyèdres  convexes. 

Soit  P  un  polyèdre  non  convexe  dont  les  faces  sont 
Fi,  Fa,  • . .,  Fa*  Prolongeons  indéfiniment,  dans  tous 
les  sens,  le  plan  9|  de  la  faceFi  et,  si  ce  plan  rencontre 
le  polyèdre,  nous  imaginerons  qu'il  le  coupe. 

Précisons  ceci  :  le  plan  Çi  pourra  couper  certaines 
des  faces  F„  . . . ,  F,j  suivant  des  segments  de  droite  et 
partager  ainsi  ces  faces  en  deux  polygones  ayant  un  côté 
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commun.  Imaginons  alors  que  l'on  considère,  pour  un 
instant,  le  plan  ^ i  comme  résultant  de  la  superposition 
de  deux  plans  ^\  et  ^\  siluës,  l'un  à  gauche,  l'autre  à 
droite  de  (pi  *,  et  chacun  de  ces  segments  de  droite  comme 
deux  segments  de  droite  superposés  situés  l'un  dans  cp'^ 
et  l'autre  dans  tf\.  En  outre,  considérons  chacun  des 
côtés  de  Fi  comme  tracé  dans  celui  des  deux  plans  ^\  ou 
f  *  qui  se  trouve,  par  rapport  à  ^ i ,  du  même  côté  que  la 
face,  différente  de  F|,  à  laquelle  appartient  ce  côté  (ceci 
revient  à  dire  qu'on  laisse  chaque  côté  dans  la  face,  dif- 
férente de  F,  à  laquelle  il  appartient). 

Nous  avons  ainsi  imaginé  deux  systèmes  de  segments . 
de  droite  situés  dans  les  plans  ^\  et  ^\ .  Il  est  aisé  de  se 
rendre  compte  que  les  segments  de  droite  (intersections 
de  <pi  avec  les  faces  F2, ....  F^, ...  et  côtés  de  F|)  tracés 
dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  plans  forment  un  po- 
lygone/erme,  à  contour  unique  ou  multiple,  en  remar- 
quant que  l'extrémité  d'un  quelconque  de  ces  segments 
de  droite  est  sur  une  arête,  que  par  une  arête  il  passe 
toujours  deux  faces  et  par  conséquent  que  toute  extré- 
mité d'un  de  ces  segments  est  l'extrémité  d*un  autre. 

Cela  étant,  considérons  les  ^or/io/z^  des  plans  f',  etcp", 
limitées  par  ces  deux  polygones  et  composées  des  points 
intérieurs  à  ces  polygones,  que  nous  appellerons  F, 
et  F", .  Remplaçons  alors  dans  le  polyèdre  P  chacune 
des  faces  Fj,  . . . ,  F,,  par  deux  faces  ayant  un  côté  com- 
mun situé  dans  le  plan  (p«  et  la  face  F|  par  les  deux 
faces  F;  etF;. 

Par  cette  opération,  nous  aurons  substitué  au  po- 
lyèdre P  un  ou  plusieurs  polyèdres  répondant  bien  à  la 
définition  des  polyèdres  (cela  est  aisé  à  voir)  et  jouissant 
des  propriétés  suivantes  : 

1^  Chacun  de  ces  polyèdres  est  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  du  plan  cp, . 
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2**  Si  Ton  supprime  dans  ces  polyèdres  les  arêtes  et 
les  portions  de  faces  communes,  Tensemble  des  arêtes  et 
des  faces  restantes  reproduit  le  polyèdre  P. 

Cela  fait,  imaginons  qu'on  prolonge  de  même,  dans 
tous  les  sens,  le  plan  ©a  de  la  face  Fo  et,  si  ce  plan  ren- 
contre les  faces  des  nouveaux  polyèdres,  nous  imagine- 
rons de  nouveau  qu'on  ait  tracé  les  segments  de  droite 
d'intersection  avec  ces  faces.  Nous  recommencei*ons  la 
même  opération  que  précédemment  en  remplaçant  cha- 
cune des  faces  rencontrées  par  deux  faces  ayant  un  côté 
commun  et  en  introduisant  deux  nouvelles  faces  situées 
dans  le  plan  cpa.  Nous  aurons  ainsi  substitué  aux  nou- 
veaux polyèdres  et,  par  suite,  au  polyèdre  P,  des  po- 
lyèdres tels  que  : 

i**  Ils  sont  situés  d*un  même  côté  de  ©,  et  o^  ; 

'À°  Si  Ton  supprime  les  arêtes  et  les  portions  de  faces 
cojuniunes,  on  reproduit  P. 

Nous  prolongerons  ensuite  ©3  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
'^„.  Au  bout  de  la  n'*^*  opération,  nous  aurons  substitué 
à  P  plusieurs  polyèdres  P|,  Pj,  . . . ,  P*  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

I®  Ils  sont  tous  convexes,  car  le  plan  de  Tune  quel- 
conque des  faces  de  l'un  d'eux  est  un  des  plans  ç«, 
?2)  -  •  «1  ^n  <^t  chacun  d'eux  est  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  de  l'un  quelconque  de  ces  plans; 

2**  Si  l'on  supprime  les  faces  communes  et  les  arêtes 
communes,  les  faces  restantes  constituent  le  po- 
lyèdre P; 

3®  Un  point  quelconque  intérieur  à  l'un  de  ces  po- 
lyèdres P|  est  extérieur  à  tous  les  autres.  En  eilet,  il 
existe  toujours  au  moins  un  plan  o^  tel  que  deux  des 
polyèdres,  P/  et  Py,  soient  de  part  et  d'autre  de  oy^.  Car, 
si  P/  et  Py  étaient  tous  deux  d'un  même  côté  par  rapport 
À  tous  les  plans  .p,,  -jîo,  .  .  .,  *j,,,   ils  coïncideraient,    en 
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vertu  du  lemme^  puisque  les  plans  de  leurs  faces  sont 
tous  compris  dans  la  suite  ^i ,  <p2,  . . . ,  <p„. 

Soit  alors  I  un  point  intérieur  à  P/,  il  est  du  même  côté 
de  tff^  que  P,  (théorème  UI,  i^)  et,  par  suite,  il  est  de 
côté  différent  de  yy^  que  Py  :  il  est  donc  extérieur  à  Py 
(théorème  HT,  2**). 

Les  polyèdres  convexes  P|,  Pj,  . .  .,  P^^  constituent 
donc  bien  une  décomposition  du  polyèdre  P. 

Remarque  /.  —  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que, 
puisque  la  surface  du  polyèdre  P  est  unique,  on  peut 
toujours  trouver  une  suite  de  polyèdres  pris  dans  la 
suite  P|,  P2,  ...,P)t  commençant  par  un  polyèdre 
donné  P/  et  se  terminant  par  un  autre  Py,  et  telle  que 
tout  polyèdre  de  la  suite  ait  une  face  ou  une  arête  com- 
mune avec  le  polyèdre  précédenl,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  une  suite  continue  de  polyèdres  rattachés  les 
uns  aux  autres  et  formant  ainsi  une  chaîne  reliant  deux 
polyèdres  quelconques  P/  et  Py. 

Remarque  IL  —  Quand  deux  polyèdres  P/  et  Py  ont 
en  commun  une  arête  et  une  arête  seulement,  on  voit 
immédiatement  que  Tune  des  faces  de  P|  aboutissant  à 
cette  arête  doit  être  dans  un  même  plan  avec  une  des 
faces  de  Py  aboutissant  k  cette  même  arête,  car  sans  cela 
le  plan  de  l'une  de  ces  deux  faces  traverserait  le  polyèdre 
auquel  elle  n'appartient  pas,  ce  qui  est  impossible 
puisque  les  plans  de  toutes  les  faces  de  P/  et  Py  appar- 
tiennent à  la  suite  'f  1,  ^fa^  •  •  •  ?  ©«  et  que  ces  deux  po- 
lyèdres sont  chacun  situés  en  entier  d'un  même  côté 
par  rapport  à  chacun  de  ces  plans.  Oji  en  conclut  que 
Ja  suppression  de  cette  arête  commune  donnera  dans  le 
polyèdre  P  une  droite  singulière.  Donc,  si  un  polyèdre 
n'a  pas  de  droites  singulières,  deux  polyèdres  de  la  dc- 
coniposition  n'ont  jamnis  une  arête  seule  en  commun  : 
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s'ils  se  touchent,  ils  ont  en  commun  soit  uu  sommet, 
soit  une  face.  Donc,  dans  ce  cas,  un  polyèdre  de  la  suite 
qui  lie  deux  polyèdres  P/  et  Py  a  en  commun,  avec  le 
précédent,  une  face  tout  entière. 

Théorème  VIII.  —  Tout  polyèdre  peut  être  décom- 
posé en  tétraèdres. 

i**  Je  dis  que  tout  polyèdre  convexe  estdécomposable 
en  tétraèdres.  En  effet,  les  faces  étant  des  polygones 
convexes,  on  peut  décomposer  chacune  de  ces  faces  en 
triangles  en  joignant  un  sommet  quelconque  k  tous  les 
autres  (tout  point  intérieur  à  un  de  ces  triangles  n'est 
situé  a  Tintérieur  d'aucun  autre).  Par  ce  procédé  les 
faces  du  polyèdre  sont  décomposées  en  triangles  /,, 
^2,  .  • . ,  tk.  Soit  alors  {fig-  3)  O  un  point  quelconque 


intérieur  au  polyèdre  :  je  joins  O  à  tous  les  sommets  du 
polyèdre.  Les  sommets  des  triangles  ^i,  ^2,  • . . ,  ^a  coïn- 
cident avec  les  sommets  du  polyèdre^  donc  les  trois 
droites  OA,  OB,  OC  qui  joignent  le  point  O  aux  trois 
sommets  qui  déterminent  un  triangle  ti  forment,  avec  ce 
triangle,  un  certain  tétraèdre  T/.  Nous  formons  ainsi 
k  tétraèdres  T|,  T2,  - . . ,  Tjfc.  Ces  tétraèdres  ont  deux 
à  deux  une  face  commune  :  car,  si  deux  triangles  r/cl  tj 
ont  un  côté  commun  AC,  les  tétraèdres  T/  etTy  ont  en 
commun  la  face  OAC. 

Tout  point  situé  à  l'inlérjeur  d'un   tétraèdre  T,  est  A 
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Textërieur  de  tous  les  autres  :  en  eflet,  soit  a  un  point 
intérieur  à  T/;  la  semi-droite  Oa,  prolongée  au  delà 
de  a,  coupera  fi;  d'ailleurs,  comme  le  polyèdre  est  con- 
vexe et  que  O  est  intérieur,  Oa  coupe  une  face  et  une 
seule  du  polyèdre  :  elle  ne  rencontre  donc  aucun  autre 
triangle  que  ti.  La  semi-droite  issue  de  a  et  de  direction 
opposée  à  la  direction  aO  ne  coupe  aucune  des  faces  des 
tétraèdres  autres  que  T<  :  a  est  donc  extérieur  à  tous  ces 
tétraèdres.  Enfin,  il  est  bien  clair  que,  si  Ton  supprime 
les  faces  communes,  telles  que  AOC,  il  ne  restera  que 
les  triangles  f|,  f^,  . . . ,  fjt  qui  constituent  la  surface  du 
polyèdre  donné.  Les  tétraèdres  Ti,  Ta,  . . . ,  T^^  décom- 
posent donc  ce  polyèdre. 

2®  Un  polyèdre  quelconque  est  décomposable  en  té- 
traèdres. En  effet,  commençons  par  le  décomposer  en 
polyèdres  convexes,  puis  décomposons  chacun  de  ces 
polyèdres  convexes  en  tétraèdres  \  mais,  dans  cette  dé- 
composition, nous  aurons  soin  de  décomposer  une  face 
commune  à  deux  polyèdres  de  la  même  façon  dans  les 
deux  polyèdres.  Nous  aurons  ainsi  obtenu  la  décomposi- 
tion demandée. 

Théorème  IX.  —  Quand  un  polyèdre  P  est  décom- 
posé en  un  certain  nombre  de  polyèdres  P|,  Pa,  .  .  ., 

p*: 

1**  Tout  point  intérieur  à  un  polyèdre  P,-  est  inté- 
rieur au  polyèdre  P  ; 

2®  Tout  point  extérieur  à  la  fois  à  tous  les  polyè- 
dres P| ,  Pa,  . . . ,  Pa  est  extérieur  au  polyèdre  P. 

En  effet  : 

1°  Soit  A  un  point  intérieur  à  P/;  A  sera  extérieur  à 
tous  les  polyèdres  Py(/^i).  Considérons  une  semi- 
droite  Ax  issue  de  A  et  ses  intersections  avec  tous 
les  polyèdres  P,,  Pa?  •  •  •?  l^/k  •  cette  semi-droite  coupe 
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Pi  en  un  nombre  impair  de  points  et  chacun  des  autres 
en  un  nombre  pair  de  points.  Le  nombre  total  des 
points  d'intersection  est  donc  impair.  Or  ces  points 
d'intersection  sont  composés  d'abord  des  points  d'in- 
tersection de  A  a;  avec  les  faces  de  P  et  en  outre  des 
points  d'intersection  avec  les  faces  communes.  Chaque 
point  d'intersection  avec  une  face  commune  à  deux  po- 
lyèdres est  comptée  deux  fois  et  deux  fois  seulement  :  Ict 
nombre  total  de  ces  points  d'intersection  est  donc  pair. 
Donc  Ax  coupe  P  en  un  nombre  impair  de  points  :  A 
est  intérieur  à  P. 

2**  Si  A  est  extérieur  à  P|,  Pa,  •  •  -,  Pa,  Ax  coupe 
chacun  des  polyèdres  P, ,  . .  . ,  P^  en  un  nombre  pair 
de  points;  elle  coupe  donc  P  en  un  nombre  pair  de 
points  et  A  est  extérieur  à  P. 

Corollaire.  —  Tout  point  intérieur  à  P  est  intérieur 
à  un  polyèdre  P/  et  à  un  seul. 

Donc  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  P  est  iden- 
tique  k  l'ensemble  des  points  intérieurs  aux  divers  po- 
lyèdres composants  P|.  P.^,  . .  . ,  P>i. 

Première  conséquence.  —  V intérieur  d'un  polyèdre 
est  égal  à  la  somme  des  intérieurs  des  divers  polyèdres 
composants. 

L'intérieur  d'un  polyèdre  est  donc  mesurable  et  le 
volume  d'un  polyèdre  est  égal  à  la  somme  des  volumes 
des  polyèdres  en  lesquels  il  est  décomposé. 

En  particulier,  si  l'on  décompose  un  polyèdre  P  en 
tétraèdres  T| ,  Ta,  . .  . ,  T^,  on  a 

vol.  p  =:  \ol.  T,  -h  vol.  Tj  4-. . . -f-  vol. T/,. 

Seconde  conséqi  ence.  —  Si  uii  polyèdre  P  na  p(U\- 
(le  droites  singulières,  on  peut  toujours  trouver  un 
rhemin  continu,  situé  foui  entier  à  l* intérieur  du  po- 
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lyèdre,  et  ailaut  d'un  point  intérieur  quelconque  à  un 
autre  point  intérieur. 

En  effet,  soient  let  J  deux  points  intérieurs  à  P.  Ima- 
ginons qu'on  ait  décomposé  P  en  polyèdres  connexes  P| , 
P2,  . . . ,  P>i,  et  soient  P/  et  Py  les  deux  polyèdres  à  l'in- 
térieur desquels  se  t trouvent  respectivement  I  et  J 
(théorème  IX,  corollaire). 

Soient  P/^  P,^,  . .  • ,  P,.^  des  polyèdres  tirés  de  la  suite 
Pn  . . . ,  Pa  et  tels  que  la  suite  P,-,  P^^,  . . . ,  P,^,  Py  forme 
une  suite  continue  (théorème  VII,  remarque  I),  P/ et  P/^ 
auront  une  face  commune  F|  (théorème  VII,  remar- 
que II),  P,'j  et  P/^  une  face  F2,  . . . ,  Pi„^t  Py  auront  une 
face  commune  Fa+i  . 

Soient  alors  A4,  Â^,  . . .,  A„^i  des  points  situés  res- 
pectivement à  l'intérieur  des  faces  Fi,  F2,  . . .,  F,i+4. 
Le  chemin  polygonal  IF1F2  . . .  F^^.!  J  sera  situé  tout 
entier  à  l'intérieur  de  P;  car  chacune  de  ses  parties, 
par  exemple  F/F/^i,  étant  à  l'intérieur  de  P,,  (théo- 
rème IV,  remarque)  tout  entière,  est  située  h  l'intérieur 
de  P. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  des  polyèdres  admettant 
des  droites  singulières,  on  peut  encore  trouver  un  chemin 
continu  situé  k  l'intérieur  et  reliant  deux  points  inté- 
rieurs quelconques,  mais  ce  chemin  pourra  quelquefois 
traverser  la  surface  en  des  points  situés  sur  des  lignes 
singulières.  En  tous  cas,  ce  chemin  se  composera  de 
points  intérieurs  et  d'un  nombre  fini  de  points  situés 
sur  la  surface  et  ne  contiendra  pas  de  points  extérieurs. 


Polyèdres  semblables. 

Définition,  —  Deux  polyèdres  P  et  Q  sont  dits  cor- 
respondants si    l'on  peut  établir  entre  leur»  éléments 
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une  correspondance  univoque  et  mmàfroque,  de  telle 
façon  qu'à  chaque  sommet  de  P  correspoMtt  iMa  sommet 
de  Q,  à  chaque  arête  une  arête,  etc.  ;  et,  d*  iH^ii^  ^^ 
telle  façon  que  deux  couples  de  sommets  corrptrpfi 
dants  soient  reliées  par  des  arêtes  correspondantes,  que 
deux  arêtes  correspondantes  soient  k  Tintersection  de 
faces  correspondantes,  etc.  (  ^  ). 

Théorème  X.  —  Lorsque  deux  polyèdres  corres- 
pondants ont  leurs  angles  polyèdres  correspondants 
égaux  et  les  faces  correspondantes  égales ^  ils  sont 
superposables  (o/i  suppose  év^idemment  que  les  éléments 
qui  se  correspondent  dans  les  angles  polyèdres  et  dans 
les  faces  sont  des  éléments  égaux). 

Soient  F  une  face  du  polyèdre  P,  F'  la  face  correspon- 
dante égale  dans  le  polyèdre  P.  Faisons  coïncider  F' 
avec  F  en  faisant  coïncider  les  sommets  correspondants. 
Soient  A  un  sommet  de  F,  A'  le  correspondant  dans  P; 
soient  AB  el  AC  les  côtés  de  F  qui  aboutissent  en  A, 
A'B'  et  A'C  les  côtés  correspondanis  dans  F'.  A'B'  et 
A'C  coïncident  avec  AB  et  AC^  donc  deux  arêtes  de 
Tangle  polyèdre  A'  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes dans  l'angle  polyèdre  A,  et  les  angles  polyèdres 
A  et  A'  coïncident.  On  verrait  de  même  que  tous  les 
angles  polyèdres  B  et  B\  Cet  C,  ...,  aux  diiférents 


(*)  Je  rappelle  qu'on  peut  imaginer  une  correspondance' toute  pa- 
reille pour  les  polygones  plans  et  pour  les  angles  polyèdres.  Deux 
polygones  plans,  égaux  et  correspondants,  coïncident  quand  deux 
côtés  correspondants  coïncident  et  cette  coïncidence  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière  (ainsi  il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de 
faire  coïncider  deux  triangles  équilatéraux  correspondants  et  égaux 
si  l'on  fait  coïncider  les  éléments  correspondants).  De  même,  deux 
angles  polyèdres,  correspondants  et  égaux,  coïncident  si  deux  arêtes 
coïncident  avec  leurs  correspondantes,  et  cette  coïncidence  n'est  pos- 
sible que  d'une  seule  manière. 
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sommets  de  F  et  de  F'^aifiriddent.  Mais  alors  la  face  F'^ 
adjacente  à  F'  iSfoMit  A'B',  coïncide  avec  sa  correspon- 
dante Ffy  ad^cente  à  F  suivant  AB,  car  A'B'  coïncide 
av^e^  ilK,  et  les  deux  côtés  de  F',  passant  par  A'  et  B'  et 
dfitf'ërents  de  AB  coïncident  en  direction  avec  leurs  cor- 
respondants dans  F| .  On  verrait  de  même  que  toutes  les 
faces  adjacentes  à  P  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes. En  recommençant  pour  ces  faces  le  même  rai- 
sonnement que  pour  P,  on  verrait  de  proche  en  proche 
que  toutes  les  faces  de  P  coïncident  avec  leurs  corres- 
pondantes dans  P;  car  nous  avons  suppose  que  Ton  pou- 
vait aller  d'un  point  quelconque  de  la  surface  d'un  po- 
lyèdre à  un  autre  par  un  chemin  continu  tracé  tout 
entier  sur  la  surface. 

Définition.  —  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables 
s'ils  sont  correspondants,  si  les  angles  polyèdres  corres- 
pondants sont  égaux  et  les  faces  correspondantes  sem- 
blables. 

Les  éléments  correspondants  de  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  appelés  éléments  homologues. 

Remarque.  —  Le  rapport  de  similitude  de  deux  faces 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  P  et  P  est  le 
même  quelles  que  soient  ces  faces.  Soient  F  et  F,  deux 
faces  de  P  ayant  un  côté  commun  AB;  les  deux  faces  ho- 
mologues dans  P',  F"'  et  F',  auront  un  côté  commun  A'B'; 
Je  rapport  de  similitude  de  P  à  F,  ainsi  que  celui  de  F,  à 

A'R' 

F 4, est  -v-d"  '  deux  faces  voisines  sont  donc  dans  le  même 

rapport  de  similitude  avec  leurs  homologues.  Il  en  est 
donc  de  même  pour  deux  faces  quelconques,  car,  puisque 
]a  surface  est  unique,  deux  faces  quelconques  d'un  po- 
lyèdre sont  reliées  par  une  suite  de  faces  ayant  deux  à 
deux  un  cô.té  commun. 
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Ce  rapport  de  similitude  commun  à  toutes  les  faces 
liomologues  des  deux  polyèdres  est  ce  qu*on  appelle  le 
rapport  de  similitude  des  deux  polyèdres. 

Il  n'est  pas  évident  a  priori  qu'il  existe  uu  polyèdre 
semblable  à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simi- 
litude donné  :  nous  allons  montrer  qu'il  y  en  a  un. 

Théorème  XL  —  Il  existe  un  tétraèdre  semblable  h 
un  tétraèdre  donné  dans  un  rapport  de  simili ludtf 
donné  et  un  seul.  (Nous  passons  cette  démonstration.) 

Théorème  XII.  —  Si  Von  décompose  un  polyèdre 
t/uelconque  P  en  tétraèdres  T|,  Ta,  . . . ,  Tk  et  si  l'on 
construit  des  tétraèdres  T\ ,  T'^,  . . . ,  T]^  semblables  auar 
précédents,  dans  le  même  rapport  de  similitude  A,  les 
tétraèdres  T'^ ,  T!,,  . . . ,  TJ^  pourront  être  assemblés  de 
la  même  façon  que  les  tétraèdres  T,,  T2,  . . .,  Tjt  et 
leur  ensemble,  après  suppression  des  faces  communes, 
constituera  un  polyèdre  semblable  au  polyèdre  pro- 
posé P,  dans  le  rapport  de  similitude  \. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  tétraèdres  T|  et  Ta 
aient  une  face  commune  ^^.  Soient  (y?^.  4)  A|  B|  C|  cette? 
face  dans  T,  et  A2B2C2  cette  face  dans  To  :  A|  coïncide? 


Fig.  4. 


avec  Â2)  etc.  Soit  A',  B'^  C\  la  face  de  T'^  homologue  d«^ 
A,B|  Cl  et  AjBgCj  celle  de  Tj  homologue  de  A2B2C2  : 
A',  B'^  C,  et  A'jj  B^  Cj  sont  deux  triangles  égaux  et  corres- 
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pondants  comme  semblables  à  des  triangles  égaux  dans 
le  même  rapport  de  similitude  X.  Faisons  alors  coïncider 
ces  deux  faces  en  faisant  coïncider  A^  avec  A', ,  B'^  avec  B', , 
Cj  avec  C',*  (ce  qui  est  possible),  puis  supprimons  cette 
face  commune  dans  T'^  et  T^  ;  de  même  supprimons  e)U 
dans  T4,  T2.  Nous  obtenons  ainsi,  par  la  superposition 
de  T,  et  T2,  T'^  et  T^,  deux  polyèdres  Q  et  Q'  qui  sont  sem- 
blables. En  effet,  les  polyèdres  sont  correspondants  :  il 
suffit  de  considérer  comme  correspondants  les  éléments 
qui  se  correspondaient  soit  dans  T|  et  T'^ ,  soit  dans  T2 
et  Tj  ;  les  angles  polyèdres  correspondanls  sont  égaux  : 
l*angle  polyèdre  Tj  est  égal  à  T'^  et  Tj  à  T^]  j®  ^^^  9^^ 
Tangle  A'  est  égal  à  Tangle  A-,  portons  A' sur  A  de  façon 
à  faire  coïncider  le  point  A'  avec  A,  que  A' C  prenne  la 
direction  AC  et  A'B'  la  direction  AB,  à  cause  de  la  cor- 
respondance et  de  Tégalitédes  angles  A' B'C'T'^  et  ABCT, , 
A'T'^  prendra  la  direction  AT4  et  de  même  A' T^  prendra 
la  direction  ATg. 

Les  faces  sont  semblables  :  car,  si  aucune  des  faces 
de  T,  n'est  dans  un  même  plan  avec  une  des  faces  de  T2, 
aucune  des  faces  de  T',  ne  sera  dans  un  même  plan  avec 
une  des  faces  deT'^,  et  les  faces  correspondantes  de  Q 
et  Q',  étant  des  faces  correspondantes  des  tétraèdres 
composants,  sont  semblables.  Supposons,  au  contraire, 
que  AT4Cet  AT2C  soient  dans  un  même  plan  :  alors 
Je  quadrilatère  AT,CT2  sera  une  face  de  Q,  A'T',  Cet 
A'TjC  seront  aussi  dans  un  même  plan  et  A'T',  C'T!, 
sera  une  face  de  Q'  qui  sera  semblable  à  AT4CT2, 
comme  composée  d'un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  correspondants.  Les  deux  polyèdres  Q  et  Q' 
sont  semblables. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  tétraèdres  T, 
et  T2  aient  une  arête  commune,  Soit(AB),  A4B4,  A2B2 
cette  arête  dans  T|  et  Ta,  les  deux  faces  ABT,  et  ABTj 

Ann.  de  Mathémat..  3-  série,  t.  VIII.  (Aoûl  1889.)  25 
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ainsi  que  les  faces  ÂBC|  et  ABCj  sont  dans  un  même 
plan,  et  Pensemblede  Ti  et  Tj  forme,  après  suppression 
de  l'arête  commune  (  AB),  un  polyèdre  Q  ayant  quatir 
faces  triangulaires  et  deux  faces  quadrangulaîres  ÂCi  BC2 
et  ATiBTj  [(AB)est  une  ligne  singulière  de  Q].  Les 
deux  arêtes  A'^  B',  et  A^B'j  dans  les  tétraèdres  T,  et  T!, 


Fig.  5. 


sont  égales  comme  semblables  à  deux  arêtes  égales  Af  Bt, 
A2B2  dans  le  même  rapport  de  similitude  X.  Pour  la 
même  raison  les  dièdres  A',  B',  et  A ^  Bj  sont  égaux.  Fai- 
sons alors  coïncider  A',  et  A'^,  B',  et  B'^j  et  disposons  le 
tétraèdre  Tg  de  façon  que  la  face  A'B'Tg  soit  dans  le  même 
plan  que  la  face  A'B'T',  et  extérieure  à  cette  face.  Les 
deux  dièdres  A',  B',  et  A'^  B'^  seront  alors  dans  la  position 
de  deux  dièdres  opposés  par  T  arête  et  A'B'C'^  sera  daus 
le  même  plan  que  A'B'C,  et  extérieure  à  celte  face.  Si 
l'on  supprime  l'arête  commune  (A'iy)  on  obtient  un  po- 
lyèdre Q'  ayant  deux  faces  quadrangulaires  A'C,  WC^  ei 
A'T',  B'T!»  qui  sont  évidemment  semblables  respective- 
ment aux  faces  ACiBCa  et  AïiBTj  de  Q. 

D'ailleurs  les  angles  polyèdres  de  Q  et  Q' sont  égaux. 
C|  est  égal  à  C, ,  C2  h  C!, ,  ï<  à  ï', ,  Ta  à  T,  5  A'  est  égal  à  A, 
car  si  Ton  porte  A'  sur  A  de  façon  que  A'C,  prenne  là  di- 
rection AC|  et  A'C'2  la  direction  ACo,  la  droite  singulière 
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A' B' prendra  nécessairement  la  direction  AB  et  les  deux 
dièdres  ABC|T|  et  A'B'C,  T'^  coïncideront,  puisqu'ils 
sont  égaux  et  que  deux  arêtes  correspondantes  A'B'  et 
AB,A'C'|  et  ACi  auront  la  même  direction  5  A'T'^  prendra 
donc  la  direction  AT|  et  de  même  A'T',  prendra  la  di- 
rection AT2  :  les  deux  dièdres  A'G;C;T',T;  et 
AC2C1T, T2  sont  donc  égaux.  Les  polyèdres  Q  et  Q' 
sont  semblables. 

Gela  étant,  un  des  deux  tétraèdres  T|  ou  T2  aura  soit 
une  arête,  soit  une  face  en  commun  avec  un  des  tétraè- 
dres T3,  . . . ,  T)t  :  par  exemple,  T2  aura  une  face  com- 
mune avec  T3  et,  après  suppression  de  celte  face  com- 
mune, l'ensemble  des  tétraèdres  T|T2T3,  c'est-à-dire 
l'ensemble  de  Q  et  de  Tj  formera  un  certain  polyèdre  R. 
On  verra  alors  aisément,  par  des  raisonnements  identi- 
ques à  ceux  que  nous  venons  de  faire,  que  ï'^  et  T'^ 
pourront  être  assemblés  comme  T2  et  T3  et  que  l'en- 
semble de  Q'  et  de  T3  forme  un  polyèdre  R'  sem- 
blable h  R.  Eu  continuant  de  la  sorte,  on  verra  de 
proche  en  proche  que,  puisqu'à  deux  tétraèdres  de  la 
série  (T),  ayant  une  arête  ou  une  face  commune,  cor- 
respondent deux  tétraèdres  dans  la  série  (T'),  pouvant 
être  assemblés  de  la  même  façon,  on  pourra  assembler 
sucGttîîsi veulent  les  tétraèdres  (T')  de  la  même  façon  que 
les  tétraèdres  (T),  et  que  les  polyèdres  successifs  Q, 
R,  . . .,  Q^,  R^,  . . .  seront  toujours  semblables.  Donc, 
finalement,  on  pourra  superposer  tous  les  tétraèdres  ÇV) 
de  même  que  les  tétraèdres  (ï)?  et  le  polyèdre  final  P' 
obtenu  sera  semblable  au  polyèdre  P  dans  le  rapport  de 
similitude  ).. 

jNous  avons  ainsi  prouvé  qu'il  exisie  un  polyèdre  sem- 
blable à  un  polyèdre  donné,  dans  un  ra{>port  de  simili- 
lude  donné  pious  allons  maintenant  montrer  qu'il  n'y  en 
a  qu'«/ï  seul. 
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Théorème  XIII.  —  Si  deux  polyèdres  P<  et  P2  sont 
semblables  à  un  même  polj  èdre  P,  dans  le  même  rap- 
port de  similitude  X,  ils  sont  identiques. 

En  effet,  faisons  correspondre  dans  P|  et  Pa  'es  élé- 
ments qui  sont  homologues  d'un  même  élément  de  P  : 
les  deux  polyèdres  V^  et  Pj  sont  donc  correspondants. 
D'ailleurs,  deux  angles  polyèdres  correspondants  sont 
égaux,  puisqu'ils  sont  égaux  à  un  troisième,  et  deux 
laces  correspondantes  sont  égales,  comme  semblables  à 
une  même  face  de  Pdans  le  même  rapport  de  similitude. 
Donc  (théorème  X),  P|  et  Pa  sont  superposables. 

Corollaire  I.  —  Il  n  y  a  qu'un  seul  polyèdre  sem- 
blable à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simili- 
tude donné. 

Corollaire  II,  —  Deux  polyèdres  semblables  sont 
décomposables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  sem- 
l>lables  et  semblablement  placés. 

Théorème  XIV.  —  Le  rapport  des  volumes  des  deux 
tétraèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes 
de  deux  arêtes  homologues.  (Nous  passons  cette  dé- 
monstration.) 

Théorème  XV.  —  £je  rapport  des  volumes  de  deux 
polyèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes  de 
deux  arêtes  homologues. 

En  effet,  soient  P  et  P'  deux  polyèdres  semblables 
dans  le  rapport  X.  Supposons  P  décomposé  en  tétraèdres 
T|,  Ta,  .  . . ,  Ta  et  soient  T',,  T'^,  . . .,  T]^  les  tétraèdres 
semblables  dans  le  rapport  X.  On  aura 


vol 

.p 

r=  VOl.T, 

-+- 

vol 

.T^^ 

..-4-  voI.T^, 

vol 

.P' 

=  voi.r. 

vol 

t;-+- 

...--vol.Ti.: 
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d'ailleurs 

11-  ^Q*-'^i  _  vo^'T;  _   _  voi.r^  _  voi.T;-h...-4-voi.TA: 

"\oI.T,  ~  vol.T,  voI.Ta:  ""    V0l.T,H-...4-V0l.T)t* 

Donc 

vol.P' 


X3  = 


vol.P 


X  est  égal  au  rapport  de  deux  arêtes  homologues  quel- 
conques de  deux  tétraèdres  semblables  T|-,  T/,  et  par 
conséquent  \  est  égal  au  rapport  de  deux  arêtes  homo- 
logues quelconques  de  P'  et  P. 


IKTERSEGTION  DUNE  DROITE  ET  DE  LA  SURFACE  RÉGLÉE 
DÉFINIE  PAR  TROIS  DIRECTRICES  RECTILIGNES; 

Par  m.  L.  LEFEVRE, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Amiens. 


Des  droites  variables  G^  Ga,  G3,  G4,  G5,  ...  rencon- 
trent trois  droites  fixes  A,  B,  G  respectivement  aux 
points  «4,  «2,  «8,  a4,  «5,  ...-,  ^4,  Aj,  i,,  ^4,  ij,  ...;  c,, 
^2,  Cs,  C4,  C5,  ....  Je  dis  que  ces  trois  séries  de  points 
sont  homograpbiques  deux  à  deux.  Il  suffit,  pour  cela, 
d'établir  Tégalité  des  rapports  auharmoniques,  tels  que 
(i<,  ^2»  ^si  ^4)  et  (c, ,C2,  C3,  C4);  c'est  ce  qu'on  recon- 
naît immédiatement  en  coupant  B  et  C  par  les  plans 
menés  par  A  et  chacune  des  génératrices  G| ,  G2,  Gs,  G4. 

Cette  remarque  va  nous  permettre  d'obtenir  les  points 
d'intersection  d'une  droite  donnée  D  avec  la  surface 
engendrée  par  les  droites  G,  ce  qui  revient  à  trouver  une 
droite  G  s'appuyant  sur  D.  On  est  conduit  à  considérer 
les  deux  hyperboloïdes  définis  par  les  directrices  A,  B, 
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D  et  A,  C,  D.  Les  génératrices  du  premier  coupent  A  et 
D  en  (les  points  /i|,  «a?  «3?  «i^  •  •  •  ?  ''u  ^2>  ^a?  rfji>  •  •  •  ; 
celles  du  second  en  des  points  ^i,  a^,  113,  /i^,  . . .,  S|,  02« 


«s  «s 

03,  04, 


Or,  diaprés  ce  qui  précède,  les  deux  divisions  tracées 
sur  D  :  ^/|,  r/o,  ^3,  ^4,  . . . ,  0,,  Ô2,  03,  0,,  . . . ,  sont  lio- 


mographiques  à  Uiy  n^f  n-A^  a.^,  ...  ;  elles  sont  donc  bu- 
mograpliiques  entre  elles.  Les  points  doubles  P  et  Qde 
cette  bomograpbie  sont  les  points  cbcrcbés,  puisque 
par  cbacun  de  ces  points  passe  une  droite  qui  s'appuie 
à  la  fois  sur  A,  B,  D  et  sur  A,  C,  D,  c'est-à-dîrc  sur  A, 
B,  C,  D. 

Poiudéfmir  une  bomograpbie,  trois  couples  suffisenl. 
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Donc,  par  trois  points  quelconques  ai,  ^3.  a^  de  A,  on 
mènera  les  droites  qui  s'appuient  sur  B  et  D  et  celles 
qui  s'appuient  sur  C  et  D  :  on  aura  ainsi  les  trois  couples 
rfjSi,  rfaSi,  (h^i' 

Dans  l'épure,  on  a  placé  a  1  à  l'in tersection  de  A  et 
du  pian  projetant  D  horizontalement,  puis  on  a  coupé  B 
et  C  par  ce  plan,  ce  qui  donne  aisément  d^  et  S«.  On 
place  «2  à  l'intersection  de  A  et  du  plan  projetant  D 
verticalement,  d'où  ^2»  ^i-  On  prend  aj  au  point  d'in- 
tersection de  A  et  du  plan  projetante  horizontalement^ 
ce  plan  contenant  a^  et  B  coupe  D  au  point  ^3.  Enfin 
on  mène  par  a^  une  droite  qui  coupe  C;  on  prend  celle 
dont  la  projection  verticale  est  A',  elle  coupe  G  en  e,  e'  : 
sa  projection  horizontale  est  a^e.  Le  plan  passant  par 
cette  droite  et  par  C  coupe  D  en  83. 

Quant  à  la  construction  des  points  doubles,  elle  se  fait 
très  simplement  a  l'aide  d'un  cercle  que  l'on  peut  faire 
passer  par  «2  pour  simplifier  (voir  Géométrie  de 
MM.  Rouché  cl  de  Comberousse,  iH9). 


mnm  de  la  m&tM  proposée  pour  l'admission 
A  L'école  polyteghnioue  ek  i888; 

Par  m.  LEMAIHE, 

Professeur  au  lycée  de  Lorient. 


On  donne  un  f/uadrilalère  plan  OACB  et  deux  sé- 
ries de  paraboles  :  les  unes  tangentes  en  A  à  AC  et 
ayant  pour  diamètre  OA  -,  les  autres  tangentes  en  B  à 
BC  et  ajant  pour  diamètre  OB. 

On  demande  : 

i*"  De  trouver  le  lien  du  point  de  contact  M  d'une 
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parabole  de  la  première  série  ai^ec  une  parabole  de  la 
deuxième  série  ; 

a®  D'indiquer,  en  laissant  le  triangle  OAB  im^a-- 
riable,  dans  quelle  région  du  plan  il  faut  placer  le 
point  C  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole  ; 

3°  De  démontrer  y  dans  V  hypothèse  oit  OACB  est  un 
parallélogramme^  que  la  tangente  commune  en  M  aux 
deux  paraboles  pivote  autour  ilu  point  de  concours  K 
des  médianes  du  triangle  ABC  ; 

4°  De  trouy^tr,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du 
point  d'intersection  P  de  la  tangente  en  M  aux  deux 
paraboles  auec  l'autre  tangente  commune  DE  que  l'on 
peut  mener  à  ces  deux  courbes. 

N.  B.  —  On  représentera  la  longueur  OA  par  a,  et 
la  longueur  OB  par  b. 

SOLUTIOiV    AÎHALYTIQUE. 

I.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  OA  et  OB  ; 
soient  (a,  o),  (o,  A),  (p,  q)  les  coordonnées  de  A,  B,  G  ; 


Fig 

I. 

'  r 

Y, 

1 

/"Y 

\l    .' 

/m 

"N— / 

/  ^- 

•^oî  Jo  ^*<^"^*s  d'un  point  du  lieu  (yï/T*  *)•  Les  paraboles 
P  de  la  première  série  ont  une  équation  de  la  forme 

yi  -_  j.  P  \y{p  —  a\  ~  q{x  —  ^  )]  =  o. 

Digitized  by  VjOOQIC 


(  393  ) 
De  même,  récjuaiioii  générale  des  paraboles  P  de  la 
seconde  série  est 

Le  point  M  du  lieu  appartenant  à  la  fois  aux  deux 
paraboles,  on  a 

7J  —  aP  [yoip  —  a)  —  ^(.ro—  «)]  =  o, 
xl  —  iP'[xo{g  —  b)  '-piyo  —  b)]  =  o. 

Kcrîvons  que  les  tangentes  en  M  aux  deux  courbes 
sont  confondues  y  nous  aurons 

Py  ^  yo--P(p^a) 

X^-V\g-b')  V'p 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  suffira  d'éliminer  les 
paramètres  P  et  F  entre  les  trois  relations  précédentes, 
ce  qui  n'offre  aucune  difficulté  puisque  les  deux  pre- 
mières sont  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  para- 
mètres. On  trouve  ainsi,  en  supprimant  les  indices, 

;  ^fj{q  —  b)x^-^  ipip  —  a)y^ 
^jj            )       -[3/7^-^(/>-a)(y-6}]^ 
i       ■+-'iq[a{b  —  q)-{- 2pb]x 
[       -+-a/>[6(a — p)-h  9.qa]y  —  ^pqab  =  o» 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par 
les  points  A'  et  B',  par  le  symétrique  G  de  O  par  rap- 
port à  C,  et  enfin  par  les  points  de  rencontre  de  C'A' 
avec  Oj  et  de  C'B'  avec  Ox^  C'A'  et  C'B'  étant  les  pa- 
rallèles à  CA  et  à  CB,  menées  par  le  point  C. 

II.  Cette  conique  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  selon  que  nous  aurons 

[3/><7  —  (^  —  <7  )(7  —  b)\i-^i6pq(p  —  n){q  —  6);>o, 
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illégalité  qu'on  peut  facilement  mettre  sous  la  forme 

Cela  posé,  construisons  la  droite  ayant  pour  équation 

(  AB  )  —  ay  —  bx  -\-  ab  =o^ 

et  riiyperbole  représentée  par 

(11)  (^x  —  a){y  —  b)  —  ^xy  =  o. 

f-a  droite  n'est  autre  que  AB.  L'iiyperbole  passe  en  A 
et  lî,  a  pour  centre  le  point  [ —  -?  —  ô  )  ^'^  ^^*  asym- 
ptotes parallèles  aux  axes  de  coordonnées  (  /ig.  2). 

Fig.  i. 


^^■. 


On  reconnaît  aisément  que  pour  tous  les  points  situés 
dans  les  parties  du  plan  couvertes  de  hachures,  le  pre- 
mier membre  de  (2)  est  positif,  et,  par  suite,  (1)  repré- 
sente unt;  hyperbole.  Si  C  est  dans  les  autres  parties  du 
plan,  l'équation  représente  une  ellipse. 

Dans  le  cas  particulier  où  C  est  un  point  de  H  ou  Av 
AB,  la  coni(pie  (1)  est  une  parabole. 
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lil.  Si  OABC  est  un  parallélogramme,  on  a 

p  =  a         et         q  ■=.  b. 

Les  équations  générales   des   paraboles  deviennent , 
dans  cette  hypothèse, 

y^-h  rkV  b(x  —  «)  =  o, 
T^-¥  iV'a{Y  —  b)  =  o. 

La  tangente  en  M  a  ])<>ur  éijuation 

avec  les  conditions 

(3)  yl-^'?.P  6(j-o— «)  =  o, 

(4)  xl-^iV'a(jro-à)=o, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  tangente  s'écrit 

(•>'--^'>=ï(:ifi:7r)'^-'<'>- 

La  relation  qui  exprime  que  cette  droite  passe  par  le 
centre  de  gravité  K  de  ABC,  dont  les  coordonnées  sont 

2(xo—a)(^  —  J^oj  —Jo  (^  —  Xoj  =  o 
OU 

--3a:oj^o-J-4(^^oH-«ro—  ab)  =  o. 

Or,  en  tenant  compte  de  (3)  et  (4),  on  peut  mettre  (5) 
sous  la  forme 

.n       _  2(70— ^>). 

'i{Xo—a)  Xf,        ' 

r/  est  précisément  la  relation  demandée. 

Digitized  by  VjOOQIC 


(396) 
IV.  Pour  résoudre  la  quatrième  partie,  prenons. pour 
paramètre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  com- 
mune en  M  {fig*  3). 

Fiff.  3. 


(]omme  celte  droite  pivote  autour  du  point  K,  son 
équation  est  de  la  forme 

(MT)  3^  — 26  = /n(3x  — 2a). 

Cherchons  les  conditions  pour  que  l'équatiou 

(6)  y  ^  ji..r-h  V 

représente  la  seconde  tangente  commune  aux  deux  pa- 
raboles correspondant  à  une  direction  donnée  m  de  MT. 
L'équation  aux  abscisses  des  points  communs  a  la 
droite  (6)  et  à  la  parabole  P  est 

(  fia?  4-  V  )«  -f-  2 P  6(37  —  d )  =  o, 

d'où  la  condition  de  tangencc 

(  7  )  •/  [JLV  -t-  P  A  -h  2  fl  (JL*  =  O. 
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Nous  trouverons  de  même  la  condition  suivante  de 
contact  de  la  droite  (6)  et  de  la  parabole  (P) 

(8)  P'ap.«-2(v  — 6)  =  o.     . 

Éliminant  v  entre  les  relations  (7)  et  (8),  on  trouve 

P'afx»-f-  2ap.*-+-  2  6fjL-i-  P6  =0, 

qui  est  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes communes  aux  deux  paraboles.  Cette  équation 
doit  admettre  la  valeur  m  pour  racine  double,  d'où  les 
relations 

2  {jL  m  -f-  m*  =       ^7-  » 

P^ 
'"'^"=-p^- 

Eliminant  P  et  P',  nous  obtenons  facilement 

m(^b-h  a  ni) 


[A  = 


•  2am 


La  valeur  correspondante  de  v  est  donnée  par  Téqua- 
tion  (8),  par  exemple.  Ou  trouve 

(am  —  by- 


3(2ia/n-+-  b) 


de  sorte  qu'enfin,  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  commune  en  M,  l'autre  tangente  commune  a 
pour  équation 


m(2b-+-am)  (am  —  by 

•^  A  -f-  2  a  m  3(2  am  -^  b  ) 

ou 


(  DE)     3(2a/n  -4-  b)y  -^  "imiib  -f-  am)jr  -{-  (am  —  b)^  =  o. 
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>'ous  aurons  le  lieu  du  poiiil  P  d'iiiterscclioii  de 
(MT)  et  de  (DE)  en  éliminant  tu  enti'e  les  équations  de 
ces  deux  droites. 

Tirant  m  dé  la  première,  et  transportant  la  valeur 
trouvée  dans  la  seconde,  nous  obtenons 

X(3j"  —  'xa){iay  -h  bx  —  lab) 

-^x{ZY'—'ib){ay-^'?.bx  —  iab)'\-{ay  —  bx)^  =  o 


ou 


()xy{ay  -¥■  bx)'-'{Z(i^X^-^  36*:r*-+-  \iiabxy) 

-f-  \ab{ay  -^  bx)  =  Oy 

un 

[3(«7-+-  bx)  —  ^ab][Zxy  -^{(ly  +  bx)]  =  o. 

Le  lieu  se^^Quipose  donc  d'une  droite  et  d'une  liyper- 
hole.  La  droite  «^$t  la  parallèle  menée  par  K  à  AR. 


L* hyperbole  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données; son  centre  est  le  centre  de  gravité  de  OAB; 
elle  est  tangente  en  K  à  la  droite  précédente  et  en  O  «à 
la  parallèle  à  AB  menée  par  ce  point  {fig*  4)- 
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CONSIDÉRATIONS   GÉOMÉTRIQI'ES. 

L  II  est  facile  de  recoiiuailre  géoinétric|uenieiU  que 
le  lieu  de  M  est  une  conique  {Jig.  5).  Soîl,  en  efl'el, 
MT  la  tangente  commune  à  un  groupe  de  deux  para- 
boles de  l'énoncé  ;  A|  et  B|  les  points  de  rencontre  de 


D  A'      J^ 


celte  droite  avec  Ox  et  Oy  ;  MD  et  ME  les  parallèles 
menées  par  M  à  CA.  et  CB.  Il  résulte  d^ine  propriété 
connue  de  la  parabole  que  A  est  le  milieu  de  A|  D,  et 
B  le  milieu  de  B,  E. 

Par  O,  menons  une  parallèle  à  MT,  rencontrant  AM 
en  a,  et  B\I  en  p,  et  menons  par  a  et  ,3  des  parallèles  à 
MD  et  ME  ;  soient  A'  et  IV  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  avec  Ox  et  Oj.  A  est  le  milieu  de  OA';  B  le 
milieu  de  OB',  de  sorte  que  le  lieu  du  point  M  peut 
être  engendré  comme  il  suit  : 

Faisons  pivoter  autour  de  O  une  droite  rencontrant 
C'A'  en  a  et  C'B'  en  ^  ;  le  point  M  d'intersection  de  Aa 
et  Bp  est  un  point  du  lieu.  On  voit  que  le  côté  aj3  du 
triangle  variable  Ma^  passe  par  un  point  fixe  O  \  et  les 
côtés  Ma  et  M  fi  passent  en  A  et  B,  points  également 
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iixcs.  Le  point  M  décrit  donc  une  conique  (théorème 
de  Maclaurin).  D'ailleurs  cela  résulte  de  ce  que  les 
points  a  et  P  forment  sur  C'A'  et  C'B'  deux  divisions 
homographiques  et,  par  suite,  Aa  et  B^  deux  faisceaux 
homographiques.  La  conique  lieu  de  M  passe  par  les 
sommets  A  et  B  des  faisceaux.  Elle  passe  aussi  par  CI  et 
par  les  points  de  rencontre  de  O^''  et  C'A'  d'une  pari, 
de  Ox  et  C'B'  d'autre  part. 

IL  On  reconnaît  aussi  simplement  que  la  tangente 
commune  en  M  pivote  quand  OACB  est  un  parallélo- 
gramme {Jig'  6).  Soit,  en  effet,  MA|B|  une  tangente 
commune  en  M  à  deux  paraboles.  A  étant  le  milieu  de 

ne.  6. 


'1 

/ 

y\t 

'f 

,r 

1 

1  - 

// 

-  ^!- 

/ 

^k" 

A             D 

A|  D,  G  est  le  niiliru  de  A|  M.  De  même,  H  est  le  milieu 
de  B«  M.  Il  en  résulte  que  A<  B,  est  double  de  HG,  et,  par 
suite,  à  cause  des  triangles  semblables  CGH  et  O  A|  B|, 
que  OB|  est  double  de  CG.  Le  rapport  de  similitude 
des  triangles  semblables  KOB|  et  KCC  est  donc  2  ;  donc 
enfin  OR  =  a  KG,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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LIBRAIRIE  GALTHIKR-VILLARS  ET  FILS, 

QUAI   DKS   OHANDS-AUGUSTINS,    55,    A    PARIS. 

—• — 

Kavoi  rraïK'u  dans  tuato  l'Union  postale  contre  mandat  de  po!$io  ou  valeur  sur  Pari». 


GUILLAUME  (Gh.-£dm.),  DocLcur  es  Scimices,  Attaché  au  Bureau  in- 
ternational des  Poids  et  Mesures.  —  Traité  pratique  de  la  Thermomé- 

trie  de  précision.  Grand  in-8,  avec  \5  fig.  et  4  pi.;  1889 vi  fr. 

AI.  A.  Cornu,  en  présentant  à  l' Académie  des  Sciences  l* Ouvrage  de 

M.  le  /)'•  Guillaume  (\*^  juillet  1889),  s'est  exprimé  en  ces  termes  : 

Jusqu'à  ces  dernières  années,  le  thermomètre  h  mercure  était  de  y>lu9  en  plus 
décrié,  tant  on  lui  avait  reconnu  do  ilél'auts  graves  :  marche  progressive  du  zéro, 
variations  de»  ro|)ères  par  l'application  alternative  des  températures  extrêmes, 
anomalies  sin^rulières  et  inexpliquées,  elc. 

La  mesure  d'un  intervalle  un  pi'u  olendu  de  température,  même  entre  0°  et  100*, 
pouvait  comporter  une  incertitude  de  2  à  3  dixièmes  de  degré. 

Grâce  aux  eflorts  des  savants  du  Bureau  international  des  Poids  et  Mesures,  les 
lois  de  ces  erreurs  ont  été  démêlées,  riuilucnce  des  anomalies  réduite  ou  élimi- 
née; le  mode  de  conslruciion  et  les  méthodes  d'observation  ont  été  perfecîtionnés 
à  tel  point  que  l'incerlitiide  est  devenue  cent  lois  moindre  :  c'est  maintenant 
dans  les  millièmes  de  degré  et  non  plus  dans  les  dixièmes  que  l'on  pourchasse 
les  erreurs  résiduelles.  Le  thermomètre  à  mercure  occupe  donc  <lésormais  un 
rang  élevé  parmi  les  instruments  délicats  et  précis. 

Le  Traité  de  M,  Guillaume  résume  les  travaux  qui  ont  conduit  i  un  résultat  si 
important.  L'auteur,  dont  les  travaux  personnels  ont  contribué  largement  à  l'œuvre 
commune,  décrit  minutieusement  les  précautions  a  prendre,  les  méthodes  à  suivre 
pour  atteindre  la  plus  haute  précision  en  Thermométrie. 

Des  exemples  numériques  nombreux  et  la  description  de  tous  les  appareils 
:K*cessoires  (baro.nèlre,  t  K;rni)mèLre  a  ga/.,  comparateurs,  dilatomètre,  etc.) 
donnent  à  ce  Livre   un  caractère  pratique  qui  sera  vivement  apprécié. 

MASCART  (E.),  Membre  de  Flnstitut,  Professeur  au  Collè2:e  de  France, 

directeur  du  Bureau  centnd  mctéprologique.  —  Traité  d'Optiqae.  Deux 

beaux  volumes  grand  in-8,  se  vendant  "séparément  : 

Tome  1,  avec  199  figures  dans  le  texte  et  2  planches  {Spectre  solaire 

de  réjraction^et  Spectre  normal  y  Triangle  des  couleurs):  1889..     ao  fr. 
Tome  II (  Sous  presse.) 

L'auteur  a  traité,  dans  cet  Ouvrage,  sous  la  forme  qui  convient  à  une 
iniblication,  les  questions  d'Opticjue"  qui  ont  fait,  à  différentes  reprises, 
l'objet  de  son  onseignoinent  au  Collège  de  France. 

Ce  Traité  comprend  deux  volumes.  Il  s'adresse  aux  élèves  des  Factiltés 
tH  des  Écoles  d'enseignement  supérieur.  L'Auteur  espère  que  les  physiciens 
et  les  professeurs  trouveront  aussi  quelque  intérêt  dans  le  mode  d'expo- 
sition, le  groupement  des  phénomènes,  la  discussion  des  expériences  et 
dans  certaines  questions  que  les  publications  analogues  n'ont  pas  l'habitude 
do  traiter. 

Titres  des  Chapitres  du  Tome  I.  —  Chap.  L  Préliminaires.  Principes  de  la 
théorie  dos  ondulations.  Théorèmes  généraux.  —  Chap.  IL  Systèmes  optiques. 
Heflexion  et  réfraction.  Télescopes  et  lunettes.  —  Chap.  IIL  Interférences.  — 
Cn*P.  ÏV.  Propriétés  des  inhrations.  —  Chap.  V.  Diffraction.  —  Ecrans  à  bords 
circulaires  et  à  bords  rectilignes^  Diffract'ion  des  ondes  planes.  Différentes  formes 
d'ouvertures.  Systèmes  irréguliers  d'ouvertures  ou  d'écrans.  Ouvertures  identiques 
distribuées  régulièrement.  Fentes  et  stries  parallèles.  Réseaux.  Arc-en-ciel.  -— 
(jiAP.  VI.  Interférences  par  hs  lames  Isotropes.  Franges  localisées.  Franges  h 
linfixii.  Interférences  des  ondes  planes.  Analyse  spectrale  des  interférences.  Inter- 
férences des  rayons  diffusés  ou  diffractés.  —  Chap.  VIL  Application  des  interfc- 
rences.  —  Ch\v!\\\\.  Polarisation.—  Chap. IX.  Double  réfraction.  Surface  d'onde» 
Vérification  expérimentale,  .applications. 


î  =>>{  1  4  Pari».  —  Imprimerie  GAUrUlEU-VlLLAKS  ET  FILS,  quai  des  Grands-AugusUos,  54. 
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LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS   ET   FILS, 

QUAI  DES  GnANnS-VLf;USTINS,    5)J,   A    PVRIS. 


SAINT-GERMAIN  (de),  Doyen  de  la  Faciillé  des  Sciences  de  Caen.  —  Re- 
cueil d'Exercices  sur  la  Mécanique  rationnelle,  à  Fusage  des  candidats 
à  la  Licence  et  à  l'A^îréi^aLion  des  Sciences  mathématiques,  a" éd.,  entiè- 
rement refondue,  ln-8,  avec  fi.^.  dans  le  texte  ;  1889 9  fi\  '3o  c. 

WITZ  (Aimé),  Docleur  es  sciences,  Ingénieur  des  Arts  et  Manufacturf\^, 
Professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lille.  —  Exercices  de  Physique 
et  applications,  prépfiratoircs  à  la  Licenee  (L' École  phatioi  e  nr 
PnYSiQUK).  Un  beau  vol.  in-8,  avec  11  j  i^v^.  dans  le  lexie;  1889.     12  fr. 

Le  titre  de  ce  Livre  dit  claircnuMit  ce  qu'il  est  :  c'est  un  Recueil  de  probIémt>> 
nombreux  et  varies  qui  sont  trail<*s,  soit  comme  exercices,  pour  éhicidcr  les 
principes,  soit  comme  applicntion^,  pour  acque'rir  rusa{»e  des  formules.  On  \ 
trouvera  un  grand  choix  de  questions  à  résoudre  et  en  particulier  tous  les  sujeib 
de  compositions  donnes  à  la  Sorhonne.  ('et  Oiivniîye  complète  le  Cours  de  Manî- 
pultitiotis,  avec  le(|uel  il  loime  un  tout  auquel  convient  bien  le  titre  commun 
d  FxoLF.  pn\TioiK  ni;  i>nvsJQi:r.. 

I.f's  iheories  de  la  haute  Fhysi(]ue  ont  pris  dans  ces  derniers  temps  une  plarj? 
considérable  |»armi  les  connaissances  humaines;  on  net  les  enseigne  plus  seule- 
nn'nt  dans  les  Facultés  :  elles  sont  introduites,  en  particulier  la  Thormo- 
dynamique  et  l'Fleetricite,  dans  nos  bonnes  Fcoles  techniques,  qui  forment  des 
in^enitîurs  dont  la  scieiife  est  jdus  l:\ffîe  et  souvent  aussi  profonde  que  celle  des 
lirencies.  Injfénienr  lui-même,  l'Auteur  ne  pouvait  taire  abstraction  de  celte  ea- 
té(forie  «le  physiciens,  et  il  i^e  1rs  a  pns  onl-liés  en  composant  ce  Livre,  qui  sera 
pour  eux  un  compendiuni  de  Physiijiip. 

l>ari>*   —  lmprliiirrie(iAHTniEK-Vll.LAUS  HT  FILS,  quni  Je*  Groiid5-Anga«tins,  »5. 
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ÉTUDE  DU  COMPLEXE  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  188S 

[Suite  et  fin  (')]; 
Par  m.  E.  MARCHAND. 


1.  Rectifications.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  je  cor- 
rigerai deux  résultats  indiqués  trop  légèrement  dans  les 
considérations  géométriques  finales. 

J'avais  admis  comme  évident  que  toute  droite  du 
complexe^  pénétrant  entre  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  ondes,  devait  rencontrer  la  surface  en  deux  points 
réels  et  en  deux  points  imaginaires.  Or  il  suffit  de  cou- 
per convenablement  par  un  plan  parallèle  au  plan 
double  touchant  suivant  un  cercle  pour  s'assurer  qu'une 
droite  peut  parfaitement  rencontrer  la  nappe  extérieure 
iiTk  quatre  points  réels  et  avoir  deux  segments  compris 
entre  les  deux  nappes  de  la  surface.  Je  ne  suis  plus 
fondé  à  dire,  comme  je  l'ai  fait  à  tort,  que  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  point  M  de  la  nappe  extérieure 
donne  deux  foyers  imaginaires.  Malgré  tout  l'intérêt 
géométrique  que  pourrait  présenter  une  discussion  ap- 
profondie, je  laisserai  ce  point  complètement  de  côté. 

La  seconde  erreur  saute  immédiatement  aux  yeux. 
J'écrivais  :  «  Les  courbes  E  et  I  se  confondent  pour  les 
plans  qui  touchent  la  surface  des  ondes  en  tous  les  points 
d'un  cercle.  Ce  cercle  de  contact  est  donc  une  conique 
du  complexe.  »  Tout  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes 
donnant  un  système  de  deux  points,  il  est  inadmissible 


(  *)  Voir  même  Tome,  p.  122. 

Ann.  de  Mathémat ,  3«  série,  t.  VIII.  (Septembre  1889.)    26 
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que  le  plan  double,  tangent  en  tous  les  points  d*uD 
'  cercle,  donne  un  véritable  cercle.  Quand  les  courbes  E 
et  I  tendent  vers  le  cercle  de  contact,  la  conique  du 
complexe  reste  comprise  entre  ces  deux  courbes  de  ma- 
nière à  donner  à  la  limite  un  point  unique  comptant 
double  P.  D'après  les  propriétés  du  cône  asymptote 


(")  T'*''^"*"^^''' 


j?'      r'      «' 
m 


il  faut  que  la  section  de  ce  cône  par  le  plan  double  soit 
un  cercle  de  centre  P  et  non  pas  le  cercle  de  contact. 

Le  point  P  est  évidemment,  par  raison  de  symétrie, 
dans  le  plan  principal  perpendiculaire  au  plan  double. 
Ce  plan  des  zx  coupe  la  surface  des  ondes  suivant  une 
ellipse  et  un  cercle  qui  contiennent  respectivement  un 
point  P  et  un  point  Q  du  cercle  de  contact.  Le  point  P, 
situé  sur  Tellipse,  est,  comme  le  prouverait  un  calcul 
facile  que  je  ne  reproduis  pas,  précisément  le  point 
double  auquel  se  réduit  la  conique  du  complexe.  Le 
point  Q,  situé  sur  le  cercle,  appartient,  comme  on  sait, 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  la  surface 
sur  le  plan  double.  Alors  OP  est  un  diamètre  de  la  sphère 
déterminée  par  le  point  O  et  le  cercle  de  contact. 

Si  M  est  un  point  quelconque  du  cercle  de  contact,  la 
droite  MP  est  perpendiculaire  à  OM.  Cette  droite  MP 
est  donc  la  droite  singulière  relative  au  point  M  de  la 
surface  singulière.  Ainsi  les  droites  singulières  relatives 
à  tous  les  points  du  cercle  double  passent  par  le  point 
P  de  Tellipse  principale.  Or  ces  droites  singulières  appar- 
tiennent toutes  au  complexe 

(lo)  /aa'-h  mP3'-h  nYY'  =  o 

relatif  aux  surfaces  homothétiques  et  homofocales 

xi  yi  z^ 


i^)  -i 
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La  conique  du  complexe  (lo)  relative  au  plan  double 
doit  donc  se  décomposer  en  deux  points  dont  Tun  sera 
précisément  le  point  P. 

Je  supprime  le  calcul  de  vérification,  me  bornant  k 
bien  montrer  d'où  vient  ce  résultat.  On  sait  que  tout 
plan  passant  par  le  point  à  l'infini  sur  l'un  des  axes  est 
singulier  pour  le  complexe  (lo).  Cela  se  comprend  facile- 
ment sil'on  remarque  que  le  complexe  (lo)  des  axes  des 
sections  planes  des  surfaces  (2)  doit  comprendre  tous 
les  diamètres  des  sections  circulaires.  Or  tout  plan  de 
section  circulaire  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
de  coordonnées,  au  plan  des  zxpar  exemple.  Réciproque- 
ment tout  plan  perpendiculaire  au  plan  des  zx  est  plan 
de  section  circulaire  pour  des  surfaces  (S).  En  particulier, 
le  plan  double  de  la  surface  des  ondes  est  plan  de  section 
circulaire  pour  des  surfaces  (S)  et  le  centre  de  ces  cercles 
est  le  point  P. 

D'après  ce  qui  précède,  pour  un  plan  double  laconique 
du  complexe  se  réduit  à  un  point  double^  en  vertu  du 
principe  de  dualité,  pour  un  point  double  D  le  cône  du 
complexe  se  réduira  à  un  plan  double.  Le  point  double 
était  sur  le  cercle  de  contact;  le  point  double  sera  tan- 
gent au  cône  des  tangentes.  C'est  le  plan  perpendiculaire 
à  OD  mené  par  D.  Comme  la  droite  OD  est  une  focale 
du  cône  (ii),  la  section  du  cône  par  le  plan  tangent 
comptant  double  admet  le  point  D  comme  foyer.  Pour 
le  point  D  le  cône  du  complexe  (lo)  se  décompose  en 
deux  plans  dont  l'un  coïncide  avec  le  plan  tangentdouble. 
De  même  que  la  droite  singulière  relative  à  un  point  M 
quelconque  pris  sur  le  cercle  de  contact  s'obtenait  en 
joignant  M  au  point  comptant  double  P,  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  plan  tangent  quelconque  du  cône 
des  tangentes  s'obtiendra  en  prenant  l'intersection  avec 
le  plan  comptant  double.  Enefiet,  toutes  les  droites  ainsi 
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obtenues  sont  bien  perpendiculaires  au  rayon  vec- 
teur OD. 

2.  Propriétés  des  droites  singulières.  —  Pour  termi- 
ner cette  seconde  partie  de  la  solution,  j'insisterai  sur 
deux  propriétés  très  simples  des  droites  singulières. 

11  a  été  reconnu  géométriquement  que  la  droite  sin- 
gulière unique  qui  passe  par  le  point  M  de  la  surface  est 
la  droite  du  plan  tangent  en  M  qui  est  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  OM.  Cela  résulte  d'ailleurs  aussi  de  la 
formule 

(19)  aLx-¥-^y-\''iz  —  o. 

Si  l'on  désigne  par  a,  p,  Y?  *'»  PS  ^  l^s  coordonnées 
d'une  droite  singulière,  de  sorte  que 

(9)  /a'«-h  mP'«-f-  ny'*  —  K(a«-f-  p*-f-  y')  =  <>» 

(10)  /aa'-H  mPp'-4-  /iyï'=  <>» 

le  complexe  tangent  est  spécial,  et  représente  une  droite 

/a',     /np',     ny',     —  Ka,     —  Kp,     —  Ky, 

qui,  d'après  l'équation  (10),  est  perpendiculaire  à  la 
droite  singulière. 

Ces  deux  droites  rectangulaires  peuvent  facilement  se 
définir  géométriquement.  Je  citerai  d'abord  textuelle- 
ment le  Traité  d'Analyse  de  M.  Laurent  (t.  H,  p.  291)  : 

(c  La  surface  des  ondes  étant  représentée  par 

(4)  (a?*4-^«-+- .5«)(a«a?>4- 6*^*4- c«^*)h-...=  o, 
si  l'on  fait 

(5)  a:«H-j^»-+-^«=X, 

(6)  a«a:>-i-6«j'«-+-c>z*=  fi, 
a«(6«4-c«)a?«+6«(c«-ha«)7«-Hc«(a«H-é>«)^>  =  XfJL-ha»6»c>, 

l'équation  (4)  est  satisfaite....  En  résolvant  les  équa- 
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lions  précédentes  et  en  posant 

on  trouve 

yc^  A/jp    Am 

on  peut  constater  que  Zj-^  ~  =  o,  ce  qui  prouve  que 

les  courbes  d'intersection  de  la  surface  des  ondes  avec  les 
surfaces  (5)  et  (6),  où  ^  et  [a  sont  constants,  se  rencon- 
trent à  angle  droit.   » 

Il  est  clair  que  la  tangente  MT  à  toute  courbe  sphé- 
rique  tracée  sur  la  sphère  (5)  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  OM.  Les  droites  singulières  ne  sont  donc 
pas  autre  chose  que  les  tangentes  aux  courbes  d'inter- 
section des  sphères  (5)  et  de  la  surface  des  ondes.  Ces 
courbes  d'intersection  sont  des  coniques  sphériques, 
comme  on  le  volt,  en  écrivant  l'équation  de  la  surface 
des  ondes  sous  la  forme 

a?*               y*                z^ 
-^^^^^ K=^- 

'~y    '^"x     ''"I 

Considérant  X  comme  un  paramètre  variable,  on  a  les 
cônes  homofocaux  du  cône  (n),  c'est-à-dire  les  cônes 
ayant  pour  focales  les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la 
surface  des  ondes  aux  points  doubles. 

Les  droites  perpendiculaires  aux  droites  singulières, 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes,  qui  sont  dé- 
finies ici  par  le  complexe  tangent  spécial,  apparaîtront 
dans  la  fin  de  cette  étude  comme  droites  singulières  du 
complexe  des  droites  de  même  paramètre.  Je  pourrais 
me  borner  à  renvoyer  le  lecteur  à  la  Géométrie  analy- 
tique de  M.  Pruvost,  où  il  est  prouvé  que  ces  droites 
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sont  tangenies  à  des  lignes  de  courbure  de  quadrîques, 
intersections  de  deux  surfaces  homofocales  appartenant 
à  une  même  famille.  Conservant  les  notations  de  M.  Lau- 
rent, voici  comment  je  vérifie  ces  résultats.  A  la  surface 
des  ondes 

je  fuis  correspondre  la  famille  de  surfaces  homofocales 

(7)  iH "^-Ti-^ -—1  =  0. 

p  —  a*       p  —  6*       p  —  c* 

Pour  un  système  de  valeurs  fixes  de  jr,  y,  z,  Téqua- 
tion  (7)  donne  trois  valeurs  pi,  pj,  ps.  Si  l'on  donne  à  p3 
la  valeurr^^  jc^H-j^^H-  z*,  le  point  {x^j^  z)  est  sur  la 
surface  (4).  Développant  l'équation  (7), 

—  p3-+-p*(r«-H<2*-f- A*-+-c«) 

—  p[(6«4-c*)a?>-h.  ..4-6*c«H-...]  =  o, 

on  a  d'abord 

piH-  Pi-f-  p3  =  r*-h  a>-4-  6*H-  c*, 

qui,  par  suite  de  pa  =  r^,  donne 

p,-j-pj=  aî-f-6«-f.c*. 

La  somme  des  deux  racines  pi  et  p2  reste  constante. 
On  a  ensuite 

=  (a*H-6«4-c«)(a?*-h7*-i-52)_<2Sa?*  — ...-4-6*c»-h..., 

c'est-à-dire 

X(a«H-6«-f-c*)-l-pip, 

==  (a«-+-  è«-h  c«)X  —  fJL  -h  6»c»—  c^a^H-  a«6«, 
d'où 

piP2=  fe»c*-h  c>a*-f-  a*ô«—  fji. 
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Si  donc  [A  reste  constant,  les  deux  paramètres  pi  et  p2 
sont  déterminés;  on  a  l'intersection  des  deux  surfaces  de 
la  famille  (7)  qui  correspondent  aux  valeurs  pi  et  p^  du 
paramètre. 

A  cette  propriété,  purement  géométrique,  des  droites 
singulières,  j'en  ajouterai  une  autre  qui  se  rattache  aux 
propriétés  optiques  de  la  surface  des  ondes.  Je  m'ap- 
puierai sur  lesformu  les  démontrées  par  M.  Sarrau  (même 
Recueil,  3*  série,  t.  VU,  p.  55i)  : 

«  Désignant  par  /,  m,  n  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  Tonde  plane,  par  co  la  vitesse  de  propagation, 
par  p,  f ,  r  la  direction  de  la  vibration  recti ligne,  on  a 
les  équations 

|(«i>*  —  e)/>  =  —  c/  ( (p  4- m^  4- /ir), 
(co«— /)y  =  — /m((p -+- m^ -h  nr), 
(a>«--^)r  =  — ^/i(//> -h  m^  4- nr).  » 

Il  me  suffira  de  rappeler  comment  je  suis  parvenu  à 
la  forme  (35)  d'équation  de  la  surface  des  ondes  pour 
obtenir  la  conclusion  désirée.  Mais,  préalablement,  je 
dois  changer  mes  notations  pour  éviter  toute  confusion. 
J'écrirai  l'équation  du  complexe 

(9)  Aa«H-Bp'«H-CY'*— K(a«-hp«H-Y*)  =  o, 

et  le  plan  tangent  en  un  point  sera  désigné  par 

ux  -\-  vy  -\-  wz-î-tii  =  Oj         w*-+- p*H- w'=  I. 

On  élimine  d'abord  a,  p,  y  entre  les  équations 

I^'v  — ^'  w~  aa>, 
aV  —  y'm  =  Pa>, 
^'  u — ol's?  —  yw, 
/  _K(Yi'  --ptv)  =  Aa'cii, 
(22)  J  —  K(aw— 7*^)  =  BP'«"' 
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ce  qui  donne 


T'(t»>'—  c)  ^~"  c"'^"*'"^^^ '^"'^')' 
Ces  équations,  si  Ton  pose 

ne  diffèrent  des  équations  (91)  que  par  les  notations.  La 
normale  à  Tonde  plane  est  la  normale  u,  i^,  ^  à  la  surface 
des  ondes  en  M;  la  vitesse  de  propagation  co  est  la  dis- 
tance de  Torigine  au  plan  tangent  en  M  ;  la  direction  de 
la  vibration  rectiligne  est  a',  P',  y'.  Or  on  sait  que 

est  le  plan  qui  passe  par  la  droite  a,  p,  y,  a  ,  p',  ^  ^^  Tori- 
gine  des  coordonnées.  La  direction  de  la  vibration  est 
donc  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'origine  et  par  la 
droite  singulière.  <(  Les  deux  racines  (o^  sont  fournies  par 
Téquation 

qui  coïncide  avec  Téquation  aux  vitesses  des  ondes 
planes  trouvée  par  Fresnel. 

)>  A  chacune  de  ses  racines  correspond  une  direction 
déterminée  de  la  vibration,  de  sorte  que,  dans  chaque 
direction  se  propagent,  avec  des  vitesses  différentes,  deux 
ondes  planes  polarisées.   » 

Le  résultat  est  très  net.  Si  D  et  D' sont  les  deux  points 
doubles  réels  de  la  surface,  par  chaque  rayon  vecteur  OM 
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passent  deux  cônes  ayant  pour  focales  communes  OD  et 

oiy. 

D'après  les  propriétés  des  coniques  sphériques,  les 
plans  tangents  à  ces  cônes  le  long  de  OM,  lesquels  pas-- 
sent,  d'après  ce  qui  précède,  par  les  droites  singu- 
lières, sont  les  plans  bissecteurs  des  plans  DOM,  IXOM. 
Des  normales  à  ces  plans  bissecteurs,  droites  de  direc- 
tion a',  ^'9  7^9  sont  les  perpendiculaires  menées  à  OM  dans 
ces  plans  bissecteurs.  Ce  sont  précisément  les  directions 
des  deux  rayons  lumineux  polarisés  qui  se  propagent 
dans  la  direction  OM. 


Troisième  Partie. 

J'arrive  maintenant  à  la  recherche  de  la  surface  sin- 
gulière en  coordonnées  de  droites,  et  je  n'aurai  le  plus 
souvent  qu'à  appliquer  au  complexe  spécial  traité  ici  les 
résultats  généraux  indiqués  par  M.  Klein  {Mathema- 
tische  Annaleriy  zweiterBand,  1870).  Je  renverrai  d'ail- 
leurs à  l'article  cité  pour  toutes  les  propriétés  géomé- 
triques qui  ne  trouveront  pas  place  ici. 

1 .  Forme  canonique.  —  Je  considère  le  complexe 

Pour  le  ramener  à  la  forme  canonique  de  M.  Klein, 
je  remplace  les  six  coordonnées  a,  jî,  y^  a'?  PS  ^  par  six 
aalres  X|,  Xa,  x^y  X4,  X5,  Xo  définies  par 

I^axi  =  a  -H  aicL\         i^x^  =  a  —  ata', 
/5ar,  =  p  H-  bi^',  islhx^  =  P  -  6tp', 

v/ca-j  —  Y  -+-  f  /  y',         iyjcx^—^  —  ciY' 
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Les  équations  (i)  et  (2)  sont  remplacées  par 

(4)  ci(^\'-'^l)-^b(xl  —  ,Tl)-hcÇxl  —  Tl)  =  o, 

(5)  a?î -h  arj -h  ar| -h  arj -i- irî -f- x|  =  o. 

Je  rappellerai  que  Téquatîon  (4)  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier de  la  forme  canonique  relative  au  complexe  du 
second  degré  le  plus  général, 

(4  bis)    kix\-^  ktxl-h  k^xl-^  Ar^arJ-H  A:ia?|-h  A:«a?|  =  o. 

Pour  le  complexe  général  (4  iw),  la  surface  singu- 
lière est  une  surface  de  degré  4  6t  de  classe  4)  à  16  plans 
doubles  et  16  points  doubles,  étudiée  sous  le  nom  de 
surface  de  Kummer. 

Avec  les  coordonnées  tétraédriques  ordinaires  qui  cor- 
respondent à  Tidentité  (2),  le  complexe  général  se  ra- 
mène à  la  forme 

Aa*-t- Bp«H- Gy*H- A'a'«-+- B'p'>-+- C'y'* 

-h2Daa'-i-2Epp'-h2FYT'=o. 

Si   les   trois    rectangles    peuvent    disparaître,    c'esl- 

à-dire  si 

D  =  E  =  F, 

il  serait  facile  de  disposer  des  trois  constantes  g^  /i,  A~  de 
manière  que  la  transformation  liomographique 

oo  =  g\,        y  =  hY,         z  —  kZ 

ramenât  à  la  forme  (i) 

/a'«-h  /np'«4-  71  y'*—  a*—  P'—  T*  =  <>• 

Lorsque  ce  cas  se  présente, 

D  =  E  =  F, 

la  surface  singulière  est  ce  que  l'on  appelle  un  tétra- 
édroïdc. 

Je  laisserai,  d'ailleurs,  complètement  de  côté  ces  ques- 
tions plus  générales  pour  me  borner  au  complexe  (1). 
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2.  Tangentes  de  la  surface  singulière.  —  Le  point 
singulier  associé  N  est  déterminé  par  la  droite  singulière 
D(a,p,Y,a',  P',y)  et  par  la  droite  A(a,,p,,Yi,  <,  ^\,^\) 
que  définit  le  complexe  tangent  spécial 

ai  =  a*«',        «1  =  —  a. 

Une  tangente  T  à  la  surface  singulière  est  une  droite 
passant  par  le  point  N  d'intersection  de  D  et  A  dans  le 
plan  DA.  Je  dis  qu'elle  a  pour  coordonnées 

Xa-f-aj,     ...,     Xa'-ha'i,     .... 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  peut  dé- 
finir trois  droites  D,  A,  T  satisfaisant  aux  conditions  pré- 
cédentes respectivement  par 

\x  y  z  ty      \x'  y  z'  t'y 
/S  ^  ^         ®    V 

\XarH-a7'     X7 -4-7'     Iz-k-z'     It-V-t'J 

La  réciproque  se  démontre  sans  difficulté  en  supposant, 
bien  entendu,  que  les  droites  D  et  A  aient  un  point  com* 
niun;  le  paramètre  \  a  une  signification  géométrique 
bien  connue  qui  sera  utilisée  par  la  suite. 

Si  Ton  effectue  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules (3),  les  droites  D  et  A  prendront  les  coordonnées 
j^i ,  J72i  oc^^  X\^  Xg^  Xft  et  X|,  Xj^  Xj,  x^^  Xj,  Xç.  un 
aura 

yfâx\  =  a'a' —  aicL  = —  iax^ 

et,  au  lieu  de  Xa  -t-  ai ,  on  trouverait 

\x^-\- x\^  X\{\  —  id). 

Pour  éviter  les  imaginaires,  on  posera  X  =  —  i<t,  et  la 


Digitized  by  VjOOQIC 


(4it») 

tangente  T  deviendra,  en  divisant  les  six  coordonnées 
homogènes  par  —  i, 

((T-ha)a7i,     .... 

3.  Surface  singulière.  —  Je  suivrai  ici,  pas  à  pas,  le 
calcul  de  M.  Klein.  Le  complexe  général  est  représenté 
par 

(4 )  kxx\-^  k^x\ -h  kix\ ■+-  ki,xl -H  A:ia?} 4-  k%x\  =  o, 

(5)  a?!  ■+- a?î -h  a?! -f- arl -f- a?| -h  ar|  =  o. 

Les  formules  de  transformation  (3  )  permettent  de  vé- 
rifier que  le  complexe  du  premier  ordre 

£  atXi  =  o 

sera  spécial  quand  on  aura 

2  af  =  o. 

Appliquant  cette  condition  au  complexe  tangent 

Ati  a?!  a?  j  -f- . . .  =  o, 

ou  voit  que  les  droites  singulières  seront  définies  par  (4)9 

(5)  et 

(6)  klxl-i- klxl-h klxl-h klxl-}- klx}-^ klxl=:  o. 

En  vertu  de  (5),  on  peut  altérer  tous  les  coefficients 
du  complexe  (4)  d'une  même  constante,  et  Ton  obtient 
facilement 

(4  6m)  (Ari-hff)  a:î-h(A:j-hff)  ar|4-...=  o, 

(5  bis)  x\-h -i-a:|-i-...  =  o, 

(6  bis)  (X:i-h<y)*a7Î-f-(A:j-i-(i)*ar|-H...=  o. 

Dans  le  complexe  du  concours,  on  doit  prendre 
ki=i  Uf        Atj  =  —  a,        .... 

Si  Ton  prend  kiX^^  k^x^^  •  •  •  pour  coordonnées  de  la 
droite  définie  par  le  complexe  spécial  et  que  Ton  dé- 
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signe  par  J^^^a,  Js. J^4iJ^m Je  les  coordonnées  d'une 
tangente  T^  on  pourra  poser 

eij  d'après  la  remarque  faite  au  n^  2,  on  aura 

).  ajant  la  signification  géométrique  indiquée. 
Ayant  j^/=  a:/(Ar|-+-  a),  on  obtient 


ki^9 

et,  portant  dans  les  équations  (6  bis),  (4  bis)  et  (d), 
(7)  rî+7Î-^rl-+-rî  +  rî-^7Î  =  o, 

.gv    I  ki-h9       /:,-+- <j       X:,-|-<J 


(9) 


(A-4-i-  (T)*  ^  (A:,-f-  (j)«  ^  (^«-f-  (J)« 


L'équation  (7)  apprend  seulement  que  j^i,  j^a,  .,, 
sont  les  coordonnées  d'une  droite. 

«  L'équation  (8)  est  du  quatrième  degré  en  o*.  L'é- 
quation (9)  apprend  que  la  dérivée  de  (8)  relativement 
à  9  est  nulle.  L'équation  en  coordonnées  de  droite  de  la 
surface  singulière  est  le  discriminant  de  l'équation  (8) 
pris  par  rapport  à  o-.  Comme  cela  doit  être,  cette  équa- 
tion est  de  degré  la.  » 

4.  Faisceau  de  complexes,  —  Cela  fait,  M.  Klein 
énonce  ce  résultat  très  remarquable,  que  je  me  propose 
de  démontrer  directement. 
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«  Si  0-  prend  une  valeur  numérique  déterminée,  Vé' 
quation  (8)  représente  un  complexe  du  second  degré.  Ce 
complexe  a  même  surface  singulière  que  le  complexe  (4)) 
carie  système  des  équations  (7),  (8),  (9)  ne  change  pas 

si  ka  est  remplacé  par  t • 

»  L'équation  (8)  donne  le  système  de  complexes  du 
second  degré  liés  à  la  surface  singulière.  Cette  équation 
est  analogue  à  celle  des  surfaces  homofocales  du  second 
degré.   » 

Laissant  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  les  équa- 
tions (7),  (8),  (9)  ne  changent  pas  si  Ton  remplacera 

par  T >  je  remarquerai  que,  éliminer  o*  entre  (8)  et 

(9),  c'est  chercher  une  équation  qui  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  des  droites  singulières  de  tous  les  com- 
plexes (8),  car  le  complexe  tangent  de  (8) 

n'est  spécial  que  si  l'équation  (9)  est  vérifiée.  Or,  diaprés 
le  raisonnement  primitif,  toutes  les  droites  vérifiant  l'é- 
quation obtenue  en  éliminant  c  entre  (8)  et  (9)  doivent 
être  tangentes  à  la  surface  singulière  de  (4)*  Il  faut  donc 
que  les  droites  singulières  de  tous  les  complexes  (8) 
soient  tangentes  à  la  surface  singulière  de  (4)9  ce  qui 
exige  que  tous  les  complexes  (8)  aient  même  surface  sin- 
gulière. 

Il  reste  a  établir  que  tous  les  complexes  du  second 
ordre  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  singu- 
lière sont  compris  dans  la  formule  (8).  Pour  cela,  on 
remarque  d'abord  que,  «  si  (j)  est  une  droite  donnée, 
l'équation  (8)  définit  quatre  complexes  passant  par  la 
droite  et  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  sin- 
gulière ».  Il  suffit  de  prouver  directement  que  Ton  peut 
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construire  quatre  complexes  du  second  ordre  qui  admet- 
tent une  surface  de  Kummer  donnée  comme  surface 
singulière,  et   qui   passent  en  outre   par    une   droite 
donnée.  » 

N'ayant  pas  à  ma  disposition  les  théorèmes  généraux 
sur  lesquels  M.  Klein  s'appuie ^  je  proposerai  la  démon- 
stration suivante  : 

Soient  A  la  droite  donnée  que  je  ne  suppose  pas  tan- 
gente Â  la  surface,  et  ^i,  ^2,  a^,  a^  ses  points  d'inter- 
section avec  la  surface.  Si  Ton  imagine  un  complexe  du 
second  degré  passant  par  A,  il  admettra  en  a^  une  droite 
singulière  unique  que  j'appellerai  D. 

Je  dis  que  le  plan  AD  est  tangent  à  la  surface.  En 
eflFet,  d'après  les  propriétés  des  droites  singulières,  la 
section  par  le  plan  AD,  si  elle  était  indécomposable, 
serait  tangente  à  D  en  ai  ^  comme  la  droite  A  doit  être 
aussi  tangente  à  la  conique  comme  droite  du  complexe, 
cette  conique  se  réduit  évidemment  à  deux  points,  dont 
Tun  est  le  point  a^ .  TjC  plan  AD  est  tangent  et  non  en  ai .  . 
Si  l'on  joint  ai  à  son  point  de  contact  mi,  on  aura  la 
droite  singulière  relative  à  ce  plan,  qui  rencontrera  la 
surface  eil  un  point  nouveau  b^  qui  est  le  second  point 
cherché.  Le  cône  relatif  au  point  b^  comprenant  déjà  le 
plan  KD  doit  passer  par  la  droite  singulière  relative  à 
b^ ,  qui  se  trouve  alors  déterminée. 

La  droite  singulière  étant  déterminée  en  ai  se  trou- 
vera, par  cela  même,  déterminée  en  a^y  a^  et  a^.  En 
effet,  j'ai  remarqué  que  le  plan  tangent  tourne  réguliè- 
rement de  i8o^  quand  le  sommet  du  cône  décrit  une 
droite  A  du  complexe.  Cela  6xe  les  plans  tangents  à 
choisir  en  a^,  a,,  a^  dès  que  le  plan  tangent  en  ai  a  été 
choisi.  J'aurais  d'ailleurs  pu  dire  aussi  que  le  rapport 
anharmoniquedes  plans  tangents  en  quatre  points  d'une 
génératrice  du  complexe  était  le  même  que  celui  des 
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quatre  points  correspondants,  ce  qui  donne  ce  théorème 
connu  : 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  tangents 
que  l'on  peut  mener  par  une  droite  à  une  surface  de 
Kwnmer  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  surface. 

Les  droites  singulières  en  ai,  a^^  ^3,  a^  étant  déter- 
minées, on  obtiendra  un  point  b^  donnant  des  généra- 
trices if^a,  b^a^y  b^a^  du  complexe,  et  de  même  des 
points  &t9  ^3)  &4)  en  remplaçant  successivement  ai  par  a^^ 

Je  dis  que  le  cône  du  complexe  relatif  à  tout  point  a 
de  la  droite  A  est  déterminé.  On  lui  connaît,  en  effet, 
cinq  génératrices  distinctes  A,  ab^^  a&a,  a&S)  àb^. 

La  même  chose  a  lieu  pour  les  droites  b^a^^  b^a^^ 
bta^j  . . . ,  c'est-à-dire  pour  douze  nouvelles  droiles. 

Cela  posé,  si  Ton  veut  déterminer  la  conique  du  com- 
plexe située  dans  un  plan  quelconque,  on  déterminera 
l'intersection  à  distance  finie  ou  infinie  du  plan  donné 
avec  la  droite  A  et  les  douze  droites  auxquelles  on  pour- 
rait adjoindre  les  droites  joignant  a«,  ^3,  a^  aux  deux 
nouveaux  points  de  rencontre  de  b^a^  avec  la  sur- 
face, etc.  Si  a  est  Tintersection  avec  A,  le  cône  de 
sommet  a  étant  déterminé,  les  deux  génératrices  suivant 
lesquelles  il  est  coupé  par  le  plan  sont  deux  tangentes  à 
la  conique  cherchée.  J'obtiens  donc  au  moins  vingt-six 
tangentes  pour  déterminer  la  conique,  ce  qui  est  plus 
que  suffisant. 

La  conique  relative  à  un  plan  quelconque  étant  déter- 
minée, pour  obtenir  un  cône  de  sommet  S,  il  suffit  de 
faire  passer  trois  plans  par  ce  point  et  de  mener  les  six 
tangentes  aux  coniques  déterminées  par  les  trois  plans. 

En  résumé,  la  droite  D  étant  choisie,  le  complexe  est 


Digitized  by  VjOOQIC 


(4>7) 
parfaitement  déterminé.  Or,  la  droite  D  étant  Tinter- 
section  du  plan  tangent  en  a^  avec  Tun  des  quatre  plans 
menés  par  A,  on  aura  en  général  quatre  solutions  dis- 
tinctes. 

On  peut  facilement  ajouter  ce  théorème  : 

Quand  une  surface  île  Kummer  est  donnée  ainsi 
qu'une  droite  tangente^  on  peut  construire,  et  d'une 
seule  manière,  un  complexe  du  second  degré  qui  ad- 
mette la  surface  comme  surface  singulière,  et  la  droite 
comme  ligne  droite  singulière. 

En  effet,  soit  D  la  tangente  donnée.  Je  mène  par  la 
droite  D  un  quelconque  des  deux  plans  tangents  dont  le 
point  de  contact  ne  soit  pas  le  point  de  contact  de  D  avec 
la  surface.  Toute  droite  A  située  dans  ce  plan  et  passant 
par  le  point  de  contact  de  D  avec  la  surface  doit  appar- 
tenir au  complexe,  qui  est  parfaitement  déterminé,  puis- 
qu'on connaît  une  droite  A  et  la  droite  singulière  D  en 
un  des  points  ai  où  A  rencontre  la  surface. 

L'équation  générale  (8)  nous  montre  en  outre  ce  ré- 
sultat curieux,  que  si  Ton  part  du  complexe  (4)  ^^  qu'on 
prenne  en  un  point  M  de  la  surface  la  tangente  T  qui 
divise  l'angle  DA  dans  un  rapport  déterminé  par  le  pa- 
ramètre \  ce  rapport  se  maintiendra  constant  en  tout 
point  de  la  surface.  En  général,  étant  donnés  quatre 
complexes  du  faisceau  dont  les  droites  singulières  for- 
ment un  rapport  anliarmonique  R  en  un  point  parti- 
culier M  de  la  surface  singulière,  on  peut  affirmer  que 
ce  rapport  anliarmonique  se  trouvera  invariable  en  tout 
autre  point  de  la  surface. 

5.   Cas  particulier.  —  Pour  le  complexe  étudié  ici 

a{x\  —  J^J  )  -H  6(arJ  —  r  J  )  H-  c(a^|  —  :rj  )  =  o, 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  V[[I  (Septembre  1889).      ^7 
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It^  faisceau  se  réduit  à 


a  -h  «r       —  a-h  (J 

et,  en  revenant  aux  a,  p,  y,  a',  P',  ^  par  les  formules  (3), 

(a-t-a/a')»        —(a  — aia')' 
a(a-f-a)  a( — a -i- d) 

Les  deux  premiers  termes  donnent,  en  les  ajoutant, 

I   ^ai^soLOL — 2  a  (a* — a*  a'*) 
a  ff*  —  a* 

et,  en  remplaçant  cri  par  X,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
on  trouve 

(il)  aa'4-pp'4- yy'  =  o- 

Pour  que  l'on  puisse  faire  disparaître  les  rectangles, 
il  faut  et  il  suffit  que 


X»4-a«        X«-h6»       X*-4-c* 

ce  qui,  en  supposant  a,  i  et  c  diflerents,  ne  donne  que 
deux  solutions  ).  =  o  et  X  =  oo.  Or,  comme  on  va  le  voir 
en  développant  l'équation  (lo),  les  deux  complexes  par- 
ticuliers que  l'on  trouve  ainsi  sont,  d'une  part  le  com- 
plexe étudié  ici,  d'aulre  part  le  complexe  des  droites  de 
même  paramètre.  D'après  la  signification  de  X,  on  voit 
que  les  droites  singulières  de  ces  deux  complexes,  corres- 
pondant au  même  point  de  la  surface  des  ondes,  sont  rec- 
tangulaires. D'une  manière  plus  complète,  en  unpointM 
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de  la  surface  des  ondes,  il  existe  une  droite  singulière  D 
pour  noire  complexe^  le  complexe  spécial  langent  dé- 
lînit  une  perpendiculaire  A  à  D.  Si  l'on  passe  au  com- 
plexe des  droites  de  môme  paramètre,  I)  et  A  s'interver- 
tissent. 

Développant,  on  trouve 

X*(a*a'î-f-. . .  — a*. . .)  4- 2X3[(6»-h  c*)aa'. . . J 

-h2X[6«c»aa'H-...] 

-4-  [62c*(a*a'«—  a*)  -+-...]  =  o. 
On  a  d*ailleurs 

(6«-+-  c*)aa'-f-. . .  =  —  a«aa'—  6*??'—  o»yt', 

a2tic'^\ai  ^    b^  ^  ci  J 

On  voit  que,  si  la  droite  donnée  est  sur  le  complexe 
étudié  ici,  Téquation  en  X  a  une  racine  infinie;  si  la 
droite  donnée  est  droite  singulière  sur  le  complexe,  on 
a  deux  racines  infinies. 

D'ailleurs,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  coeflicients  a^, 
b^j  c*  des  complexes  ne  sont  nullement  les  carrés  des 
demi-axes  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  servi  à 
déGnir  les  deux  complexes  remarquables  dont  il  s'agit. 

6.   Tliéorème final .  —  Soit  le  faisceau  général 

Les  droites  singulières  relatives  à  un  complexe  du  fais- 
ceau ne  dépendent  que  de  deux  paramètres.  L'équa- 
tion (8)  va  permettre  de  les  exprimer  eirectivement  en 
fonction  de  deux  paramètres. 
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Je  puis  toujours  faire  correspondnî  le  complexe  con- 
sidéré à  la  valeur  o  du  paramètre  a*.  Pour  toute  droite 
singulière  de  ce  complexe,  Téquatiou  (8)  aura,  outre 
deux  racines  nulles,  deux  racines  que  je  désigne  par  p 
etpi.  On  a  identiquement,  en  désignant  par  c  un  para- 
mètre qu'il  est  inutile  de  déterminer, 

y      ^?      ^  ^  (p  — (r)(pi~g)(T« 

^X:/-f-(j  (X*i-+-(j)(Â:,-h  a)... (Xre -+-<!)' 

d'où,  en  faisant  successivement  t=  Ati,  0"=  âtj,  .  .  . , 

a:}  =  Ai(p  — A-i)(pi  — X'i), 
^1  =  A,(p  — X-,)(Pi— A-,), 

Or,  de  là  résulte  (Dauboux,  Leçons  sur  les  surfaces,  1. 1, 
p.  142)  que  les  six  coordonnées  homogènes  de  la  droite 
satisfont  à  Téquatîon 

Celte  équation  dillérentielle  est  précisément  celle  que 
M.  Darboux  désigne  par  la  notation  (t.  II,  p.  70) 


K-J-O- 


Il  me  suffit  maintenant  de  citer  le  résultat  suivant,  dé- 
montré par  M.  Darboux  (t.  II,  p.  345)  : 

«  Soient  (G)  une  congruence  de  droites,  (S)  et  (2|) 
les  deux  nappes  de  sa  surface  focale  : 

»  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
lignes  asymptotiqucs  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes  (S),  (S|)  est  que  les  six  coordonnées  de  chaque 
droite  de  la  congruence,  qui  sont  fonctions  de  deux  pa- 
ramètres variables,  vérifient  une  même  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.   » 
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D'une  manière  plus  générale,  on  peut  considérer  la 
congruenee  formée  par  les  droites  communes  à  deux 
complexes  du  faisceau.  Si  Ton  substitue  dans  (8)  les 
coordonnées  d'une  pareille  droite,  deux  racines  de  Té- 
quation  en  c  sont  connues,  et,  en  désignant  les  deux 
autres  par  p  et  pi,  le  calcul  précédent  subsiste  sans  mo- 
dification. Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale. 


THÉORIE  BLÉNENTAIRB  SES  FRACTIONS  DÉGAGÉE  DE  TOUTE 
CONSIDÉRATION  IMPLIQUANT  SOIT  LA  SURDIVISION  DE 
LTNITÉ  ARSTRAITE,  SOIT  L'INTERVENTION  DES  GRANDEURS 
CONCRÈTES.  -  SON  APPLICATION  A  LA  SPÉCIFICATION  MA- 
THÉMATIQUE DE  CES  DERNIÈRES. 

Extrait  de  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale 
et  ses  applications  géométriques  {*); 

Par  m.  Cu.  MÉRAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon, 

Avec  la  collaboration  db  M.  Ch.  RIQUIER, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Dans  les  Traités  d'Arithmétique,  les  fractions  sont  pré- 
sentées tantôt  comme  des  sommes  de  parties  aliquotes  de  l'u- 
nité abstraitCi  ce  qui  est  inintelligible,  tantôt  comme  des  me- 
sures numériques  de  grandeurs  qui  ne  sont  pas  des  multiples 
exacts  de  leurs  unités. 

De  cette  dernière  manière,  il  est  vrai,  les  élèves  aperçoivent 
immédiatement  ce  qu'il  faut  entendre  par  |  de  mètre,  |  de  mi- 
nute, etc.,  mais  ils  ne  conçoivent  qu'à  la  longue  et  empirique- 


(')  En  préparation. 
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menl,  c'est-à-dire  sans  pouvoir  jamais  expliquer  le  fond  des 
choses  aussi  clairement  qu'ils  le  voudraient,  à  eux-mêmes  ou  à 
autrui,  ce  que  sont  |,  i,  abstraction  faite  de  toute  mensu- 
ration physique,  ce  qu'il  y  a  sous  les  signes 

4-^7»       *  '^  7»       4-7»        •  •  •• 

Là  d'ailleurs,  comme  dans  d'autres  parties  de  l'Analyse  pure, 
il  y  aurait  à  critiquer  l'intervention  des  grandeurs  concrètes; 
car  la  science  des  nombres  abstraits  ne  peut  acquérir  une  clarté 
et  une  unité  complètes  sans  l'exclusion  rigoureuse  de  toute 
considération  étrangère. 

La  théorie  suivante  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  sous  le 
rapport  de  la  simplicité  et  de  son  aptitude  à  succéder  d'une 
manière  tout  à  fait  naturelle  à  celle  des  nombres  entiers. 


3.  Les  nombres  entiers  de  l' Arithmétique  élémen- 
taire, sur  lesquels  roulent  exclusivement  en  définitive 
toutes  les  opérations  exigées  par  les  applications  numé- 
riques, sont  les  seuls  aussi  qui  interviennent  au  fond 
des  spéculations  théoriques-,  mais  Timpossibilité  fré- 
(juente  de  certaines  opérations  troublerait  gravement 
l'uniformité  désirable  dans  le  mécanisme  des  transfor- 
mations analytiques  et  compliquerait  les  énoncés  de  res- 
trictions continuelles,  si  Ton  ne  tournait  Tobstacle  en 
substituant  aux  nombres  et  aux  opérations  véritables 
des  fictions  pour  lesquelles  l'impossibilité  correspon- 
dante ne  se  présente  jamais  et  d'où,  quand  il  le  faut,  on 
revient  à  la  réalité  sans  aucun  efibrt. 

Telle  est,  en  particulier,  l'origine  des  fractions,  dont 
la  conception  supprime  les  difficultés  de  forme  qui, 
autrement,  naitraientderimpossibilité  d'exécuter  toutes 
les  divisions  (de  nombres  entiers). 

4.  Le  résultat  de  l^ opération  composée  consistant  à 
multiplier  un  entier  donné  E  par  un  second  nombre  w, 
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puis  à  diviser  le  produit  par  un  troisième  d  {non  =  o) 
{cette  division  étant  supposée  possible),  peut  aussi  bien 
être  obtenu,  suivant  les  circonstances  : 

i"  *Si  E  est  divisible  par  rf,  en  faisant  cette  division 
et  multipliant  le  quotient  obtenu  par  n\ 

a**  Si  n  est  divisible  par  d,  en  faisant  la  division  et 
en  multipliant  Yjpar  le  quotient  obtenu. 

On  conçoit  que  ce  dernier  mécanisme  de  Topération 
considérée  puisse  être  quelquefois  préférable  aux  deux 
autres,  soit  en  rendant  plus  nette  la  conception  du  ré- 
sultat, soit  en  facilitant  ses  combinaisons  ultérieures 
avec  d'autres  nombres,  etc. 

Pour  en  conserver  les  avantages  quand  n  n'est  pas 
divisible  par  dy  on  convient  de  représenter  même  alors 
le  résultat  de  l'opération  ci-dessus  par  le  signe 

(.)  Ex  2         (ou     Jxe), 

propre  au  cas  ou  n  est  divisible  par  rf,  en  lui  laissant  le 
jioni  de  produit  du  nombre  E  par  le  (acteur  fictif  -j- 

Ces  facteurs  fictifs,  dont  les  combinaisons  sont  sou- 
mises à  un  ensemble  de  règles  que  nous  allons  exposer 
rapidement,  sont  précisément  les  nombres  fraction- 
naivcs  ou  fractions. 

Comme  le  mode  (i°)  d'exécuter  l'opération  composée 
dont  nous  parlons  conduit  à  en  appeler  le  résultat  les 

n  d}^^^*  de  E,  il  est  naturel  d'appeler  la  fraction  -n  aussi 

bien  n  rf^*"*^*  que  n  sur  d;  d'où  les  noms  de  numérateur 
et  dénominateur  donnés  à  ses  deux  termes  «,  d  respec- 
tivement, dont  le  second  doit  être  essentiellement  sup- 
posé  différent  de  o. 
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5.  Si  la  comparaison  des  produits  des  deux  frac- 
lions  -3?>  -75  par  un  seul  entier  E  non  =  o  donne  lieu  à 
l'une  des  relations 

la  même  relation  aura  lieu  entre  les  produits  des 
mêmes  fractions  par  tout  autre  entier  (non  =  o,  pour  la 
première  et  la  dernière) ^  pourvu,  bien  entendu,  que  ces 
multiplications  fictivfes  soient  toutes  exécutables  (4)- 

On  exprime,  en  conséquence,  la  corrélation  constante 
existant  à  ce  point  de  vue  entre  les  deux  fractions  dont 
il  s'agit  en  disant,  selon  le  cas,  que  la  valeur  de  la  pre-> 
mière  est  supérieure,  égale  ou  infériew^e  à  celle  de  la 
seconde,  et  en  écrivant  comme  d'habitude 

Pour  qu'il  existe  entre  ces  fractions  l'une  de  ces 
relations  fictives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre 
leurs  termes  celle  semblable  dans  le  tableau 

lid"  ~rCd. 
< 

En  particulier,  quand  deux  fractions  ont  même  dé- 
nominateur, leur  relation  d'égalité  ou  d'inégalité  est 
celle  même  existant  entre  leurs  numérateurs. 

Quand  elles  ont  même  numérateur  non  =  o,  leur 
égalité  entraine  celle  de  leurs  dénominateurs,  et  leur 
inégalité  celle  de  sens  contraire  entre  ces  derniers 
nombres, 

6.  En  multipliant  les  deux  termes  d'une  fraction 
par  un  même  nombre,  ou  en  les  divisant  par  quelr/ue 
diifiseur  commun,  on  obtient  une  fraction  égale. 
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n 


Car  les  termes  des  fractions  -5,  7-3»  par  exemple,  don- 


nent évidemment 

n,kd=  kn,d. 

On  exprime  encore  la  même  chose  en  disant  (\\iune 
fraction  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  multiplie  ou 
divise  par  un  même  nombre  ses  deux  termes  à  la  fois. 
D'où  la  distinction  évidente  et  essentielle  à  faire  entre 
la  valeur  et  \si  forme  d'une  fraction  donnée. 

Quand  tes  deux  termes  d'une  fraction  sont  premiers 
entre  eux,  aucune  autre  ne  peut  lui  être  égale,  à  moins 
que  les  siens  ne  soient  respectivement  des  équimultiples 
de  ceux  de  la  proposée,  et,  par  suite,  qu'ils  ne  leur 
soient  au  moins  égaux» 

On  réduit  donc  une  fraction  donnée  à  sa  forme  ou 
expression  la  plus  simple,  en  divisant  ses  deux  termes 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur^  on  suppose  habi- 
tuellement cette  réduction  effectuée  quand  on  ne  fait 
pas  mention  du  contraire. 

7.  Des  fractions  quelconques 

d''     d''     d"''     '" 

étant  données,  on  les  réduit  au  même  dénominateur, 
cest'à-dire  on  leur  donne,  sans  changer  leurs  valeurs, 
les  formes  nouvelles 

(3;  ^,      55»     ^„y      .•- 

dont  les  dénominateurs  sont  égaux,  en  multipliant  les 
deux  termes  de  chacune  des  fractions  proposées  res^ 
pectivement  par  les  quotients  obtenus  en  divisant  par 
d\  d^\  d^^\  • . . ,  successivement ,  quelque  multiple  com- 
mun M  de  ces  dénominateurs  primitifs. 
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On  obtiendrait  les  valeurs  mini  ma  des  termes  des 
nouvelles  fractions  (3)  en  réduisant  préalablement  les 
proposées  à  leurs  plus  simples  expressions  et  prenant 
ensuite  pour  M  le  plus  petit  commun  multiple  de  leur 
dénominateur. 

8.   Les  opérations  indiquées  par 

^d''    ^d"'    ^Tr"    '" 

étant  supposées  possibles,  la  combinaison  de  leurs  ré- 
sultats par  voie  d 'addition  et  de  soustraction 

donne  un  nombre  qui,  quel  que  soit  E,  peut  aussi  étrr* 
obtenu  en  multipliant  cet  entier  par  une  seule  fraction . 
Si  les  fractions  données 

^^^  d''        d"'        d"'        '" 

sont  les  fractions  (3)  à  môme  dénominateur,  il  vient  im- 
médiatement (4) 

N'  N'  N'" 


=,.( 


D  D 

D  J' 


Sinon,  on  les  réduira  au  même  dénominateur  (7)  avant 
de  raisonner  de  cette  manière. 

Toute  autre  fraction  dont  le  produit  par  E  est  égal 
au  nombre  composé  {^)  est  égale  à  celle  que  nous  ve- 
nons  d'obtenir.  Car,   par  définition  (5),   l'égalité  de 
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deux  fraclions  est  précisément  leur  propriété  relative  de 
donner  des  produits  égaux  quand  on  les  multiplie  par 
un  même  nombre. 

La  fraction  constante  en  valeur,  sinon  en  forme,  dont 
la  multiplication  par  R  reproduit  ainsi  le  nombre  (4)?  se 
nomme  le  résultat  de  la  combinaison  des  fractions 
données  (5)  par  les  mêmes  additions  et  soustractions, 
et  se  représente  par  le  signe  habituel 

n'       n^  _^_  n!"  ^ 
d       d'       W' 

Pour  en  trouver  une  forme,  il  suffit,  comme  on  Ta  vu 
implicitement  ci-dessus,  de  réduire  les  fractions  pro- 
posées au  même  dénominateur,  puis  de  construire  la 
fraction  ayant  ce  dénominateur  commun  avec  la  somme 
ou  diilérence  analogue  des  numérateurs  des  fractions 
transformées  pour  numérateur. 

9.  Si  les  opérations 
sont  possibles,  le  résultat  de  la  dernière,  égal  évidem- 


ment à 

,  n'  n! 
'dTd 


E  -TT-ii» 


peut  ainsi  s'obtenir  en  multipliant  E  par  la  fraction 
unique  -p-^-  Cette  dernière,  dont  la  loi  de  formation  est 
évidente,  s'appelle,  par  convention,  le  produit  des  frac- 


n'    n' 
tiens  ^,^. 


Cette  définition  conduit  immédiatement  à  celle,  plus 
générale,  du  produit  y^-rr/vr— -  des  fractions  -.n  -p,"» 
^)  •  •  •  douné<:s  en  nombre  quelconque. 
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10.  Etant  données  deux  fractions  quelconques 


N       n 


dont  cependant  la  seconde  n'a  pas  o  pour  numérateur, 
il  en  existe  certainement  quelque  autre  dont  le  produit 
par  la  seconde  (9)  régénère  la  première. 

En  appelant  x^j  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  fraction  cherchée,  on  veut  avoir 

nx  _  N 

La  multiplication  simultanée  des  deux  membres  par 
-  9  fraction  qui  existe  certainement  h  cause  de  n  non  =  o, 
doune,  apr&s  réduction  du  premier  (9),  (6), 

fraction  qui,  d'ailleurs,  satisfait  évidemment  à  la  con- 
dition voulue  et  qu'on  nomme  le  quotient  de  la  division 

.    N  n 

der^par-^. 

11.  Une  même  combinaison  quelconque  des  opéra- 
tions élémentaires  ci-dessus  définies,  exécutée  d'abord 
sur  des  fractions  données,  puis  sur  d 'autres  quelconques 
qui  leur  sont  respecti^/ement  égales,  donne  deux  ré- 
sultats qui  sont  toujours  égaux  entre  eux. 

En  d'autres  termes,  la  valeur  du  résultat,  sinon  sa 
forme,  dépend  exclusivement  des  valeurs  des  données 
et  nullement  de  leurs  formes. 

L'exactitude  de  cette  observation  générale  se  vériGe 
sans  peine;  jointe  à  quelques  remarques  particulières 
faites  antérieurement,  elle  attribue  à  chaque  fraction,  au 
point  de  vue  de  ce  que  nous  en  avons  appelé  sa  valeur, 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  'i^9  ) 
une  individualité  constante  indépendante  de  ]a  Jbrme 
qu^elle  peut  revêtir. 

12.  Si  Rentier  R  est  le  résultat  d'un  ensemble  donné 
quelconque  d'opérations  arithmétiques  exécutées  sur 
les  entiers  e\  ë' ^  ...  [additions,  multiplications,  sous- 
tractions et  divisions,  ces  dernières  essentiellement  sup- 
posées possibles),  le  résultat  des  opérations  Jictiifes  de 
noms  identiques  dans  la  théorie  des  fractions,  exé- 
cutées parallèlement  sur  les  fractions  correspondantes 

_,  —,  ...  sera  précisément  la  fraction  —  (sous  cette 

forme  ou  sous  une  autre). 

Pour  effectuer  un  calcul  arithmétique  quelconque  sur 
des  entiers,  on  pourra  donc  tout  aussi  bien  :  i°  prendre 
ceux-ci  pour  numérateurs  de  fractions  ayant  toutes  i 
pour  dénominateur  commun;  2®  substituer  au  calcul 
proprement  dit  donné  le  calcul  fictif  de  même  déno- 
mination exécuté  sur  ces  fractions  ;  S'*  chercher  le  numé- 
rateur du  résultat  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

C'est  cette  double  substitution  de  nombres  fraction- 
naires aux  nombres  entiers,  d'opérations  fractionnaires 
à  celles  de  l'Arithmétique,  que  Ton  opère  à  chaque  in- 
stant dans  les  calculs,  et  cela  d'une  manière  qui  devient 
bientôt  inconsciente.  Comme  une  division  de  fractions 
est  toujours  praticable  [quand  le  numérateur  du  divi- 
seur n'est  pas  nul  (10)],  cette  assimilation  procure  en 
théorie  l'immense  avantage  qn  aucune  division  impos- 
sible ne  peut  désormais  entrat^er  la  transformation 
d 'un  groupe  d  *  opérations  données  en  tel  autre  équiifa- 
lent  qui  faciliterait  la  conception  et  la  généralisation 
des  résultats  auxquels  conduit  l'étude  de  la  question 
traitée. 

Un  autre  avantage,  également  très  appréciable,  con- 
siste en  ce  qu'o/i  peut  à  ^folonté  subilituer  l'une  à 
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l'autre  la  multiplication  et  la  division,  à  cause  de 

d'   ci"        d"n      ^'"^ 

13.  D'après  tout  cela,  les  combinaisons  opératoires 

n'        n' 

des  fractions  -j,  >   -si  •••  n\fec  des  entiers  e',  ef\  ... 

seront  les  combinaisons  fractionnaires  homonymes  de 
toutes  les  fractions 

n'       n"  e'       e" 

De  très  légères  modifications  dans  les  énoncés  per- 
mettent alors  d^éviter  toute  allusion  au  dénominateur  i 
à  apposer  sous  les  entiers  e! ^  e^',  . . .  pour  les  transformer 
en  fractions,  et  de  créer  le  langage  propre  aux  combi- 
naisons de  cette  espèce.  Dire,  par  exemple,  qu*o/i  mul- 
tiplie ou  qu'on  dii^ise  -%  par  e  en  multipliant  le  numé- 
rateur ou  le  dénominateur  par  <?,  c'est  énoncer  dans  ce 
langage  spécial  ces  faits  résultant  de  ùos  définitions, que 

le  produit  et  le  quotient  de  -i  par  -  sont 

n,e  ^  ne  '^-  *  _   '^ 

fî.  i  ~   d  d.e  '^  de 

La  fraction  —.  est  dite  nulle  parce  que  sa  forme  réduite 
est  ->  que  Ton  convient  d'identifier  à  son  numérateur  o. 

14.  Les  nombres  fractionnaires  et  les  entiers,  ceux-ci 
assimilés  aux  premiers,  comme  nous  venons  de  l'expli- 
quer, sont  confondus  sous  le  nom  de  quantités  ou  nom- 
bres absolus,  quand  on  les  oppose  aux  quantités  fictives 
dont  nous  parlerons  dans  le  paragraphe  suivant,  de  quan- 
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tiiés  ou  nombres  co/nmensurabtes,  par  opposition  à  celles 
cjuî  seront  étudiées  dans  le  prochain  Chapitre. 

A  la  théorie  sommaire  que  nous  venons  d'en  présenter 
nous  ajouterons  seulement  les  observations  générales 
qui  suivent  : 

I.  Pour  qu'un  produit  de  pareilles  quantités  soit 
nul,  il  est  nécessaire  et  sujffisant  que  l'un  au  moins  des 

facteurs  le  soit  lui-même. 

Il  faut  effectivement  et  il  suffit  que  Tenlier  servant 
de  numérateur  au  produit  soit  nul  et^  par  suite,  que 
quelques*uns  des  numérateurs  des  facteurs  dont  il  est  le 
produit  (9)  le  soit  lui-même. 

II.  Quand  le  diviseur  est  nul,  mais  non  le  dis^idende, 
la  division  est  impossible.  Quand  ils  s'évanouissent  tous 
deux,  le  quotient  est  absolument  indéterminé. 

III.  Une  quantité  non  nulle  quelconque  étant  don- 
née  y  on  peut  toujours  en  assigner  d^  autres  qui  lui  soient 
inférieures.  Pour  en  obtenir  de  telles,  il  suffit  effective- 
ment d'augmenter  arbitrairement  le  dénominateur  de 
la  proposée  ou  bien  de  diminuer  son  numérateur  quand 
il  est  >  I. 

IV.  Entre  deux  quantités  inégales  on  peut  en  in^ 
sérer  d'autres  dont  deux  consécutives  quelconques 
aient  une  différence  inférieure  à  telle  quantité  qu'il 
aura  plu  de  choisir.  Plus  brièvement  :  le  passage  de 
Vune  à  Vautre  peut  s^ effectuer  par  des  variations  suc- 
cessives aussi  faibles  quon  le  veut. 


(A).  Notre  conception  des  fractions  abstraites  n'a  d'ailleurs 
rien  de  gênant  dans  la  théorie  générale  des  mesures  des  gran- 
deurs concrètes. 

Pour  que  des  grandeurs  d'une  même  espèce  donnée  (ou  lon- 
gueurs, ou  aires,  ou  volumes,  ou  temps,  elc.)  soient  suscepli- 
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bles'  d'être  comparées  numériquement,  il  faut  que,  pour  elles, 
on  ait  pu  définir  : 

Végalité  de  deux  d'entre  elles  (possibilité  de  leur  coïnci- 
dence); 

La  somme  de  plusieurs  (résultat  de  leur  juxtaposition  exté- 
rieure); 

V inégalité  de  l'une  à  l'autre; 

U excès  d'une  quelconque  sur  une  plus  petite  (reste  d'une 
ablation ),  tous  ces  mots  étant  ainsi  pris  dans  un  sens  essentiel- 
lement physique  et  non  arithmétique). 

Jl  faut  en  outre  être  autorisé  à  affirmer  : 

Que  toute  relation  d'égalité  ou  d'inégalité  existant 
entre  une  première  et  une  seconde  d'une  part ^  entre  celle- 
ci  et  une  troisième  d'autre  part,  subsiste  entre  la  première 
et  la  troisième; 

Qu'en  en  combinant  plusieurs  par  voie  d'additions  et 
soustractions  consécutives,  le  résultat  est  indépendant  tant 
de  l'ordre  suivi,  que  des  groupements  qu'on  a  pu  opérer 
préalablement  entre  elles  en  exécutant  partiellement  ces 
additions  et  soustractions  ; 

Qu'une  quelconque  est  sécable  en  tout  nombre  n  de  par- 
ties égales  entre  elles,  c^est-à-dire  qu'on  peut,  au  moins 
théoriquement  y  en  construire  la  n^^"^^  partie; 

Que  le  résultat  de  toute  combinaison  de  plusieurs  par  les 
procédés  ci-dessus  mentionnés  reste  égal  à  ce  qu'il  était 
auparavant,  quand  on  remplace  ces  grandeurs  par  d'au- 
tres qui  leur  sont  respectivement  égales,  par  exemple  que 
les  /i'*'««*  parties  de  deux  grandeurs  égales  le  sont  aussi 
l'une  à  l'autre;  etc. 

Les  théorèmes  fondamentaux  qui  suivent  sont  des  consé- 
quences immédiates  de  ces  définitions  et  axiomes  : 

(B).  Quand  deux  grandeurs  sont  sécables  respectivement 
en  m,  n  fragm.ents  tous  égaux  entre  eux,  elles  le  sont 
aussi  en  A'|jl,  Arv,  si  l'on  a  représenté  par  \l,  v  les  quotients 
des  entiers  /w,  n  divisés  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur et  par  k  un  entier  tout  à  fait  arbitraire.  Inversement, 
si  elles  le  sont  en  M,  N,  on  aura  nécessairement 

k  désignant  maintenant  quelque  entier  assignable. 
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Quand  deux  grandeurs  similaires  sonl  comme nsurabl es , 
c'est-à-dire  susceptibles  de  quelque  pareil  mode  de  section  si- 
multanée, on  peut  donc  effectuer  cette  section  d'une  infinité 
d'autres  maniérés.  Mais  les  fractions  abstraites  qui,  dans 
chaque  mode^  ont  pour  numérateur  et  pour  dénominateur 
les  nombres  de  fragments  de  la  première  grandeur  et  de 
la  seconde  respectivement,  sont  toutes  égales  entre  elles 
(6);  de  plus,  les  termes  d'une  fraction  quelconque  égale  à 
celles-ci  fournissent  les  nombres  caractéristiques  d'un 
mode  de  section  simultanée  semblable  qui  est  essentielle- 
ment réalisable. 

La  valeur  commune  de  toutes  ces  fractions  est  par  défini- 
lion  le  rapport  de  la  première  grandeur  à  la  seconde  ;  pour  la 
forme  du  rapport,  on  prendra  de  préférence  celle  qui  est  irré- 
ductible (6). 

(G).  Si 


m        m        m" 

— r  '     ■"  »  '     — ^  y 
n         n         n 


sont  les  rapports  de  plusieurs  grandeurs  à  une  même 
autre  y  la  fraction  abstraite,  résultat  des  additions  et 
soustractions  arithmétiques 


m  _^  m    _,    m 
n'  ~'  n'        n" 


est  précisément  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  ré- 
sultat des  opérations  physiques  de  mêmes  noms,  exécutées 
parallèlement  sur  les  premières. 

Supposons  d'abord  égaux  entre  eux  tous  les  dénominateurs 
«',  n',  n*,  ...  et  soit  n  leur  valeur  commune.  Les  première, 
deuxième,  troisième,  ...  grandeurs  sont  des  sommes  physi- 
ques de  /i*^*"*"  parties  de  la  dernière,  prises  en  nombres  égaux 
à  m',  m",  m*,  . . .  respectivement.  Le  résultat  des  additions  et 
soustractions  physiques  à  exécuter  sur  les  premières  grandeurs 
considérées  est  donc  égal  à"  une  somme  de  /i'^"**  parties  de  la 
dernière  prises  en  nombre  égal  à  m'db //i'^  m^zt... ,  puisque, 
pour  l'exécution  de  pareilles  opérations,  on  admet  l'indifférence 
tant  de  l'ordre  de  succession  des  grandeurs  que  des  groupe- 
ments partiels  qu'on   peut  en    faire   préalablement   (A).    En 
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d'autres  lerines,  la  fraclion  abstraite 


est  bien  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  résultat  des 
opérations  physiques  exécutées  sur  les  premières. 

Le  cas  où  les  dénominateurs  sont  inégau^L  se  ramène  immé- 
diatement à  celui-ci  par  la  substitution  aux  formes  données 
des  rapports  (6),  de  celles  où  ils  oiTrent  même  dénominateur 
(7),(B),  (8). 

(D),  Si  les  rapports  de  deux  grandeurs  à  une  même  troi- 
sième sont 

m!       m' 

■^T'    Tir 

respectivement,  celui  de  la  première  à  la  seconde  est  le 
quotient  obtenu  en  divisant  la  première  de  ces  fractions 
abstraites  par  la  seconde, 

A  ces  deux  rapports  on  peut  (B)  donner  aussi  les  formes 

m'n"       m"  n! 


Ainsi  donc  la  section  physique  de  la  première  grandeur  en 
m! n'  parties  égales,  de  la  seconde  en  m" /i' (et  aussi  de  la  troi- 
sième en  /l'/i')  donnera  des  fragments  tous  égaux  les  uns  aux 
autres.  Le  rapport  de  la  première  à  la  seconde  est  donc 


m  n 


c'est-à-dire  précisément  le  quotient  dont  il  s'agit  (10). 

A  cause  de  cela,  le  même  mot  rapport  est  appliqué  aussi,  en 
Arithmétique  pure,  à  la  désignation  du  quotient  de  la  division 
de  deux  fractions  abstraites. 

(E).  Cette  individualité  constante  des  rapports  de  plusieurs 
grandeurs  similaires  à  une  même  autre  commensurable  avec 
elles  toutes,  ce  parallélisme  parfait  entre  l'addition,  la  sous- 
traction arithmétiques  de  ces  rapports  et  les  opérations  homo- 
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nyines  exécutées  physiquement  sur  les  grandeurs  correspon- 
dantes, conduisent  à  adopter  un  môme  étalon  et  à  spécifier 
mathématiquement  toutes  les  grandeurs  commensurables  avec 
lui,  parles  fractions  arithmétiques  constituant  leurs  divers  rap- 
ports à  rétalon  choisi. 
Comme  toute  grandeur  égale  à  Tétalon  a  avec  lui  le  rapport 

-,  il  sera  spécifié  lui-même  par  cette  fraction,  ou  bien  par 
rentier  i  en  vertu  de  Tidentifîcation  conventionnelle  de  la  frac- 
lion  —  avec  rentier /i  (13).    D'où  le   nom   d*M/itV^  (concrète) 

donné  à  Tétalon,  celui  de  mesure  d*une  grandeur,  à  son  rap- 
port avec  rétalon. 

(F).  Si  à  l'étalon  primitivement  choisi  on  en  substitue 
un  autre  ayant  \t.  pour  mesure  {relativement  à  lui),  les 
grandeurs  qui  étaient  mesurées  par  les  fractions  jx',  (x*, 
yJ",  , . .  le  seront  par  les  quotients 

ix'rjx,    iiTiii,    jx-^rix,    ...,    (D). 

L'extension  de  la  notion  de  rapport,  à  deux  grandeurs  qui, 
théoriquement  ne  sont  pas  commensurables,  par  suite  la  gé- 
néralisation complète  de  celle  de  mesure,  exigerait  sur  les 
nombres  abstraits  commensurables  quelques  développements 
qui  sortiraient  du  cadre  naturel  de  cette  Note.  Pratiquement 
d'ailleurs,  deux  grandeurs  similaires  sont  toujours  commensu- 
rables; car,  pour  nos  sens,  toute  grandeur  est  une  somme  de 
quelques  autres  égales  entre  elles,  pourvu  que  la  petitesse  de 
celles-ci  rende  imperceptible  toute  grandeur  moindre. 


SUR  DEUX  THÉORÊMBS  CURIEUX  SIGNALÉS  PAR  N.  POINGARÉ; 

Par  m.  ANDRADEZ. 


Dans  deux  Notes  des  Comptes  rendus  (années  1887 
et  1888),  M.  Poîncaré  a  entrepris  de  démontrer  Texis- 
tenee  des  fonctions  fondamentales  sur  lesquelles  repose 
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la  solution  du  problème  du  refroidissement  d'un  corps 
isotrope  plongé  dans  un  milieu  indéfini  ayant  une  tem- 
pérature donnée,  o**  si  Ton  veut. 

A  chacune  de  ces  fonctions  U  se  rattache  un  coefficient 
positif  K,  qu'on  peut  définir  de  la  manière  suivante  : 

F  désignant  une  fonction  de  point  définie  à  l'intérieur 
du  corps,  si  Ton  se  donne  l'intégrale  de  volume  /F*//t  ; 
par  exemple,  si  l'on  fait  fF^  c?t  =  i ,  puis  si  l'on  cherche 
le  minimum  de  Pintégrale  composée 

dont  la  première  est  étendue  à  la  surface  du  corps  et  la 
seconde  à  son  volume  et  dans  laquelle  h  est  la  constante 
positive  qui  dépend  du  pouvoir  émissif  du  corps  et  qui 
détermine  le  flux  de  chaleur  à  la  surface  de  ce  corps, 
on  trouve  immédiatement,  par  la  règle  d'Euler,  que  la 
fonction  Ui  qui  réalise  ce  minimum  satisfait  aux  équa- 
tions suivantes  (notations  ordinaires  du  potentiel) 

IAL'i  -H  Kl  Ui  =  o,         en  chaque  point  du  volume, 
-r— î -H    /iUi  =  o,         en  chaque  point  delà  surface, 

et  la  constante  K|  est  le  minimum  de  T intégrale  com- 
posée étudiée. 

Voici  maintenant  la  loi  de  récurrence  qui  donne  les 
fonctions  des  divers  ordres  U| ,  U,, . . .  ,Ui. 

Les  fonctions  précédentes  étant  supposées  formées,  on 
envisage  une  fonction  P  assujettie  aux  conditions  sui- 
vantes 

/F*rfx  =  i,        /FUie/x  =  o, 

/FU,c?T  =  o,         ...,         /FU/_,rfT  =  o; 
la  fonction  F,  pour  laquelle  l'intégrale   composée  (i) 
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sera  mlnima,  est  la  nouvelle  fonction  U|  qui  vérifie  encore 

les  équations 

iAU,-4-K/U/  =  o, 
»   on 

dans  lesquelles  K/  désigne  encore  le  minimum  cherché. 

Il  résulte  de  là  que  les  K|-  vont  en  diminuant,  quand 
leur  ordre  i  croit.  M.  Poincaré  a  de  plus  démontré  qu'ils 
décroissent  indéfiniment. 

Sa  démonstration,  fondée  d'abord  dans  le  cas  d'un 
solide  convexe  et  de  h  =  o,  sur  une  transformation  d*in- 
tégrale  multiple  et  sur  une  nouvelle  définition  de  K^, 
s'étend  au  cas  d'un  corps  quelconque  par  une  décompo- 
sition de  ce  corps  en  solides  convexes,  et  le  théorème, 
étant  démontré  pour  /i  =  o,  a  lieu  a  fortiori  dans  le  cas 
général . 

Enfin,  après  avoir  établi  ce  beau  résultat,  l'auteur 
énonce  deux  théorèmes  ejctrêmement  curieux  :  l'un  pour 
servir  au  calcul  d'une  limite  supérieure  de  K/^  dans  le 
cas  général  de  h  quelconque,  Tautre  pour  servir  au  cal- 
cul d'une  limite  supérieure  de  K2,  dans  le  cas  de  h  =  o. 

Voici  des  démonstrations  fort  simples  de  ces  théo- 
rèmes : 

Théorème  (sur  une  limite  de  K„).  — Soient  n  indé- 
terminées a,,a2, .  •  .,a/},  e^  n  fonctions  arbitraires  F|, 
F2,  .  .  . ,  F„,  0/1  posa 

F  =aiF,-+-..,M-a„F;„ 
pais 

j°:51./[(-)v(|!)v(S)> 

puis  on  considère  Informe  i/uadr(Ui(/ue  des  a 
A       ÀB. 
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dont  on  égale  le  discriminant  à  zéro;  5/  X|,  X,^ . .  • ,  A„ 
sont  les  racines  de  ce  discriminant  rangées  par  ordre 
de  grandeurs  croissantes,  on  aura  généralement 

X/>A7. 

Démonstration.  —  Considérons  la  forme  A  —  XBqui 
est  définie  positive  pour  X  -<  i< ,  quia  un  carré  soustractif 
pour  )^|<^X  <<)v2,  qui  a  deux  carrés  soustractifs  pour 
X2<^  X  <^  )vj,  ...  -,  donnons  à  X  la  valeur  X|-+-  e,  la  forme 
A  — XB  sera  décomposée  ainsi  en  carrés  indépendants 

-Pi-Pî-...-P/+P,V,  +  P?,,  +  ...  +  P«. 

Or,  d'après  une  remarque  bien  connue  sur  les  formes 
qftadratiquesy  nous  pourrons  donner  à  la  forme  une  valeur 
négative,  tout  en  satisfaisant  aux  relations  linéaires  sui- 
vantes, au  nombre  de  /  —  1 , 

/FU,t/T  =  o, 

7 

fFVidz  =  o. 

On  a  donc,  pouiX  =  Xh-  e  et  pour  des  valeurs  convena- 
bles des  a, 

A  — (X/+e)B<o; 

d'autre  part,  à  cause  des  relations  (2),  on  a,  par  la  défi- 
nition même  de  K,-, 

A  — K,B>o. 

On  déduit  de  ces  deux  inégalités 

X/-i-e>K/ 
et,  par  suite, 

X/>  K/.  c.  Q    F.  D. 

Théorème  (sur  une  limite  de  Kj,  quand  A  =  o).  — 
Si  l'on  considère  trois  fonctions  m,  ç>,  iv,  assujetties  seu- 
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lement  à  la  surface  du  corps  à  vérifier  la  relation 

(3)  wa-hi^P -h  (VY  =  o 

(ay  ^,  Y,  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface), 


on  aura 


(4)  JA^1±1j±L^>k.. 

Démonstration.  —  Si  nous  nous  donnons 
et  si  nous  égalons  à  zéro  la  variation  de 

en  tenant  compte  de  la  relation  (3),  nous  trouvons  sans 
difficulté  pour  les  fonctions  u\  t^,  w^,  qui  donnent  le  mi- 
nimum de  rintégtale  précédente,  la  condition 

,  .  ,  o         au'       dw'       dw'       ,         ,     ,. 

après  avoir  pose  î>  =  y — h  -r — h  -r— ,  c  est-a-dire 

X  étant  une  constante,  ce  qui  montre  que  S  satisfait  aux 
équations 

IASh-XS  =  o,         à  l'intérieur  du  corps, 
j—  =  o,  a  Ja  surlacc  du  corps, 
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Cl  alors,  dans  ce  cas  du  minimum,  le  numérateur  du  pre- 
mier membre  de  (4)  «st  précisément  X. 

En  tenant  compte  des  relations  (5)  et  (6),  on  peut 
encore  dire  qu'on  aura 

pendant  que 

(8)  /S«rfT=X, 

et  pendant  qu'en  même  temps  ^S  dx=  o.  Cette  dernière 
se  déduit  du  théorème  de  Green  et  de 

/AS  (h  =  o,  — -  =  o. 

an 

On  déduit  alors  de  (7)  et  (8)  et  de  la  déGnition  de  Kj 

X  >  Kj, 

A  étant  le  minimum  du  premier  membre  de  (i).  L'iné- 
galité (4)  en  résulte  doue  a  yb/7/ori.  c.   Q.   F.   D. 


PUBLICATIONS  RÉCENTES. 


Traité  d'Analyse;  par  If*  Laurent.  T.  III  :  Calcul  intégral.  Inté- 
grales définies  et  indéfinies.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils;  1888. 
In-8'>  de  5i2  pages,  avec  figure»  dan»  le  texte.  Prix  :  13''. 

La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux  constructions; 
par  Maurice  Lévy,  membre  de  rin»titut.  2*  édition.  IV*  Partie  :  Ou- 
vrages en  maçonnerie.  Systèmes  réticulaires  à  lignes  surabondantes. 
Index  alphabétique  des  quatre  Parties.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils; 
1888.  Gr.  in-8<>  de  x-35o  pages,  avec  figures  dans  le  texte  et  un  atlas 
de  4  planches.  Prix  :  i5^'. 

Procédés  de  reproduction  des  dessins  par  la  lumière  ;  par  B. 
Colson,  capitaine  du  génie.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils;  1S88.  In-i8 
Jésus  de  vi-32  pijpcs.  Prix  :  I'^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  11'  ) 

Cours  d'Analyse  de  l'École  Polyteciinioue;  par  Ch.  Sturm^  revu 
et  corrigé  par  E.  Prouhet  et  augmenté  de  la  Théorie  élémentaire 
DES  fonctions  ELLIPTIQUES^  p^T  H.  Laurent.  9*  édition,  mise  au  cou- 
rant des  nouveaux  programmes  de  la  licence;  par  A.  de  Saint-Ger- 
main, professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  Paris,  Gauthier-> 
Villars  et  Fils;  1888.  a  vol.  in-8»  de  xxxii-563  et  x-657  pages,  avec 
figures  dans  le  texte.  Prix  :  i4''. 

Éléments  de  Calcul  infinitésimal;  par  Duhamel,  4*  édition, 
revue  et  annotée  par  /.  Bertrand,  membre  de  l'Institut.  Paris,  Gau- 
thier-Villars  et  Fils;  1888.  a  vol.  in-S"  de  XXI1008  et  xvi-536  pages, 
avec  7  planches.  Prix  :  i5''. 

Éléments  de  Géométrie,  conformes  aux  derniers  programmes  offi- 
ciels, renfermant  un  grand  nombre  d'exercices  classés  par  paragraphes, 
et  suivis  d'un  Complément  a  l'usage  des  élèves  de  Mathématiques 
élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions  sur  le 
Lever  des  plans  et  le  Nivellement  ;  par  Eugène  Bouché  et  Ch.  de 
Comberousse.  4*  édition,  entièrementrefondue.  Paris,  Gauthier- Villars 
et  Fils;  1888.  In-8»  de  xl-6o4  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  6''. 

Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme;  par  J.  Clerk  Majcwell, 
professeur  de  Physique  expérimentale  à  l'Université  de  Cambridge. 
Traduit  de  l'anglais  sur  la  2*  édition  par  G.  Séligmann-Lui,  ingénieur 
des  Télégraphes  ;  avec  Notes  et  Éclaircissements  par  Cornu,  Potier 
et  Sarrau.  T.  II.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils;  1889.  Gr.  in-S' de 
65a  pages,  avec  figures  et  planches  dans  le  texte.  Prix  :  i5''. 

Traité  des  Fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications;  par 
G.^H.  Halphen,  membre  de  l'Institut.  2"  Partie  :  Applications  à  la 
Mécanique,  à  la  Physique,  à  la  Géodésie,  à  la  Géométrie  et  au  Calcul 
intégral.  Paris,  Gauthier-Villars  et  Fils.  Gr.  in-8»  de  6.09  pages,  avec 
figures  et  planches  dans  le  texte.  Prix  :  20''. 

La  Photographie.  Traité  théorique  et  pratique;  par  A.  Davanne. 
T.  I:  Notions  élémentaires.  Historique.  Epreuves  négatives.  Principes 
communs  à  tous  les  procédés  négatifs.  Épreuves  sur  albumine,  au 
collodion,  sur  gélatinobromure  d'argent,  sur  pellicule  et  sur  papier. 
T.  II  :  Épreuves  positives  aux  sels  d'argent,  de  platine,  de  fer,  de 
chrome.  Épreuves  par  impressions  photo-mécaniques.  Les  couleurs  en 
photographie.  Épreuves  stéréoscopiques.  Projections,  agrandisse- 
ments, micrographie.  Réductions,  épreuves  microscopiques.  Notions 
élémentaires  de  Chimie.  Vocabulaire.  Paris,  Gauthier-Villars et  Fils; 
1888.3  vol.  gr.  in-8'de  viii-'^e-  et  xiv-573  pages,  avec  figures  et  planches 
dans  le  texte.  Prix  :  82''. 

Œuvres  de  Laoranoe,  publiées  par  les  soins  de  M.  Gaston  Dar- 
boux,  sous  les  auspices  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique. 
T.  XI  :  Mécanique  analytique,  avec  Noies  âc  J.  Bertrand  cl  G.  Dar- 
boux  (!'•  Partie.)  Paris,  Gaulhier-Villars  et  Fils;  1888.  In-'i"  de  xxn- 
5o2  pages.  Prix  :  20^'. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(    4i2    ) 

Hbcueil  D'exercices  sur  la  Méganique  rationnelle,  à  l'usage  des 
candidats  à  la  Licence  et  à  l'agrégation;  par  A,  de  Saint-Gerniain, 
doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  a*  édition,  entièrement 
refondue.  Paris,  Gauthier-Villarset  Fils;  1889.  In-S»  de  x-56o  pages, 
avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  9''5o. 

Traité  de  Cinématique,  à  l'usage  des  candidats  à  la  Licence  et  à 
l'Agrégation  ;  par  E.  Villié,  ancien  ingénieur  des  mines,  professeur 
à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille.  Paris,  Gauthiei^Villars  et  Fils; 
1888.  In-8»  de  viii-a75  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  7'%5o. 
Manuel  pratique  de  Cristallographie  ;  par  G.  Wyrouboff.  Paris, 
Gauthier-Villars  et  Fils;  1889.  In-8** de  xi  1-344  pages,  avec  figures  dans 
le  texte  et  planches  en  taille  douce.  Prix  :  la''. 

Introduction  a  l'étude  de  la  Thermodynamique  ;  par  R.  Blondlot, 
professeur  adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  Fils;  1888.  Gr.  in-80  de  x-iia  pages,  avec  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  3'',5o. 

Cours  de  Trigonométrie;  par  Ch,  Vacquant,  inspecteur  général 
de  l'Instruction  publique,  et  A.  Afacé  de  Lépinay,  professeur  de  Ma- 
thématiques spéciales  au  lycée  Henri  IV.  i**  Partie,  destinée  aux 
élèves  de  Mathématiques  élémentaires,  aux  élèves  de  cinquième  année 
d'Enseignement  spécial  et  aux  candidats  aux  Écoles  du  gouverne- 
ment, a"  Partie,  destinée  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  a*  édi- 
tion, revue  et  corrigée.  Paris,  G.  Masson;  1888. 

Cours  d'Arithmétique,  par  A.   Tartinville,  professeur  au  lycée 

Saint-Louis.  Paris,  Nony  et  C'";  1889.  In-S"  de  5i5  pages.  Prix:  5''. 

Mathématiques  et  Mathématiciens.  Pensées  et  curiosités,  recueillies 

par   A.   Rebière,  Paris,   Nony   et  C";    i883.   In-8'>  de   a8i    pages. 

Prix  :  3'',5o. 

Traité  élémentaire  d'Électricité,  avec  les  principales  appli- 
cations; par  R.  Colson,  capitaine  du  génie,  a*  édition,  Paris,  Gau- 
thier-Villars et  Fils.  In-i8  jésus  de  xiv-aao  pages,  avec  figures  dans 
le  texte.  Prix  :  3'',  75. 

Les  Étoiles  filantes  et  les  Bolides  ;  par  Félix  Hément,  inspec- 
teur général  honoraire  de  l'Instruction  publique.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  Fils,  1888.  Petit  in-S"  de  vi-108  pages,  avec  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  a'',  5o. 

Annuaire  pour  l'an  1889,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes, 
contenant  les  Notices  suivantes  :  Sur  les  quatre  sessions  de  l'Asso- 
dation  geodésique  internationale  à  Paris,  Berlin,  Nice  et  Sais- 
bourg;  par  //.  Faye,  —  Sur  la  mesure  des  masses  en  Astronomie; 
par  F.  Tisserand,  —  Une  expédition  au  massif  du  mont  Blanc; 
par  y.  Janssen.  —  Une  ascension  au  pic  de  Ténériffe;  par  Bou- 
quet de  la  Grye.  —  Discours  prononcé  à  l'inauguration  de  la  sta- 
tue d'Ampère  à  Lyon;  par  A.  Cornu.  —  Revue  des  principaux 
travaux  du  Bureau  des  Longitudes  en   1888;  par  le  Secrétaire. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(4i3) 

In-i8  de  ix-83o  pages,  avec  deux  cartes  magnétiques.  Paris,  Gau- 
tliier-Villars  et  Fils,  1889.  Prix  :  broché,  1'',  5o;  cartonné  a''. 

Mbthodik  der  sTETiasN  Déformation  von  zweiblaettrigen  Rie- 
mann'schen  Flaechen.  Bin  Uebungsbuch  fOr  den  geometrischen  Theil 
der  Funktionentheorie;  von  Fritz  Uofmann,  Mit  in  der  Text  einge- 
druckten  Figuren.  Halle  a.  S.,  Louis  Nebert,  1888.  In-8»  de  vi-5o  pages. 

R1VI8TA  Di  Artiglieria  b  Genio.  Aprile.  Volume  II.  Rome,  Comi- 
tato  di  Artiglieria  e  Genio,  1888.  In-8<>  de  i36  pages. 

Annales  de  la  licence  es  sciences  (  mathématiques,  physiques,  na- 
turelles). Session  de  Juillet  1888.  Paris,  Nony  et  G'*;  1888.  In-18  de 
36  pages.  Prix  :  1''.  5o. 

Dimonstrazionb  della  transqendenza  DEL  NUMERO  ;  par  M.  Mar- 
tone,  professore  di  Matematiche  superiori  nello  Istituto  di  Catan- 
zaro.  Napoli,  Angelo  Trani,  1888.  In-8»  de  3a  pages. 

Éléments  de  Statique  graphique;  par  E.  Bouché.  Ouvrage  fai- 
sant partie  de  I'Encyclopédie  des  travaux  publics  fondée  par  M.  C. 
Lechalas,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées.  Paris,  Bau- 
dry,  1889.  Gr.  in-8*>  de  xvi-a84  pages,  avec  107  figures  dans  le  texte. 
Prix  :  ia'',5o. 

TIRAGES  A  PART. 

Questions  diverses  sur  la  géométrie  du  triangle;  Questions  di- 
verses sur  la  nouvelle  géométrie  du  triangle;  Notes  sur  diverses 
questions  de  la  géométrie  du  triangle;  De  la  mesure  de  la  sim- 
plicité dans  les  Sciences  mathématiques;  par  M.  E.  Lemoine.  Ex- 
traits du  Bulletin  de  r Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences;  1886,  1887  «'  »888. 

Essai  sur  la  Géométrie  des  figures  imaginaires;  par  M.  G.  Tarry. 
Extrait  du  Bulletin  de  rAssociation  française  pour  l'avancement 
des  Sciences;  1887. 

Premier  inventaire  de  la  géométrie  du  triangle;  par  M.  E.  Vi- 
OARiÉ.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement des  Sciences;  1887. 

Quelques  questions  se  rapportant  à  l'étude  des  antiparallèles 
des  côtés  d'un  triangle;  par  M.  E.  Lemoine.  Extrait  du  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France;  T.  XVI,  1886. 

Sur  la  convergence  des  intégrales  à  limites  infinies;  par  M.  Pu. 
Gilbert.  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques;  T.  XII^ 
1888. 

Notes  à  propos  du  cercle  des  neuf  points;  Étude  des  points 
inverses;  par  M.  E.  Lemoine.  Extraits  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales  et  élémentaires;  1886  et  1887. 

Note  sur  les  éléments  brocardiens;  par  MM.  E.  Lemoine  et  E. 
ViOARiÉ.  Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires;  1888. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  Hi  ) 

Sur  quelques  courtes  remarquables;  Centre  des  parallèles 
égales  et  points  de  Jérabelle;  par  M.  E.  Vioarié.  Extraits  du  Jour- 
nal de  Mathématiques  élémentaires;  1887. 

Sopra  alcuni  invarianti  simultanei  di  due  forme  binarie  degli 
ordini  h  e  l\  e  sut  risul tante  di  esse;  Merooria  del  socio  Enrico 
d'Ovidio.  Extrait  des  Bendiconti  délia  reale  Accademia  dei  Lincei; 
1887. 

Sulla  simililudine  délie  curve;  Teorema  relativo  aile  linee  di 
curvature  délie  superficie  e  sue  applicazioni.  Memoria  di  Gemi- 
NiANo  PiRONDiNi.  Extraits  des  Annali  di  Matematica pura  ed  appli- 
cata;  1887. 

Sur  la  tension  électrique  suivant  les  lignes  de  force  dans  les 
milieux  diélectriques  ;  Sur  la  théorie  cinétique  des  phénomènes  ca- 
pillaires; par  le  P.  Joseph  Delsaui.x.  Extraits  des  Annales  de  la 
Société  scientifique  de  Bruxelles;  1887-1888. 

De  la  mesure  de  la  simplicité  dans  les  constructions  géométri- 
ques; par  M,  E.  Lrmoinb.  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences;  1888. 

De  la  mesure  de  la  simplicité  dans  les  constructions  mathéma- 
tiques; par  M.  E.  Lemoine.  Extrait  du  Mathésis;  1888. 

Correlazioni  che  mutano  la  quartica  gobba  con  due  flessi  nella 
sviluppabile  dei  suoi  piani  bitangenti;  Su  certi  sistemi  di  quar- 
tiche  e  sestiche  sviluppabili  che  si  presentano  a  proposito  délie 
transformazioni  lineari  di  una  certa  quartica  gobba  in  se  stessa; 
pel  D'  A.  DEL  Re.  Extraits  des  Rendiconti  délia  /?.  Accademia  délie 
Scienze  fis.  e  mat,  di  Napoli;  1887  et  1888. 

Omografie  che  mutano  in  se  stessa  una  carta  curva  gobba 
del  4"  ordine  et  a»  specie  e  correlazioni  che  la  mutano  nello  svi- 
luppabile dei  suoi  piani  osculatori;  pel  D'  A.  del  Re.  Extrait  des 
Atti  délia  /?.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino;  1887. 

A  le  une  proprieta  géométrie  he  che  potrebbero  essere  utili  nella 
teorica  dei  sistemi  di  raggi  luminosi;  Sulla  congruenza  (6,  2) 
délie  rette  che  uniscono  le  coppie  di  punti  omologhi  di  due  quadri- 
che  clie  si  corrispondono  in  una  determinata  omografia  non  as- 
siale  ne  omologica  dello  spazio;  Sur  une  question  élémentaire  de 
Géométrie;  par  A.  del  Re.  Extraits  des  Rendiconti  del  circolo  tna- 
tematico  di  Palermo;  1887  et  1888. 

Ueber  die  Auflôsung  der  algebraischen  Gleichungen  durch 
unendliche  Reihen;  von  Emanuel  Ivanov  in  Sophia.  In-4%  aalogra- 
phié;  1887. 

Sur  les  figures  af finement  variables;  par  M.  J.  Neuberg.  Extrait 
des  Mémoires  delà  Société  royale  des  Sciences  de  Liège;  1889. 

Sur  la  transformation  orthotangentielle  dans  le  plan  et  dans 
l'espace;  par  M.  G.  de  Loxgchamps.  Extrait  du  Bulletin  de  la  Société 
royale  des  Sn'enccs  de  Bohème;  iSSS. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  445  ) 

JVova  de/înizione  délia  curvatura  délie  superficie  e  ste  confronta 
con  qiiella  di  Gauss;  par  M.  K.  Casouati.  Milano;  1889. 


REMARQUES  SUR  LES  SURFACES  GAUCHES; 

Par  m.  E.  GESARO. 


M.  E.  Amîgues  s'est  tout  récemineiil  occupé  (*)  d^ 
l'étude  des  surfaces  gauches,  dont  la  ligne  de  striction 
est  donnée.  Nous  nous  proposons  de  faire  voir  qu'on  peut 
aisément  établir  les  propriétés  signalées  par  M.  Amigues, 
et  une  foule  d'autres  propriétés  des  surfaces  gauches,  au 
moyen  des  méthodes  intrinsèques,  que  nous  avons  dé- 
veloppées à  plusieurs  reprises  dans  ce  Recueil.  11  suffit 
d'employer,  dans  ce  but,  un  système  d'axes  mobiles  le 
long  de  la  ligne  de  striction,  et  coïncidant  à  chaque 
instant  avec  la  tangente,  la  binormale  et  la  normale 
principale  à  cette  courbe.  Si  G  et  G'  sont  les  généra- 
trices de  la  surface,  issues  de  deux  points  consécutifs  M 
et  M'  de  la  ligne  de  striction,  il  est  clair  que  le  trièdre 
formé  par  la  tangente  en  M,  par  G  et  par  la  parallèle  à 
G',  menée  par  M,  est  rectangle  le  long  de  la  troisième 
arête,  et,  par  suite,  si  a,  i,  c  sont  les  cosinus  directeurs 
de  G,  et  a  -h  J^i,  b  -h  dh^  c  ~\-^c  ceux  de  G'  par  rapport 
aux  axes  d^origine  M,  on  a  Sa  =  o.  On  sait  d'ailleurs 
que,  pour  une  direction  quelconque, 

,   ^     ôa         ,      c  tb       j,      c  Se         ,      a       h 

^  ^     as  p  as  r  ds  P^ 

les  accents  servant  à  désigner  les  dérivées  par  rapport  à 
l'arc  s,  Conséquemment,  pour  que  G  soit  la  génératrice 

(  '  )  iMème  Tome,  p.  ■^'j. 
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d'une  surface  gauche,  dont  la  courbe  fonda menlale  (M) 
serait  la  ligne  de  striction,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
ait 

Ci)  «•=^- 

On  voit  par  là  que  la  ligne  de  striction  a  la  propriété 
de  ne  pouvoir  être  géodésique  sans  rencontrer  les  géné- 
ratrices sous  un  angle  constant,  et  réciproquement;  car, 
en  vertu  de  (  2),  c  ne  peut  être  nul  sans  que  a  soit  con- 
stant, et  réciproquement.  En  outre,  il  n'y  a  pas  sur  la 
surface  d'autres  lignes  jouissant  de  la  même  propriété  : 
IcîS  hypothèses  a  =  const.,  c  =  o  entraînent,  en  effet, 
oa  =  o,  ce  qui  caractérise  la  ligne  de  striction.  Les  pro- 
positions qui  précèdent  sont  dues  à  M.  Ossian  Bonnet. 

Cela  étant,  si  l'on  observe  que  la  plus  courte  distance 
de  G  et  G'  est  y/A'-f-  c^  ds,  et  si  Ton  appelle  fK  l'angle 
de  ces  droites,  on  voit  que  le  paramètre  de  distribution 
des  plans  tangents  est 

.  A' 

(3)  : 


D'autre  part,  les  relations 

bùb  -hc^c  =  o,        ûTO»  =  86»  -h  8cî 
donnent 

8^  _  8c  _        f/6        _  ds 
c   '~  b  '^  /6M^  ~  nj  ' 

On  a  donc,  en  observant  (i)  et  (2),  • 

/  /  N     ^'       ^  1  '       c       c  ,  a       b       b 

p  r       m  p        r       Tïï 

Ce  sont  là  les  formules  fondamentales  pour  l'étude  in- 
trinsèque des  surfaces  gauches.  On  en  trouve  sans  peine 
une   interprétation    géométrique  en   observant  que,  si 
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Ton  diminue  de  -  la   torsion  de  (M),  elles  coïncident 

avec  les  conditions  nécessaires  et  sufflsanles  pour  que  la 
direction  considérée  soit  invariable  dans  Tespace. 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  une  géodésique  de 
la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  G  soit  située 
dans  le  plan  rectifiant  de  la  courbe.  On  doit  donc  avoir 
c  =  o  ;  puis  les  formules  (4)  montrent  que  a  et  i  sont 
constants  et  que  l'on  a 

et       b       b 

(5)  -  -t-  -  =  — 

En  particulier,  si  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution,  ct  est  constant.  On  arrive  aux 
mêmes  conclusions  en  partant  derhypothèse  /ï  =  const., 
et  l'on  retrouve  ainsi  un  théorème  énoncé  par  M.  Ami- 
gues  (*).  La  relation  (5)  fournit  aisément  le  moyen  de 
construire  les  surfaces  gauches,  qui  admettent  pour 
ligne  de  striction  une  géodésique.  Celte  construction  a 
été  indiquée  par  M.  Pirondinî  dans  ses  Studii  geome- 
trici  relatwi  specialmente  aile  superficie  gobbe  (^). 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  asymptotique,  il 
faut  et  il  suffit  que  G  soit  dans  le  plan  osculateur,  et, 
par  suite,  que  Ton  ait  6  =  o  -,  puis,  d'après  (4),  rs  z=.  /•, 

et 

,       c             ,           a 
a  =  -,  c  = 

P  P 

Ces  égalités  fournissent  la  construction,  signalée  par 
M.  Catalan  {*),  des  surfaces  gauches  admettant  pour 
ligne  de  striction  une  de  leurs  lignes  asymptoliques. 


(•)  Loc.  cit.,  p.  79. 

(»)  Journal  de  Battaglini,  i885,  p.  3o4. 

('  )  Bulletin  de  la  Société  philo mathique,  18^8. 
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Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  une  ligne  de  cour- 
hure,  il  faut  et  il  suffît  que  la  normale  à  la  surface,  au 
point  M,  engendre  une  surface  développable.  Les  €?qua- 
tions  de  la  normale  sont 

a»  =  o,        6/  -h  C5  =  o, 

et  leur  dérivation  donne 

5  =  p,         bz  —  cy  =  ajs. 

En  éliminant  x^y^  z,  on  obtient  la  condition  clicrcliée 

])e  plus,  le  rayon  de  courbure  de  la  section  nortnale, 
tangente  à  (M),  est 

et  il  est  clair  que  les  courbures  principales  de  la  surface 
sont  liées  par  l'égalité 

d'où  Ton  lire 

a 

puis  R|  Rj  =  —  nï^.  Lors  donc  que  la  ligne  de  striction 
cîst  ligne  de  courbure  de  la  surface,  la  courbure  de 
celle-ci,  le  long  de  la  ligne  en  question,  est  mesurée,  en 
valeur  absolue,  par  le  carré  du  paramètre  de  distribu- 
tion des  plans  tangents. 

L'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  est 

cy  —  bz  =  o, 
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FABRE  (C).  DiK'lour  es  sciomH^s,  nul  «ur  «le  V Aide-Mémoire  de  Pltnto- 
^rap/tic.  -  Traité  encyclopédique  de  Photographie.  4  beau\  volumes 
irrand  in-8,  illustres  do  inKiihnnises  fii^Hiros;  1889-1890. 

Extrait  de  la  Préface 

Le  but  que  nous  nous  proposons  d'aUrindro  en  publiant  notre  Traité 
rfir\clopédique  de  Photographie  e^l  non  sculeincnt  de  faire  connaître  dans 
unis  IcMirs  détails  les  procédés  au  ourd'hui  en  usage,  mais  aussi  de  montrer 
par  quelles  transformations  les  insl  rumen  ts  sont  arrivés  à  la  précision  actuelle 
et  par  quelles  moditicalions  successives  les  méthodes  nouvelles  se  sont 
établies. 

Nous  avons  en  soin  d'adopter  [)our  l'impression  do  ces  résumés  histo- 
riques un  caractère  ty[)0i;raphique  distinct  de  celui  employé  pour  la  des- 
cri|)ti(m  des  procédés  usuels.  A  côté  du  Traite'  jtratique  se  trouvera  doncy 
une  Enn  clopcdie  photot^raphique^  facile  à  consulter  et  dont  la  lecture  sera 
plus  utiie  que  celle  des  <lictionnaires  ou  des  ré[)erloires,  dont  les  articles 
^011 1  classés  sans  ordre  mélliodicpie. 

Notre  Traite  erirrciopédi(/ife  de  Photoi(raphfc  comprend  quatre  volumes  : 

Le  premier  contient  ce  (pii  a  Irait  à  l'histoire  i^énérale  de  la  Photoi^raphie, 
au  /7i/i/e>/c/ commun  aux  principaux  procédés,  et  en  particulier  aux  objectifs: 
nous  consacrons  un  long  chapitre  au  choix  et  au  maniement  de  ces  appa-     • 
relis. 

Dans  le  deuxième  volume,  nous  abordons  l'étude  du  cliché  photographique 
sur  verre  et  autres  supports  de  Vinia^e  nr^ati^T. 

Le  papier  ciré,  l'albumine,  le  collodion  sec  ou  humide,  les  émulsions  au 
«.-(•ton-poudre,  à  la  jrélatino,  etc.,  forment  autant  de  chapitres  s[)éciaux  dans 
lesquels  ces  procédés  sont  soiimeusement  décrits. 

L'obtention  (Iq:^  ima^^cs  positives  est  exposée  dims  le  troisième  volume, 
(pli  contient  depuis  la  description  des  moyens  employés  par  Mepeo  pour 
obtenir  à  la  chambre  noire  la  première  image  photographicpie,  jiis(pi'cuix 
|>rocédés  de  tirages  industriels  usités  de  nos  jours. 

Enfin  les  méthodes  (Xa^j^randissenicnts^  les  a[)[)lications  scientifi(pies  do 
la  Photographie,  les  conniussauc(\s  d(î  Photochimie  utiles  aux  opérateurs^ 
les  hypothèses  émises  sur  la  formation  des  images  photographiques,  font 
r<djjel  du  quatrième  volume. 

Mode  de  publication. 

Le  Traité  encyclopédique  de  Photographie  est  public  en  vingt  livraisons 
<le  5  feuilles  in-H  raisin  (  ^^o  pages),  paiiiissanl  ré^ndièrcnient  le  i5  de  rluique 
nK»is,  depuis  le  i5  juin  iSSç^. 

Cinq  livraisons  formeront  un  volume  de  'fOf  pjir-'es.  La  Table  des  matières  et 
lu  couverture  du  volume  seront  envr)yées  avee  la  ;V  livraison. 

L'ou\Tage  entier  (i!o  livraisons)  se  compo.-era  ainsi  de  (pialre  volumes  de 
4<'0  pajies. 

Si  labondance  des  matit^res  forec  à  fi^ire  des  livraisons  sup|)lénientairos, 
•  ellcs-ri  seront  livrées  gratuitement  aux  souscripteurs. 

Tous  les  trois  ans.  an  Supplément  destiné  a  ea- poser  les  progrès  accomplis 
pendant  cette  période  viendra  cotnplcter  ce  Traité  et  le  maintenir  au 
courant  des  dernières  découvertes. 

Conditions  de  souscription. 

T^  prix  des  20  livraisons,  c'est-à-dire  des  4  volumes,  est  fixe  pour  les  sous- 
••ripleurs  à  4(K%  payables  (mandat-poste  ou  chèque  sur  Paris),  savoir 

ICK'  en  souscrivant;  10^'  en  recevant  la  i"  livraison  du  a*  volum(y;Mv^tn|^^^ 
r^îcevant  celle  du  3"  volume;  10"  en  recevant  celle  du  1*  volume. 

JJés  que  l'Ouvrage  sera  complet,  chaque  volume  se  1  e/idra  séparéme/it  ib^'. 


(Troisième  Série.)  --  Septembre  1889. 
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Il  en  résulte  que  les  cosinus  dii*ecleurs  de  la  généra- 
trice r  de  la  surface  développable,  circonscrite  à  la  sur- 
face donnée  suivant  la  ligne  de  striction,  sont  propor- 
tionnels à 

(7)  aô  -(A«-+-c«)^,      /;«,      bc, 

w 

Si  la  ligne  est  géodésique,  les  égalités  c  :=  o  et  (5)  nous 
disent  que  ces  cosinus  sont  proportionnels  à  —  p,  /',  o. 
La  développable  circonscrite  est  donc  la  surface  recti- 
fiante de  (M)  :  cela  devait  être.  Si  la  ligne  de  striction 
est  asjmptotique,  on  a  i  =  o,  et  les  cosinus  cherchés 
sont  I,  o,  o.  Dans  ce  cas,  (M),  ligne  asyinptotique  de 
striction  sur  la  surface  gauche,  est  arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  développable  circonscrite.  Enfin,  si  (M)  est 
ligne  de  courbure,  Tégalité  (6)  est  vérifiée,  et  Ton  voit 
que  les  cosinus  de  F  sont  proportionnels  à  o,  &,  c  :  les 
génératrices  de  la  développable  circonscrite  suivant  la 
ligne  de  striction  rencontrent  cette  ligne  à  angle  droit. 
Ces  résultats  sont  fort  connus,  et  l'on  sait  qu'ils  sub- 
sistent pour  une  surface  quelconque.  Il  en  est  de  même 
du  résultat  qu^on  obtient  en  observant  que,  si  (M)  est 
ligne   plane   de   courbure,   les   conditions   (4)  et  (6) 

exigent  que  -  soit  constant,  d'où  il  suit  que  le  plan  de 

(M)  coupe  la  surface  partout  sous  le  même  angle.  Remar- 
quons enfin  que  toute  ligne  de  striction  et  de  courbure 
ne  saurait  être  géodésique  sans  être  plane.  En  effet,  les 
conditions  (5)  et  (6)  ne  peuvent  coexister,  pour  c  =  o, 
si  r  a  une  valeur  finie.  Dans  ce  cas  la  développable  cir- 
conscrite suivant  la  ligne  de  striction  est  un  cylindre, 
Ann.  de  Afathémat.^  3-  série,  l.  VIII.  (Octobre  1889.)        29 
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admettant  pour  section  droite  la  ligne  considérée,  dont 
la  courbure  varie  proportionnellement  au  paramètre  de 
distribution. 

Puisque  les  cosinus  /,  m,  71  de  F  sont  proportionnels 
aux  quantités  (7),  on  trouve  facilement  que  l'angle 
cp  =r  FG  est  donné  par  la  formule 

(8)  tang© 


? 


Dès  lors,  si  Ton  pose,  pour  abréger, 


cos<J/  =  a  cosç  —  v^6*-f-  c'  sin<p, 
sin<L  =  r7  sincp  -\~  v^6*-4-  c'coscp, 

on  peut  écrire 

/  =  COsa;,  m=  — =~>  n  =  — ^-  . 

On  trouve  ensuite 

0/  ,   .    .  o/w       6©'cos6  8/1       c©' cosd» 

ds  as        /^»«-f.c«  «*       /^«-i-c« 

et  l'on  voit  que  o  =  const.  est  la  condition  nécessaire 
et  sufGsante  pour  que  la  direction  de  F  soit  invariable 
dans  Fespace.  On  en  déduit  sans  peine  que  les  surfaces 
à  cône  directeur  de  révolution  sont  caractérisées  par  la 
propriété  de  toucher  un  cylindre  suivant  leur  ligne  de 
striction.  Lorsque  (M)  est  ligne  de  courbure,  Fégalité 
(6)  est  vérifiée,  et  la  formule  (8)  fait  dépendre  (p  de  a 
seulement.  Pour  que  cp  soit  constant  il  faut  donc  et  il 
suffit  que  a  le  soit,  et,  par  suite,  que  (M)  soit  une 
géodésique.  Il  en  résulte  que  les  surfaces  gauches,  dont 
la  ligne  de  striction  est  géodésique  et  ligne  de  courbure, 
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sont  caraclérisées  par  un  cône  directeur  de  révolution  (•). 
Que  faut-il  pour  que  les  génératrices  de  la  surface 
donnée* soient  les  normales  principales  d'une  courbe  ? 
Soit  N  le  point  où  la  génératrice  issue  de  M  rencontre 
la  courbe  inconnue,  et  désignons  par  l^m^n  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  à  (N),  en  N,  et  par  h  le  rap- 
port des  vitesses  des  points  N  et  M .  Si  pa^  pby  pc  sont 
les  coordonnées  de  N,  on  a,  en  appliquant  l(!S  formules 
fondamentales  de  la  Géométrie  intrinsèque  des  courbes 
et  en  ayant  égard  aux  relations  (4)^ 

Âl  =  p*a-hi,        km  —  p'h — —  >  kn~p'c->r^—* 

^  ^  m  ^  m 

Si  Ton  exprime  que  les  directions  (a,  5,  c)  et  (/,  m,  /i) 
sont  orthogonales,  on  trouve  p'= —  û,  de  sorte  que 

Al  =  6' -4-  c',         km  =--  ab  —  — ,  kn  =  —  ac  -\-  —  • 

On  en  déduit 

Par  dérivation  des  avant-dernières  formules,  on  ob- 
tient 

Il  ^_f±_  ^,^^,^pd^^^         p^ 
ds  xsp       ^  ^  ta  ds  ^  m 

pb         (ab       />«-+- en        /  ,  P\  d        ,        p 

c*  \p  ^       / 

PC  l ab       &•  -4-  c' \        / ,  p\   d  p 

-JL ( )   _+.  /  ^  _f.  <7c  ^  )  -j-  arc  lanfi;  ^ . 

)\p  ra/         \  m/  ds  ^m 


nsi 


.  on b^ 


(»)    PiRONDINl,   loc.   cit.,  p.   3o(). 
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En  élevant  au  carré  ces  égalités,  et  en  les  ajoutant,  on 
trouve  que  le  rayon  de  courbure  po  de  (N)  est  donné  par 
la  formule 


(9) 


k^       [      b        \        a        d  pY 


Soit  ^  l'angle  sous  lequel  la  normale  principale  de  (^) 
rencontre  la  génératrice.  On  a 

8/       ,  om         S/i  A- 

a-y  -h  o  —j — h  c  -=-  = cos  il  ; 

as  as  as  po 

puis,  par  l'emploi  des  formules  précédentes, 

(lo)  Pq  =  (p-h^jcos^. 

Nous  avons  ainsi  l'expression  de  la  courbure  des  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  des  surfaces  gau- 
ches, en  fonction  de  p,  m  et  de  l'angle  <J/.  Lorsque  cet 
angle  est  donné,  on  obtient  la  condition  que  doivent 
vérifier  a^  i,  c,  en  portant  dans  (9)  le  résultat  (10).  Il 
vient 


ad                P       P  ^  /6*-H  c*  ^        , 
h  -p  arc  tang  ^  =  ^  |  /  — tangu;. 


En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  surface  donnée  soit  la  surface  des  normales  prin- 
cipales d'une  courbe  est 

a.  b        \        d  p 

-  =  ;j-arctang£. 


m        6*  -h  c*   p        ds  Ts 

On  voit,  en  ajant  égard  à  (8)  et  au  théorème  de  Chasles 
sur  la  distribution  des  plans  tangents,  que,  si  la  surface 
est  h  plan  directeur,  les  plans  qui  la  touchent  suivant 
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(N)  sont  également  inclinés  sur  les  plans  correspon- 
dants, qui  la  touchent  suivant  la  ligne  de  striction. 
On  a,  par  le  théorème  de  Lancret, 


'-'■•{rrH} 


d'où  Ton  déduit,  en  employant  (3)  et  (lo),  la  torsion 
de  (N).  On  trouve  ainsi 

p  xs 

Ces  formules  ont  été  remarquées  depuis  longtemps  par 
M.  Dînî  dans  une  étude  sur  fleurie  proprietà  délie 
superficie  gobbe  délie  normali  principali  (  *  ). 

Les  calculs  qui  précèdent  sont,  il  est  vrai,  assez  pro- 
lixes \  mais  ils  conduisent  méthodiquement  au  but,  et 
l'on  peut  du  reste  les  rendre  fort  simples  par  un  choix 
convenable  de  ta  courbe  fondamentale.  Soit  (N)  cette 
courbe,  et  continuons  à  désigner  par/;  la  longueur  NM, 
par  a,  i,  c  les  cosinus  directeurs  de  NM  et  par  dp  4-  dq 
la  projection  de  MM'  sur  N'M'.  On  a 

Ids-hp^a  —  adq=  Im  db, 
p^b  —  b  dq  =  mm  d^y 
pùc  —  c  dq  =  nJ3  «/O, 

OÙ  Ij  m,  n  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  commune 
perpendiculaire  à  NM  et  N'M'  : 

/  m  ni 


t^  —  c^b        c^a  —  a  Se        a^b  —  b^a       d^ 

Nous  supposerons,  dorénavant,  que  la  droite  NM  soit 
invariablement  liée  au  trièdre  fondamental,  de  sorte 
que 

oa  _    c       ^^  _    ^       ^^  _  ^    Il 

ds  ''"  p'  ds  ^       r'  ds  "^  p         r 


(')  Journal  de  Bal  la  g  Uni,  i8^)6. 
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et,  par  suite, 

(12)  6'*  =(--4--         -H-:-f--r=   ^    ,       '     > 

OÙ 

pr' 


A  = 


est  le  rayon  du  cylindre  osculateur  h  (N),  et  Ton  a 
posé 

ap  —  br  „        ar  -h  bp 

V^p*-t-r*  V' ?'-+"'*' 

Les  égalités  (ii))  respeclivement  multipliées  par  oa, 
8&,  8c,  puis  par  /,  m,  /i,  donnent  par  addition 

p  û?9î  =  —  8a  rf5,        m  dQ  =  l  ds, 
d'où 

(13)  ^e'^=ï,      n,o'^=Ë!±l!_^. 

^       p  ''        p 

Donc,  en  utilisant  (la),  on  voit  que  le  paramètre  de 
distribution  des  plans  tangents  à  la  surface  engendrée 
par  une  droite,  invariablement  liée  au  trièdrc  fonda- 
mental, est  donné  par  la  formule 


A  chaque  direction  correspond  une  valeur  de  es,  et  Ton 
démontre  facilement  qu'il  y  a  une  seule  couple  de  di- 
rections, symétriques  par  rapport  à  la  normale  princi- 
pale, qui  correspondent  à  un  même  paramètre,  pourvu 
que  la  courbe  ne  soit  pas  une  hélice.  C'est  pourquoi  il 
n'y  a  que  la  tangente,  en  général,  qui  engendre  ime 
surface  développable,  comme  Ta  remarqué  depuis  long- 
temps M.  Appell  (*).  Il  ny  a,  de  même,  que  la  binor- 

(')  Nouvelle  Correspondance  mathématique^  i88o;  p.  ç)6. 
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inale  et  la  normale  principale  qui  engendrent  des  sur- 
faces gauches  dont  les  paramètres  de  distribution  soient 
respectivement 


I        1        r 

-j     -  -H  -T- 
r        r        p* 


Si  la  courbe  est  une  hélice,  tracée  sur  un  cylindre  quel- 
conque, il  y  a  une  infinité  de  droites  correspondant  à  un 
même  paramètre  :  elles  forment  un  cône  du  second 
ordre.  Pour  tu  =  o,  on  a  le  cône  signalé  par  M.  Appell, 
touchant  le  plan  osculateur  suivant  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  y  a,  de  môme,  un  cône  touchant  le  plan  nor- 
mal suivant  la  binormale,  et  dont  toutes  les  généra- 
trices engendrent  des  surfaces  gauches,  qui  ont  pour 
paramètre  commun  la  torsion  de  Thélice.  Le  cône  cor- 
respondant à  la  normale  principale  se  résout  en  deux 
plans  perpendiculaires.  Tous  ces  cônes,  perpendicu- 
laires au  plan  tangent,  se  raccordent  suivant  la  géné- 
ratrice du  cylindre. 

Les  cônes  que  nous  venons  de  trouver  ne  cessent 
d'exister  lorsque  (N)  n'est  pas  une  hélice  •,  mais  ils  sont 
alors  variables  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe.  Par 
exemple,  le  cône  de  M.  Appell  est  le  lieu  instantané 
des  droites,  invariablement  liées  au  trièdre  fondamental, 
génératrices  de  surfaces  gauches  pour  lesquelles  on  a, 
à  l'instant  considéré,  tu  =  o.  En  général ,  une  seule  de 
ces  droites  continue  à  correspondre  à  cette  valeur  de  w, 
et  engendre,  par  conséquent,  une  développable  :  les  au- 
tres passent  sur  d'autres  cônes,  définis  par  d'autres  va- 
leurs de  TU,  toutes  différentes  entre  elles. 

Quant  aux  points  centraux,  leur  position  est  déter- 
minée par  la  première  formule  (i3),  qui  donne 
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Ces  points  se  trouvent  donc  sur  un  cylindre  de  diamètre 
/i,  touchant  la  surface  rectifiante  suivant  sa  génératrice, 
et  rencontrant  orthogonalement,  sur  des  paraboloïdes  hy- 
perboliques, tous  les  cônes  dont  il  vient  d^étre  question. 
Arrêtons-nous  aux  surfaces  des  normales  principales 
d'une  courbe  (N),  et  demandons-nous  s'il  est  possible 
que  ces  normales  soient  les  binormales  d'une  autre 
courbe  (M).  Si  x  =  o,j'  =  o,  z  :=  p  sont  les  coordon- 
nées de  (M),  on  a 

as  p  as  r  as      '^ 

Pour  que  NM  soit  normale  à  (M),  il  faut  que  p^  soit 
nul,  et,  par  suite,  que  p  soit  constant.  Si  l'on  veut,  en 
outre,  que  NM  soit  binormale  de  (M),  il  faut  que  l'on  ait 

1  8x       i  Zy 

-  T  -^  -  ir  —^^ 
p   as       r  as 

c'est-à-dire 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  (M)  sont  donc 

et  le  rapport  k  des  vitesses  des  points  M  et  N  est 


(i5) 

Cela  étant,  ou  a 


ds  r 


.al        pz  ,  om        pp  ,0/1 

k-r  =  ^j  K-j-  =  ^-^  >  ^  TT  =  Of 

as       ip^  ds        'à  or  ds 

d*où  l'on  déduit  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  (M) 
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Enfin,  si  Ton  observe  que  les  cosinus  de  la  binormale  à 
(M)  sont  o,  o,  I,  on  a  immédiatement,  pour  exprimer 
la  torsion  de  (M), 

d*OÙ 


v/^-^Tï' 


(17)  ^o=Pj:' 

Ainsi  nous  pouvons  nous  donner  la  courbe  (N)  par 
une  de  ses  équations  intrinsèques,  l'autre  équation 
étant  nécessairement  (i4)*  Ensuite  les  équations  (i5), 
(16),  (17)  nous  feront  connaître  les  cooi^onnées  intrin- 
sèques de  (M).  Enfin  Tel  i  mi  nation  de  p,  r^  s  entre  les 
trois  équations  dont  il  s'agit,  et  les  équations  intrinsèques 
de  (N),  nous  fournira  les  équations  intrinsèques  de  (M). 
Inversement,  si  la  courbe  (M)  est  connue,  les  rela- 
tions (i4)  et  (17)  donnent  immédiatement 

(18)  p=^  +  ^,  r  =  ro-^^r 
puis  l'égalité  (i5)  devient 

Enfin,  en  portant  dans  (16)  tous  ces  résultats,  on  ob- 
tient 

I  d  p 

(ao)  h -T-arc  tangf- =  o, 

po        cUo  Po 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  binormales  de  (M)  soient  les  normales  principales 
d*une  autre  courbe  (*).  Celle-ci  est  parfaitement  déter- 
minée par  les  équations  (18)  et  (19). 


(*)  PinoNDiNM,  loc.  cit.,  p.  319. 
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Nous  allons  appliquer  ce  qui   précède  au  cas  où  la 
courbe  (M)  est  une  liélice.  Nous  exprimerons  cela  eu 
introduisant  une  nouvelle  longueur  constante  a  et  en 
écrivant /?po  =  ar^.  L'équation  (20)  devient 

1         d  a 

1 — r-  arc  tan  c  —  =0, 

Po       ds  ^  Pq 

et  Ton  en  déduit  que  les  équations  intrinsèques  de  (M) 
sont 


/  i!î  rm 

Po  =  a  V    e  "  —  I,         rQ—  p\  e*'  —i. 

La  courbe  (M)  est  donc  une  tractrice  tordue.  Ses  coor- 
données intrinsèques  peuvent  être  exprimées  en  fonc- 
tion d'une  variable  t  comme  il  suit  : 

*o= — alogsinT,         po=acotT,         rQ  =  p  coV:. 

On  en  déduit,  au  moyen  de  (18)  et  (19), 

5  =  — a  log  tan£î-j  p  =    /^    >  r=— — 

^  1  '  Sin*T  SUIT  COST 

Les  équations  intrinsèques  de  (N)  sont  donc 

r         ^   \  /  ri' 

D'une  manière  analogue  on  résoudrait  toute  autre  ques- 
tion de  Géométrie  diilérentielle,  concernant  les  surfaces 
réglées  ;  mais  nous  montrerons,  sous  peu,  comment  on 
doit  s'y  prendre  pour  appliquer  la  méthode  qui  précède 
a  l'étude  d'une  surface  quelconque. 
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SUR  L'AMLOGIE  E.^TRE  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 
ET  TRIGOi^ONÉTRIQUES; 

Par  m.  J.  DOLBMA,  à  Nijni-Novgorod. 


1.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  les  fonctions 
transcendantes  qui  satisfont  à  Téquation 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  i°  lorsque  f  (</)  a  deux 
périodes  (l'une  réelle  aco,  l'autre  imaginaire  aco'),  et 
2®  lorsque  f  (u)  a  une  seule  période  réelle  3(o. 

Premier  cas.  —  Soit 

9(1* -f- 20))  =  o(a),         cp(tt  H- aoi')  =  ïp(M). 
En  transposant  les  lettres  a  et  u,  nous  aurons 


t(m  -4-  a)  ■:(«  —  m) 


(^)  ^l— T- =c?(w)-o(a). 


En  comparant  (i)  et  (2),  nous  obtenons 

T(a  —  u)  —  —  -ziu  —  a), 
c'est-à-dire 

d'où  il  suit  que  'z{u)  est  une  fonction  impaire  de  Targu- 
ment  u. 

Supposons 

lini(//  —  <7)  =  o, 
alors 

, .     r  X  (  w  -f-  a  )  T  (  ff  —  rt  )  l 

donc 

Iim|-:(  n  —  a)]„.  a  —  <>, 
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c'est-à-dire 

t(o)  =  o. 
En  posant 

u  =  a-+-  :àm(o^ 

où  m  est  un  nombre  entier,  nous  avons 

T(2a-i-3im(i>)T(2/na>) 


(3) 


i;*(a-4-  •2/nu))'C*a 


Si  t(u)  est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  Té- 
tendue  du  plan,  de  l'équation  (3)  nous  aurons 

•w(2/nci>)  =  o. 

D'une  manière  semblable,  nous  trouverons 

T(2m'a>')  =  o; 

par  conséquent,  tous  les  zéros  de  la  fonction  ^(tt)  sont 
compris  dans  la  formule  suivante 

(4)  a  =  amu) -f- am'co', 

où  m  et  m!  sont  des  entiers  arbitraires. 
De  l'équation  (i)  nous  aurons 

'z(u-ha)  i{u  —  a)  __  __  tp(a)  —  y(a) 
z^uz^a       u  —  a     ""  u  —  a 

En  posant  ici 

lim(w  —  a)  =  o, 

et  eu  rappelant  que  les  deux  fonctions  T(a)  et  f  (u)  doi- 
vent avoir  des  dérivées,  nous  obtiendrons 


l<-î^.(.,.-,V,. 


La  constante   t^(o)    est  une  quantité  indéterniinéc. 
Nous  prenons  donc 

-'(o)  =  i; 
alors 


?'(";--• 


tH") 
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De  là  il  suit  que  le  développement  de  la  fonction  holo- 
morphe  t(u),  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Tar- 
gumenty  commence  par  la  quantité  u  et  aura  la  forme 

suivante 

'r(  w)  =  a  -h  «1  m'  -h  «ï  M*  -I- . . . . 

U  est  facile  de  constater  que  les  infinis  de  la  fonc- 
tion <f'{u)  sont  les  solutions  simultanées  des  deux  équa- 
tions 

T(aw)  =  O,  TV(tt)==o; 

donc  ç'(m)  devient  l'infini  pour  toutes  les  valeurs  de 
Targument  renfermées  dans  la  formule 


où  m  et  m' sont  des  entiers  pairs. 

Les  zéros  de  la  fonction  o'(u)  sont  les  solutions  de 

l'équation 

t(2m)  =  o; 

si  Ton  y  ajoute  Tinégalité 

T(tt)^0. 

D'où  il  suit  que  les  racines  de  Téq  nation 

o'(u)  =  o 
sont  définies  par  la  formule 

M  =  (2/iH-i)a>-H  (2/n'-Hl)tt>', 

où  m  et  m'  sont  des  entiers  arbitraires. 

Ainsi,  dans  l'intérieur  du  parallélogramme  élémen- 
taire (2«,  2(o'),  la  fonction  f'{u)  a  trois  zéros 

et  un  seul  infini 

u  =  o. 

11  est  facile  de  prouver  que  cet  infini  est  triple.  En 
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eflfet,  (le  la  formule 

il  ressort  que,  u  étant  infiniment  petit,  la  partie  prin- 
cipale de  ç'(tt)  est 

au  _        a 

Ainsi  ç'(")  est  la  fonction  méromorphe  doublement 
périodique  du  troisième  ordre. 

En  faisant  dans  réquation  (i) 
limu  =  o, 
nous  trouverons  que  la  partie  principale  de  f  (u)  sera 

I 

par  conséquent, 

liin[(p(M)],,=,o=«- 

D'où  il  suit  que  tous  les  infinis  de  f(u)  sont  renfer- 
més dans  la  formule 


où  m  et  m'  sont  des  entiers  arbitraires. 

A  l'intérieur  du  parallélogramme  élémentaire 

(aco,  9.a>'), 

la  fonction  ^{u)  a  un  seul  infini 

u  =  o, 

et  cet  infini  est  double.  D'où  il  suit  que  ©(«)  a  à  l'in- 
térieur du  même  parallélogramme  deux  zéros  (*). 


(')  BfiioT  et  HoUQrKT,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  a^i-" 
1875. 
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11  est  évident  que  ^{u)  est  la  fonction  méromorphe 
doublement  périodique  du  deuxième  ordre  (*). 

2.  Nommons 

©(a>)  =  ei,         o(a> -+-ci>')  =  ej,         cp((i>')  =  ej, 
et  considérons  les  propriétés  des  binômes 

CfM  — ei),         (©!/  — e,),         (©M  — ea). 
Le  zéro  du  binôme  (çu  — ^i)  est 
//  =  (o; 
la  même  valeur  de  l'argument  annule  la  fonction 

5^[?(«)-<?i]  =  ?'("); 

donc  la  fonction 

(?w-«i) 

a  a  Tintérieur  du  parallélogramme  (9.o>,  'kù')  un  seul 
zéi'O 

2/  =  eu, 

et  ce  zéro  est  double.  En  outre,  il  est  clair  que 

^U  —  Ci 

a  un  infini  double 

M  =  o. 

Par  cette  raison,  le  produit 

(7)  (?w  — Ci)(ow  — ^î)(?w  — «s) 

a  trois  zéros  doubles 


(')  Ibid.,  p.  197. 
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et  un  seul  inGni  sextuple 

1/  =  o  ; 

par  conséquent,  [^j)  est  une  fonction  méromorphe,  dou- 
blement périodique  du  sixième  ordre. 
La  fonction 

possède  ces  mêmes  zéros  et  ces  mêmes  Infinis;  par  con- 
séquent, 

(o'm)*=  A(<pM  —  ei)(©M  —  <'i)(oi/  —  6j)    ('), 

OÙ  A  est  la  quantité  constante.  En  choisissant  ei,  e^^  e, 
de  manière  que 

6i-t-  ejH-  ^3=  o, 

nous  parvenons  à  la  fonction  p{u)  de  M.  Weierstrass, 
définie  par  Téquation  différentielle 

(p'm)«=4P»w  — ^,pa  — ^3. 

3.  A  Taide  de  cette  équation  et  du  théorème  d'Abel 
relativement  k  l'addition  des  arguments,  il  est  facile 
d'employer  les  deux  formules  suivantes, 

p(M-f-M,)-|-pW  -i-pWi=  7  (  ^- -, )    , 

4  \  pw  —  P  Wt  / 
où 

En  posant 

ll\  =  Cli, 


(•)  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  a^a; 
1875. 

(■)  Halphkx,  Traite  des  fonctions  elliptiques^  t.  I,  p.  29,  i38: 
1886. 
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nous  aurons 

(8)  ;(a>-t-,/;y=rr;in-;(tu)-4-  i  -^^ — 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  de  la 
fonction  holoniorphe  ^(/i),  c|ui  satisfasse  h  l'équation 
transcendante 

En  y  supposant 
nous  aurons 

^ ^^ —pu  —  ei. 

Les  fonctions  t((i>-|-«),  t((o  —  u)  ont  les  mômes 
zéros  ;  posons  donc 

-:(w-h  «)    =  -idu  — ?i), 
alors 

d'où 

logx(a>  -h  m)  —  lof^Ttt  —  logTcii  =  I  log(pa  —  Ci). 

•     En  dilférentiant  cette  équation  relativement  à  ii,  nous 
trouverons 


z{tt} -h  u)        xu        n  pu —  Cl 
Les  équations  (8)  et  (p)  donnent 

d'où  il  suit  que  les  deux  fonctions 

—    et    ;(«) 

Ann.  de  Âfathemat.,  3"  série,  t.  VIII.  (Octobre  1889.)         3o 
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peuvent  difTércr  seulement  par  une  fonction  linéaire  de 
Targuaient,  et  par  conséquent  supposons 

-V- ^  =  C(tt)-+-aaw-»-  P- 
'u(m)       ^    '  ^ 

t'iz 

Mais  ;^  est  une  fonction  impaire  de  l'argument,  donc 

P=o, 


et  nous  aurons 


Ta 

=  Tm  -*-  10LU. 


T(aH-w)       ^ 


par  conséquent 
donc 


'z{u)       au     ^    ^    ^      ^^    ^  w 

La  fonction  ^{u)  de  M.  Weierstrass  se  définit  par  l'é- 
quation 

^iog3'(«)  =  !:(w), 

d'où 

':{u)  =  e     »*«>      a'(w). 

La  fonction  T(ii)  dilTère  de  la  fonction  S^t(i<)  de  Ja- 
cobi  seulement  par  le  facteur  constant  (  *  ). 

4.  Deuxième  cas,  —  Supposons  que  dans  Téquation 

'z{u  -^  a)':(u  —  a) 


'zHu)'z\a) 


=  Cp(M)  —  «(«) 


(*)  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  aSi;  i88(i. 
Briot  el  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  ^65  ;  1875. 
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la  fonction  'f{u)  ait  une  seule  et  unique  période  réelle tc. 
Par  cette  supposition,  nous  passons  dans  le  domaine  des 
fonctions  trigonomélriques.  Il  est  facile  de  constater  les 
propriétés  suivantes  : 

a.  La  fonction  t(w)  est  impaire  et  f  (w)  paire. 

A.   Les  zéros  de  t(ii)  sont  renfermés  dans  la  formule 

Il  =  mtZf 

où  m  est  un  nombre  entier  arbitraire. 
c.  En  posant 

nous  aurons 

d*où  il  résulte  que  les  zéros  de  la  fonctionV(i/)  sont 


et  les  infinis  sont 


2 


rf.  Comme  t(o)=:o,  ':(tz)  =  o,  t'(o)  =  i,  la  fonc- 
tion t(w)  a  un  maximum  pour  la  valeur  de  Pargument 
renfermé  dans  les  limites 

O  <  7*  <  TT, 

d'où  il  suit  que 

Donc,  d'après  la  continuité  de  ^(y/),  nous  concluons 

-ziiz  -h  II),         t(tc  —  U) 

ont  des  signes  contraires.  D'autre  part,  ces  fonctions 
s'annulant  toujours  pour  une  même  valeur  de  Targu- 
inent,  nous  pouvons  supposer 

-zii:  —  Il  )  =  X'.iT:  -^  Il  ), 
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où  A  est  uae  constante  négative.  Supposons  A  =  —  i , 

alors 

^(•Tr  —  w)=  —  T(7r-i-a), 

t(w  -hait)  =  •z{u). 
e.  Prenons  maintenant  l'équation 

Pour  la  valeur  infiniment  petite  de  u,  la  partie  princi- 
pale de  ç'(m)  est 

2 

par  conséquent,  si  u  ]>  o,  nous  aurons 

lim  (  <p'  M  )«=-o  =  —  00. 

PourM=->  la  fonction  cp'( a)  devient  égale  à  zéro, 
d'où  il  suit  que,  dans  les  limites 

o  <  M  <  - , 

notre  fonction  reste  négative. 
Par  cette  raison, 

'(^-")=-.;(5-)- 

et  comme  T('ïi-h  a  m)  et  t(7: —  a/*)  ont  des  signes  con- 
traires, nous  aurons 

Ainsi  la  fonction  ^'{u)^  dans  les  limites 


-  <  w  <  t:, 
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reste  positive.  Par  conséquent  o(u),  pour  uz=:-, 
atteint  le  minimum.  Pour  la  valeur  u  infiniment  petite, 
la  partie  principale  de  'f(u)  est  — ^  :  donc 

Supposons  le  minimum  de  o(«)  =  m,  alors 

o(u)-'  m-t- 1 

ne  devient  jamais  nul  pour  les  valeurs  réelles  de  l'ar- 
gument. 

5.  Nous  considérons  les  deux  fonctions  trigonomé- 
triques 

Fiu)=:[0'(U)Y 

et 

/(w)  =  (ou  —  m  -t-  i)*(©u  —  m). 

Entre  les  limites 

o  <  «  <  ir, 

les  deux  fonctions  ont  un  seul  inGni  ii  =  o  sextuple; 
F(/i)  a  un  zéro  double  «  ;=  -;  cette  même  valeur  de 
l'argument  satisfait  n  ré(]uatioii 

o(«)  —  m  =  o, 
et,  comme 

d 

s'annule  pour  la  même  valeur  de  l'argument,  nous  con- 
cluons que/(«)  a  le  zéro  double 

;^  =  - 
'À 

entre  les  mêmes  limites.  Les  deux  fonctions  Vin),  /(//) 

Digitized  by  VjOOQIC 


(  470  ) 
possèdent  une  même  période,  et,  par  conséquent, 

F(m)  =  A<p(m); 

la  constante  A  est  arbitraire.  Posons  A  ='4î  alors 

(o'a)«  =  4(<pa  — -  m  -+-  i)«(oii  —  m), 
çp'(u)  =  —  a(«pa  —  /7i-+-i)/cpa  —  /n. 

Posons  ^(a)  =  T,  alors 

-i—  =  —  'ji(ir  —  /n-f-  i)i/ar  —  m, 

dx 

du  =  • 


2(a?—  m -h  \)y/x~- 


a=—  /      ", — T-rT-r-r-7===- -+■  t.. 

Mais,  pour  x  =  «p(w)  ==  ffh  nous  aurons 


donc 


2 


Jr^                 dx                       ir 
I     . -=  = M. 
2( a:  —  m -h  i)v^— m        ^ 


En  faisant  y/^  —  m  =  i,  nous  aurons 


,5 


14=   /     — i^r  =arctang/a?— m, 

y'^ar  —  m  =  col  m, 

X  •=.  m  H- col*  a, 

»(m)  =  m  -h  cot'w. 
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Par  conséquent,  nous  aurons 

— — ■    ,.    ■ ■'  =  col» a  —  col^u, 

'z(u  H-a)x(n  —  g)  _  sin(;*-+-a)sin(M  —  a) 
T'WT*a  ~  sin<<<sin*a 

d^où  il  suit  que 

T(a)=:sinM, 

-7-logTU  =  COtM. 

Ainsi  V analogue  de  p{u)  de  M.  Tf^eier strass  est 
(/w -hcot^u),  l'analogue  de  ^{u)  est  cotw,  l'analogue 
de  ^{u)  est  sinu. 

6.  De  tout  ce  qui  précède,  il  découle  naturellement 
cineV  équation  à  trois  termes  ne  peut  pas  être  considérée 
comme  caractéristique  pour  les  fonctions  elliptiques, 
car  elle  s'étend  facilement  aux  fonctions  trigonomé- 
triques.  En  effet,  en  posant 

cot»a  =  A,        cot*6  =  B, 
nous  aurons 

sin(a  H- 6)siii(a  — 6)       ^       . 

r-r :— r-7 =  *>  —  A. 

sin*asin*6 
De  l'identité 

(B-A)(D-C)H-(B-C)(A-D)-+-(B  — D)(C-A)  =  o, 

il  découle  l'équation 

siii(a-i- A)sift(a  —  b)s\n{c-i-d)  sin(c— c?) 
-H  siii(c  -h  ^)sin(c  —  b)sin(d—'a)sin(d-^a) 
H-  ain{d-h  b)sin(d —  b)  sin(a-hc)  sin(a  —  c)  =  o, 

qui  n'est  autre  chose  que  V équation  à  trois  termes, 
caractérisant  les  fonctions  trigonométriques  aussi  bien 
que  les  fonctions  elliptiques. 
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SUR  m  PASSAGE  DE  LA  THÉORIE  ANALYTIQUE 
DE  LA  CHALEUR; 

Par  m.  T.-J.  STIELTJES. 


La  méthode  suivie  par  Fourîer  pour  obtenir  le  déve- 
loppement 

(A)     i  =  a  cos.r  H-6cos3^  -+-  c  cosSjt  -+-  dcoayx  -h. . . 

est  très  belle,  mais  elle  manque  absolument  de  rigueur, 
et  Ton  peut  môme  s'étonner,  au  premier  abord,  qu'un 
tel  procédé  puisse  conduire  à  un  résultat  exact. 

Fourier  pose  x  =  o  dans  l'équation  (  A)  et  dans  celles 
quW  en  déduit  par  des  diiFérentialions  successives.  II 
obtient  ainsi  les  relations 

i  =z  a -h     ô-t-      c -H      rf-4-..., 
o  =  rt-i-36  6-{-5«c-+-7®û?-i-..., 


H  de  ces  équations  lui  fournissent  les  /*  premiers  coeffi- 
cients en  annulant  tous  ceux  qui  suivent,  et,  en  prenant 
ensuite  n  =  oo,  on  constate  que  les  valeurs  obtenues  pour 
rt,  i,  c,  rf,  ...  tendent  vers  des  limites  déterminées. 
C'est  ainsi  qu'il  obtient  le  résultat  cherché 

-.  =  cos^F—  -  cos3x  ■+■  •=  cos5:r co^ix  -^, . .. 

4  3  5  7        ^ 

Nous  nous  proposons  d'étudier  de  plus  près  cette  mé- 
thode. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  473  ) 

1 .  Il  est  clair  que  la  déienniualion  des  a,  b^  c^d,  ... 
d'après  Fourîer  revient  à  eeci  : 

Déterminer  les  coefficients  ^i,  a^j  . . . ,  a/i  de  manière 
que  le  développement  de 

(^f^(x)=  ai  008  27-4-  Uf  cos3x  -+-.. . -t-  ««  cos(2n—  i)x 

soit  de  cette  forme 

ç„  (  r  )  =  I -f- A:,»  ar««  4- X:«4-i  j:»"-^* -h . . . . 

Pour  obtenir  ©„  (x)  et  en  même  temps  une  expression 
simple  de  I  —  ?/i(j^)î  nous  remarquons  que  l'identité 

(  2  i  sinar)»«-*  =  (  c'*—  c-'ar)  J«-i 
donne  facilement,  en  développant  le  second  membre, 

((sin  a?  )*«-*  =  A»  1  sïna?^ sin3^ 
^         '                   l              n-hi 

(O  <  -+■  , TT (sinSar 

3.5.7. ..(2/1  —  1) 


A„  = 


4.6.8. ..(2n) 

On  en  conclut 


,x 


(2) 


(sina?)»'»-»  dx 

i>     4  r        I  /i  —  I     - 

=  Brt —  A«  I  cosar —  -  cos3a? 

"  [  3  /i-f-i 

5  (/H-l)(/i-+-2)  J' 

B.=/(.„,,.-.^.-^^;;;;:;:;;. 

Or  il  est  clair  que  le  développement  de 

(sina7)*«-*  dx 


f 
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Commence  par  un  terme  en  x^**  :  donc  on  a  nécessaire- 


mcnl 


(3) 


(A-rt  r  I  n  —  I 


f  -h  •= cos^j— ...    , 

'  5  (  /i  -f-  ï  )  (  w  H-  Ji  )  ] 

(4)      I  —  ?«(^)=  /     (iinx)^^-^  dx',   I     isinx)*^-^ cLv. 

Fourier  n'a  pas  donné  explicitement  l'expression  de 
cp;,(a:),  mais  on  peut  la  déduire  facilement  de  ses  for- 
mules et  constater  l'identité  avec  la  formule  (3).  On  a 
notamment 

A„  3«.  52.  72  ...  ('2/1  —  1)2 


Un       0--iM:52-i)(72— i;[('^./i— u2— ,] 
et  il  est  facile  de  conclure,  d'après  la  formule  deWallis, 

2.  Supposons  que  x  soit  compris  entre  di  -  (sans  at- 
teindre une  de  ces  limites),  la  formule  (4)  permettra 
facilement  de  conclure 

liin[i  —  (p„(j?)]  =  o,         n  =  30. 
En  eflbt,  soit 

Gn=    /     (ftîn^)*'»-*  dx, 
il  est  clair  que 
et 

donc 
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X  éunt  un  nombre  fixe  compris   entre  sin'x  et  i,  le 
rapport 

sera  donc  constamment  inférieur  à  X  à  partir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  /i,  d'où  l'on  conclut 

(6)  lim[i  — <pn(ar)]=o,         n  =  ». 
On  verra  de  la  même  façon  que 

(7)  liniY-   /     (sinj:)««">  éLf  =  o. 
Or  on  a 

—    /     (sinx)««-*  rfr  =  -r^  —  f  cosa:  —  i  ^LlZl  cosBar-f-. . ,  ) 


A 
et 


Donc,  pour  achever  la  démonstration  de  la  formule 

-  =  cosar — -  cos3j7 -h  -  cosoa?  — ..., 
4  o  5 

il  suffira  de  faire  voir  qu'en  posant 

S  =  cosa? — 5  cos3a?-f- ï  cosSa?  — ..., 
o  5 

S=scosa7  — -  cos3ar-i--^ —, (cos5«— ..., 

3  n-hi  5  (/n-i)(/i-i-a) 

on  a 

lim(S  — S')=o,        n  =  oo. 

3.  Remarquons  d'abord  qu'en  écrivant 

S'=  aicosa:  —  aj  cos3a?4-af  cosSa:  — ..,, 

les  coefficients  a^ ,  as,  a^,  .  •  •  sont  positifs  et  vont  en 
diminuant. 
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Soit,  m  étant  un  entier  impair, 

R;;,  =  —  cosmj? cos(m  -hi)x-h 

m  7/1  -h  2 

/W  -f-  2A 

R'„,  =  amcosmx  —  a,n-^-i  cos(/n-h  2)a:  -+-. 
=^  ^*/M-f-îA cos(m  -f-  '2X)ir. 
On  aura 

•À  Kf„  cosj"  =  a,n  cos(m  — 1)3: 

-1- ( a,„  --  a,„+,  )  cos( m  -M):r 
—  (  «//i-f-s  —  a,«+Ocos(/n  -1-  3  )j: 


:(rtOT+îA— î— «m-HiA)cos(/ii  -f-  2 A:  —  i)jr 
:  ^/fi+sjt  cos(/n  H-  2A*  -h  i)jr; 


d'où  Ton  conclut  qu'en  valeur  absolue 

1 2  R;„  cosa?  I  <  am  -+- (  a,„  —  a,,^., ) 

(8)  |r;„|<  J!^<_L_ 
et  de  la  même  façon 

(9)  IR'"l<::r:^' 


Cette  dernière  relation  montre  que  la  série  S  est  con- 
vergente. 

4.  Cela  étant,  soit  e  un  nombre  positif  donné  aussi 
petit  qu'on  voudra.  Il  faut  montrer  qu'il  est  possible  de 
trouver  un  entier  N  tel  que,  pour 

on  ait  toujours 

|S~S'|<e. 

11  est  bien  entendu  qu'on  suppose  que  x  a  une  valeur 
fixe  comprise  entre  ±1  -  • 
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Voici  comi^eut  ou  peut  Irouvcr  ce  nombre  >  -  ftr-r:«i 
posons  d'abord  d'une   manière  quelconque  £  c-a  àtr^ 
parties  également  positives  : 

et  prenons  un  nombre  entier  impair  m  tel  que 

e  cosa: 
En  écrivant  alors 

S  =  cosa?  —  -  cos3x-h. .  .di  cos(//i  —  a)x=!b  Rj„, 

S'=  «1  cosar  —  asCosSar-h. .  .±:  «w-s  co8(/n  — a)x  ib  R„,, 
on  aura,  d'après  les  limitations  (8)  et  (9), 

D'autre  part,  en  faisant  croître  indéliniment  l'entier  /i^ 
l'expression 

ai  cosa?  —  a%  cosSa?  -*-. .  .=t  «/«-»  cc>s(  /n  —  2)2- 

tend  vers 

cosa?  —  ;r  cosSa:  -+-. .  .dz cos(  m  —  2  / x. 

3  m  — 2  ^ 

On  peut  donc  déterminer  un  entier  N  tel  que,  p^tir 


la  différence  de  ces  deux  expressions  soit  inférieure  k  /« 
et  il  est  visible  que,  pour  ces  valeurs  de  n^  on  aura 

|S-S'|<ô'-H£'=e. 
La  formule 

7  =  cosa:—  -  cosZjt  -»-  -  c^^:*jr  — .. . 
à  i  :j 
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est  ainsi  démontrée  rigoureusement;  il  faut  supposer  oc 

compris  entre  ±  -  • 

5.  On  peut  obtenir  d'une  façon  analogue  le  dévelop- 
pement 

I  I    .  '    •    ,  >    •    r 

-  a:  =  -  Mnarr  —  -  sin4J7  -H  -  sinbsr  — . . .. 

'XI  4  D 

On  déterminera  d*abord  une  expression 

par  la  condition  que  le  développement  de  ^'*/i(j:)  soit  de 
<!ctte  forme 

On  obtient  immédiatement  la  valeur  de  ^*„(a:)  en 

remarquant  que 

W«(ar)-ar 

ne  peut  différer  que  par  un  facteur  constant  de 

/     (sinr)*'*  c^x, 
• 'o 

et  la  suite  du  raisonnement  est  tout  à  fail  semblable  k 
ce  que  nous  venons  d'exposer  en  détail. 


SUR  LE  PROBLÈME  DE  GLEBSCH 
(THÉORIE  DE  LÉLASTICITÉ  DES  CORPS  SOLIDES,  §  39  A  42); 

Par  m.  E.  FONTANEAU. 


1.  I/équilibre  d'élasticité  des  corps   cylindriques  a 
fait  l'objet  d'une  étude  spéciale,  à  raison  de  leur  emploi 
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fréquent  dans  les  constructions  et  dans  les  machines. 
Parmi  les  auteurs  qui  s'en  sont  occupés,  il  y  a  lieu  de 
distinguer  de  Saint-Venant  et  Clebsch.  Le  premier,  dans 
deux  Mémoires  célèbres,  a  considéré  le  cas  simple  où 
l'équilibre  d'un  cylindre  résulte  de  pressions  ou  trac- 
tions appliquées  à  Tune  de  ses  bases,  tandis  que  l'autre 
est  fixée  d'une  manière  quelconque,  et  il  a  obtenu  par 
le  calcul,  relativement  à  deux  modes  particuliers  de  sa 
déformation,  la  flexion  et  la  traction,  des  résultats  im- 
portants qu'il  a  ensuite  vérifiés  par  l'expérience. 

Clebsch,  auquel  on  doit,  dans  son  ouvrage  classique 
Sui*  la  théorie  de  l' élasticité  des  corps  solides,  une  ex- 
position remarquable  de  la  question  traitée  par  de  Saint- 
Venant,  s'est  ensuite  placé  sur  un  autre  terrain.  L'ingé- 
nieur français  n'avait  étudié  que  des  états  d'équilibre 
caractérisés  par  l'absence  de  pressions  latérales  ;  le  géo- 
mètre allemand  s'occupa  précisément  du  cas  où  elles 
existent  seules.  Dans  l'équilibre  d'une  plaque  plane, 
c'est-à-dire  d'un  cylindre  de  longueur  très  restreinte,  il 
paraît  avoir  voulu  reclierclier  l'efï'et  propre  produit  dans 
ses  sections  transversales  par  les  pressions  ou  tractions 
appliquées  à  sa  surface  courbe  et  compléter  ainsi  dans 
un  champ  d'études  contigu,  mais  distinct,  les  travaux  de 
de  Saint- Venant.  C'est  sans  doute  à  raison  de  ce  but,  et 
peut-être  aussi  des  difficultés  du  sujet,  qu'il  a  supposé 
nulle  la  composante  normale  d'élasticité  parallèle  à  l'axe 
du  cylindre;  mais  on  peut,  sans  compliquer  les  calculs, 
s'affranchir  de  cette  restriction. 

D'ailleurs  Clebsch  a  cru  devoir  s'occuper  des  condi- 
tions spéciales  à  la  surface  du  corps,  sans  avoir  effectué 
complètement  l'intégration  indéfinie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  de  l'élasticité.  Si  ce  procédé,  quelque 
peu  anormal,  ne  pouvait  avoir  de  la  part  d'un  si  habile 
géomètre  que  des  inconvénients  médiocres,  on  comprend 
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néanmoins  qu'il  en  résulte  une  lacune  qu'il  est  néces- 
saire de  combler,  dans  Tinlérèt  de  la  question  qu^il  a 
traitée,  sans  Tépuiser. 

Je  crois  donc  mile  de  revenir  sur  ce  sujet  pour  en 
rendre  élémentaire,  s'il  est  possible,  Texpositiou,  en  le 
rattachant  k  la  méthode  générale  de  solution  inaugurée 
par  Lamé  et,  après  lui,  appliquée  avec  succès  par  plu- 
sieurs géomètres  français,  qu'il  est  inutile  de  citer  parce 
que  leurs  travaux  ont  été  publiés  dans  des  recueils  uni- 
versellement répandus.  Pour  ne  pas  embrasser  un  cadre 
trop  étendu,  je  me  bornerai  au  problème  le  plus  facile 
parmi  ceux  dont  Clebsch  a  donné  la  solution,  en  sup- 
posant nulle  avec  lui,  pour  tous  les  points  du  corps,  la 
composante  normale  d'élasticité  N^  (notation  de  Lamé 
et  de  Franz  Neumann)  et  admettant,  en  outre,  qu'il  n'h- 
ait pas  de  forces  extérieures  appliquées  à  la  masse  du 
corps. 

2.  Si  Ton  désigne  par  Xf  l'une  des  dilatations  princi- 
pales en  un  point  (x,  y^  z)  d'un  corps  élastique,  et  par 
ai,  Pi,  Yi  ses  trois  cosinus  directeurs  par  rapport  au 
système  d'axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  on  a,  en 
général, 

,'  >  /du       ^  \       o   <^w  du 

(du       ,  \       ^   dv  dw 


(I) 


dv       r.   /  dv        ^  \  dv 


du       r,   I  dv       .   \  dw 

^  dw       ^    dw  l  dw       ^  \ 

du       „    r/c  (  dw       ^  \ 
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OÙ   8a|,  8^1,  8^1  désignent  les  variations  des  cosinus 
directeurs  de  la  dilatation  principale  due  à  la  dëfor- 
Diation  du  corps. 

Je  suppose  que  cette  déformation  ait  lieu  de  manière 
que  l'on  ait  pour  tous  les  points  du  corps  les  égalités 

,   .      du       dw  dvff       d^  ^^  dw 

on,  ce  qui  revient  au  même  pour  un  corps  isotrope, 

Ty=o,        Tx=o,        N,=  o. 

Par  suite  des  formules  (i)  et  des  deux  premières  éga- 
lités (2),  on  a  les  équations 

fdu       ^  \    .   o   (du        di>\ 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  trois  manières  : 
i^  Par  le  système  de  conditions 

dw 
(4)        5J""^<~^»        ai  =  o,        pi  =  o,        Yi  =  o; 

2®  par  le  suivant 

«(ë->.)(l-*')-(S-$)"- 

3°  enfin,  eu  supposant  qu'on  ait,  abstraction  faite  de  toute 
valeur  particulière  des  cosinus. 

4(ë-.)(l-')-(â-^)"='. 

dw       . 

di-^'=''- 

Ann.  de  Afathémat.,  3»  série,  t.  VIII.  (Octobre  1889.)         3r 
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Je  m'occuperai  exclusivement  de  la  première  hypo- 
thèse définie  par  les  relations  (4) y  parce  que  le  calcul 
montrera  qu'elle  comprend  les  deux  autres. 

Si,  pour  la  commodité  des  expressions,  on  pose 

on  aura,  par  les  formules  (i), 

...       .         du  dw  ^        dsf  dw  ^ 

(5,     A,=  ^=-^.         ^,=  -=-—,        G.  =  o, 

et,  d'après  la  troisième  égalité  (a), 

II  faut,  dans  ces  conditions  particulières,  satisfaire  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  de  la  déformation  des 
corps  isotropes,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  qui  sont, 
comme  on  le  sait, 

(7)  \  ^^-^^^d^.  H-|xAt'  =0, 

OÙ  A  désigne  l'opération  ^-^  -h  -^-^  -f-  -r-^  et  6  la  dila- 
tation cubique  définie  par  l'égalité 

^  __  du       dv       dw 
~  dx       dy        dz 
De  là  il  résulte 


ft  _      2tJL     \du       dv  1 
~  1 -\-i[L\^dx       dyy 

(8)     K^  =  _^_^ 


dx         dy        X  -4-  2  [A 
9,(X-h^)rrfAi        <fBi 
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et  ces  expressions,  substituées  dans  la  troisième  équa- 
tion (7),  la  réduisent  à  une  identité^  on  n'a  donc  à  satis- 
faire qu'aux  deux  autres,  qui  deviennent. 

2|jl(X  -hii)rd^u  d^v    1  dPLx  _ 

X-4-2[JL     Ydx^        dxdy\       ^~dz~^' 
Vd^v       d^v'] 

F  2(JL(X-4-(JL)r   d^u         ^1  dBi  _ 

\  X  -+•  2  (Ji     L  ûtr  rf^        dy^  J       '^  dz    ~    ' 

Or,  en  vertu  des  relations  (5),  (6)  et  (8),  il  vient 

dy  ~"   dx 

dAi  _       X       fd^u  d^v    1 

û?3  ~~  X  -h  2  [x  L  ^^*  dx  dyy 

^Bi  _        X       r   é/»a  ^"1 

û?3  ~  \  -\-  i\LYdx  dy  dy^  J 

et,  par  suite, 

^Ai  _       X       Tf/^Ai         ^^Bi  1  _       ^       r^'Ai        ^VAi"] 
c?^*    ""  X  -4-  2  [JL  L  dx^         dx  dy  \'~  \  -^  i\ï.y  dx^  dy*  J  ' 

é/»Bi  _        X       r  d^Ai         ef^Bïl  X        r^»Bi        rf»Bn 

<3f5*      ""   X  -h  2  [A  Lû?J^'  ^JK  ^'  J  X  H-  2  [X  L  <^^*  <^JK*  J  ' 

On  a  d'ailleurs,  par  les  équations  (9), 

dx^    "^    ^7*    "^X4-2{iL^*      "^û^arrfjKj"^     dz*    "~^' 
<f'Bi       rf'Bt        X-h(jL  rd^Xt  rf'Btl        ^^B^^o 

^«  "^  df^î  "•"  X-+-2(jiL^^*^7  ^      ^X^  J  ~*~    <^«* 

et,  de  toutes  ces  égalités,  il  est  aisé  de  conclure,  pour  la 
détermination  de  A|  et  de  B|,  les  relations 

cftAi  _  cftAi        d^^d^Aj^  diBt    _  p 


(10) 


rf2B,  rf»B,        </«Bi  _    c?«At  rfiBi 


rf5«  ~  ^        rfj-î       r^r*       ^a-  6(>'      "sp 


î 
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auxquelles  on  satisfait  d'une  manière  générale  en  po- 
sant 


(II) 


où  rii  et  Ni  désignent  des  constantes,  tandis  que  co  et  K 
sont  des  fonctions  de  x  et  y  assujetties  à  vérifier  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


d^(ù 

d^txi 
'^  dy^ 

=  o, 

dx'^ 

d*K 
"^  dy^ 

=  o. 

(12) 


3.  Des  relations  (5)  et  (i  i),  on  déduit,  pour  les  com- 
posantes de  déformation  u^Sf,  (V, 

/  fdo}       ni,  ,1^«       [dK       Nt,  ,1        ,, 

[dtû       ni,  r\z^       [dK      Ni,  ."l        ., 

div  rdo)       ni  C\  ^K        Ni  , 


dw  r  (fo)        /Il ,  .1  rfK       N,  , 

dx       dy\ 

'     z*      ^  du       dV] 


dvp 

=  x, 

_- 



X 

X 

di 

X 

I 

-+-a|ji 

expressions  où  U  et  V  désignent  des  fonctions  de  a:  et/ 
à  déterminer. 

Pour  cela,  il  faut  substituer  dans  les  équations  (9) 
les  expressions  (12)  de  «  et  de  v;  les  termes  du  résultat 
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où  entrent  z>  et  2  se  détruisent,  et  il  vient 

=  -  (X -H  9  K)  [^  +  ^  (« -H J')]  . 

D'ailleurs,  parles  conditions d'intëgrabilité,  on  déduit 
des  égalités  (la) 

L  J  L  yj 

d'où  il  résulte,  d'une  part, 
et,  d'autre  part, 

De  ces  deux  relations,  on  déduit  encore  celles-ci  : 

qui  ne  peuvent  subsister  ensemble,  à  moins  que  l'on  n  ait 

rti=o; 
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supprimant  donc  cette  constante,  on  aura 


(i8) 


idx        dy 


]  =  (X. 


•ai/)<i), 


»[S-f]=<<>-^>/[£*-$H 


J*observc   ensuite  qu'on  peut   remplacer  les   équa- 
tions (i3)  par  les  suivantes  : 

dont  la  solution  générale  est  donnée  par  les  formules 


(19) 


(ao) 


1  ,,        3X-(-2ur  rfu,       rfû,n      5X-f-6ti  . 

I  ^  —  8(-x— ^)L"7ô^  ^^'tfJ  ■"  sô^^"*- 


où  û|,  Û2  désignent  des  fonctions  assujetties  à  vérifier 
les  équations 


(21)      - 

dx^     '     dy^    -""'           dx^     '     dy^   -""' 

De  ces  formules,  il  résulte 

(22)           < 

dU        dV          X-+-2UI    [dil^        rfi2,] 
dx  "^  rf>'   ~  ii\  -4-  1^)  L  ^-^   "^   ^1' 

dV       di         dUt        dil^ 

\   d.r        dy         dx          dv 
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et  par  suite  des  égalités  (iB),  ou  a 

)   da;-^  dy-         X         ^' 

relations  compatibles  avec  les  équations  (i^i). 
D'après  cela,  il  vient 

[dw  X        Vd^ilx        fl?^Q,   1 

)  cte  ~  4(X-h|Ji)L  ^«2?*  "^  dxdyY 
1  ^to  _  X         r  ef'Qi         <f»ûa1 

(  c?^  ""  4(X-hfx)[ûte^j^"^   rfj«  J' 

et,  en  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (12),  on 
peut  leur  substituer  les  suivantes  : 

X        ft/^Qi        d^H^  1^» 
*  ~"  4(X -+- |ji)L  c^ars         ^/a?û?>'J  2 

_       X      r  c?»Qi      rf^iioi  ^ 

""  ^{k  -\-  \Ji)Ydx  dy         dy^  J  2 
VdVi        N.  1  -, 

_         X      r<fQt     ^i^l - 

'  ~  ~  4(X-h{JL)  L"^  "^   dy  \  " 

\  X  -h  2  (Ji    2  4 

Ces  expressions,  complétées  par  les  valeurs  (20)  deU 
et  V,  donnent  les  formules  générales  dMntégration  des 
équations  (7)  dans  le  cas  considéré.  En  effet,  la  méthode 
qui  y  a  conduit  est  absolument  indépendante  de  la 
signification  donnée,  conformément  aux  formules  (1), 
aux  quantités  Â|,  B^  et  Xi,  et  par  suite  n'est  sujette  à 
aucune  restriction.  Néanmoins  rien  n*empêche  d'y 
joindre,  avec  la  signification  donnée  aux  quantités  X, , 


(25) 
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A|,  B|,  leurs  expressions 


(26)  I 


é/K       N, , 


en  désignant  par  p^  P2?  Ps  les  trois  composantes  de  ro- 
tation définies  par  les  égalités 


1  /du       dw\       . 
\  (dv        du\ 


La  dilatation  cubique  0  est  d'ailleurs  donnée  par  l'é- 
galité 

1^       du,       dv       dw 
dx       dy       dz 
~X  +  2{ji^*''"^a(X-+-îi)L"^"*""^J* 

4.  Problème.  —  Une  plaque  plane  est  sollicitée  par 
des  forces  de  traction  appliquées  à  son  contour,  de 
manière  que  la  contraction  perpendiculaire  à  ses  faces 
planes  soit  partout  la  même,  tandis  que  cliaque  point 
du  périmètre  de  la  section  médiane  éproui^e  un  dé- 
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placement  arbitraire  assigné  d 'avance  suivant  La  nor- 
maie  à  la  surface  latérale  de  la  plaque  :  trouver  pour 
tous  les  points  de  la  plaque  les  composantes  de  défor^ 
mation  et  d'élasticité  (Clebsch,  Théorie  de  l'élasticité 
des  corps  solides,  §  XLI). 

Je  prendrai  pour  plan  des  coordonnées  x^j  la  section 
médiane  de  Ja  plaque  et,  en  la  supposant  douée  d'un 
centre,  ce  centre  pour  origine  des  coordonnées.  Pour 
que  la  contraction  X,  donnée  par  la  première  des  expres- 
sions (a6)  soit  constante,  il  faut  qu'on  ait 

et^  par  suite  des  égalités  (2a)  et(a3), 
.      .  dQx       dùi        dv        du       - 

en  désignant  par  a  el  b  deux  constantes.  Si,  de  plus,  on 
suppose  avec  Clebscli  que  les  composantes  d'élasticité  et 
de  déformation  doivent  être  symétriques  par  rapport  à 
la  section  médiane,  on  aura  de  plus 

K  =  CODSt. 

On  satisfait  généralement  aux  relations  (a8)  et  (29) 
eu  posant 

OÙ  û  désigne  une  fonction  de  x  et  de  y  qui  vérifie  l'é- 
quation 

d^a      d^a  _ 

dx^  '^  dy^  ~**' 
et,  par  suite,  on  peut  substituer  aux  formules  (26)  les 
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suivantes  : 


ax r, 


S  (l -^  IJl)1^  (/x^  ^^  dxdy\ 
8(X-4-(ji)  55"^8(X-h[x)''' 

5X  H-6yA  ^û         X  H-a[JL  6 

8(X  +  f.)d[;^^8(X-4-iJL)^-^^â^' 

X 
-— T ■  az  -—  const. 

4(X-+-|x) 

Ces  formules  se  simpli6ent  encore  si  Ton  prend 
pour  O  une  fonction  ûy  homogène  de  degré  v,  et  si  Ton 
observe  qu'à  Torigine  des  coordonnées  on  doit  avoir  les 
égalités  suivantes  (Clebsch,  Tliéorie  de  V élasticité  des 
corps  solides,  §  XXII), 

a  T^  o,         V  =  o,         «•  =  o, 
d%^  dw  dw 

7ùr^-''^         7fx=''^         77^=°^ 

il  vient  définitivemenl 

_   îCX-hafi)  —  (3X-f-2tJl)V    dily, 

"  ""  8(X-^;x)  7/ï" 

X  H-  a  a  b 

■  ax V, 


8(X-4-{x)     •         •/' 
(3.)       ^... ^-^__ -_ 

X     f-  2fJL  /> 

H-  r— ^ *—  rtf  r  H —  .r, 

_  X  ^  X      /  </^Qv  \ 

~      4 ( X  H-  »Ji)    ^'  ~  X  -+-  [x  Wj7 rtf/Zo 

5.  Dans  le  cas  particulier  d'une  plaque  circulaire,  le 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer  les  composantes  de 
déformation  m,  v^  w  conformément  aux  données  du  pro- 
blème est  d'employer  les  coordonnées  semi-polaires.  Si 
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Ton  pose 

(33)        ar  =  p  cos^,        j^  =  p  sin/?,         P^\/5M-~^, 

il  en  résulte 

dil^  __  dily       s'inp  dQy, 

dx  ^       ^  û?p  p      dp^ 


dùy  dù^        cosp  du,, 

et 


dy         ^^^  dp    ^     p       dp 


n/^      ^'Qy      ^'Qy  _  j_  ^*Qv      d^Q^      i  do^  __ 

^  '*^       dx^  "^  rf7»   ""  ^    dp^   "^   rfp*   "^  p    rfp"  ~  ^' 

d'où,  en  faisant 

(35)  ûv=P^?v, 

où  (pv  désigne  une  fonction  de  p^  il  résulte 

équation  différentielle  du  second  ordre  dont  la  solution 

générale  est 

(87)  çpv=  Av  sinv/? -+- Bvcosv/? 

et 

dH^        ^     V  t/cpvl 

^=pv-i|^vcos/,cpv-sm/>^J, 

-^=pv-i|^vs,ii^cpv-i-cos^^J. 
D'après  cela  il  vient,  pour  tous  les  points  du  corps, 


(38)/ 


/  2(X-4-*ia)  — (3X -t-2|jL)v  r  .do 

u  = -f-^r i-^pv-î    V  cosDOv  — sinpV 

«(X-+-1J1)  ^       l         ^'^  ^  dp 

2(X  +  2[i)  — (3XH-2a)v    „      r      . 

"  = iîTT]^) —  ?'"'  r  ""^  ^^  '"''' 

X 

.    iv  =  — — -^ :  rt-s, 

\  .KX-hf!)        ' 
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el  sur  le  contour  de  la  plaque,  en  désignant  par  /-  le 
rayon  de  sa  section  médiane,  et  par  N  l'expression  en 
fonction  de  p  du  déplacement  normal  à  la  surface  laté- 
rale de  la  plaque, 

[  u  cosp  -h  ç  slnp 
(39){  ^  8(X-4-,x) 


X  [  Av  sinv/>  -h  By  cosv/>]  -h  -^pr ~  ar. 

Comme  on  suppose  la  plaque  pleine  et  non  pas  annu- 
laire, les  valeurs  négatives  de  v  doivent  être  exclues,  et 
Ton  déterminera  les  coefficients  A  et  B  suivant  la  mé- 
thode habituelle,  en  posant 


8(Xh-jx) 


^v=  .n■^...\_/^l■^o.,^.  ;:^7^  /      Nsinvy>i^, 


(40)^ 


2(X -+■  a[jL)— (3X-i-afJi)v  vtt 


^X"" 


Bv=   -rr T TVr ^^ Z—^    I         NcOSVprfl), 


formules  a  employer  depuis  v  =  i  jusqu'à  v  =  oo.  Quant 
à  la  détermination  de  a,  on  ne  peut  l'obtenir  ainsi,  mais 
elle  est  immédiate,  car,  si  dans  l'égalité  (Sg)  on  fait 
pi=  o,  d'où  il  suit  V  =  o,  il  vient 

en  désignant  par  Mo  le  terme  constant  de  l'expression 
de  N  en  fonction  de  p, 

La  connaissance  des  coefficients  A  et  B  donnera  ^,  et, 
à  l'aide  de  cette  fonction,  on  aura  les  valeurs  de  u,  v,  w 
pour  tous  les  points  du  corps  par  les  formules  (38). 

6.  Pour  arriver  à  la  détermination  des  forces  aptes 
à  produire  ces  déplacements,  il  faut  satisfaire  pour  tous 
les  points  de  la  surface  latérale  de  la  plaque  aux  équa- 
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lions 

X  =  Nx  C0SJ9  -h  Tz  sinp, 


(4a) 

f  Y  =  T-  cosp  -h  Ny  sin^? 

Or,  on  a 

^   ___  afi(X-+-afA)  — (3X-hatJi)HLv  c?'Ûv    .    (3XH-2fi)tJi 
'^'"*  4(X4-jx)  €to«  "^     aa-hfji)    ""' 

^   _  a(jL(X  +  2fA)  — (3X-f-2^)y  cftûy    ^   (3XH>2tx)fA 
"r-  4(X  +  K)  rfj.»  "^     îi(X-l-Hi)    ^' 

^  4(X-f-K)  da:dy' 

et  par  suite  il  vient,  en  ayant  égard  aux  égalités  (33), 

v,_  2fA(X-+-afx)-(3X>4-3tJl)[iv,..  rfûv 

^'^■"  4{X-f-ix)  ^''""'^^ 

.   (3X+2(x)tx^ 


(43) 


7^ T"***! 


v-_  a|x(X  +  2|x)-(3XH-atx)[iv,  rfûv 

(3X  +  a,x)|x 

et,  en  passant  aux  coordonnées  semi-polaires, 

X=  ^f^(X^^t^)  — (3X-t-3fx)^v  ^  ^^_, 

4(X-t-fx)  ^         ^ 

^"^■^^^  Y-  at^(X  -^  a t^)  -  ( 3X  -+-  2 fx) .uv 

4(X  +  ix)  ^'      '^'^ 

r     .  doyl        (3X-+-2ti)a       . 

X  [vsin/,cpv+cos/,^J  +     ^(x  +  |lr^^'°^- 

On  peut  ici  observer  avec  Clebsch  que,  si  Ton  fait  abs- 
traction, dans  les  seconds  membres  des  égalités  (38)  et 
(43),  des  termes  où  figure  a,  on  a 

^         du         ^         dv 
(45)  ^  =  ^-d?'       ^^^dF^' 

ce  qui  permet  de  déduire  les  composantes  de  traction  X 
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et   Y  des  composâmes  de  déformation   u   et  i^.  On  a 
d'ailleurs 


ID  =  X  cos/?  -h  Y  sinp 
=  y  2fx(x-4-2tti)-(3X-+-2^x)^v     _  ^ 

1  r*        •  r»  T  (3X-|-afl)lZ 

f  X  [AvSinv/>-kBvC0sv/>]-+- ^ — j^ ^-y-», 

en  désignant  par  D  la  composante  de  traction  normale  à 
Ja  surface  latérale  de  la  plaque,  et  si  on  la  suppose 
connue  |K)ur  les  points  do  contour,  on  pourra  déter- 
miner les  coefficients  Av  et  Bv  par  les  formules 

4a-HHL) 1  r'^'osinv    d 

2(jl(X -4- 2{jl)-- (3X -H  afji)fxv  v(v  — i)7rrv-*^^  ^    ^' 

4(Xh>[x) 1  /-"^  . 

2|JL(X+2K)-(3XH-2Hl)HlVV(v-,),trV-«    /         ^^'^P'^P' 


(47)^ 


Il  faut  observer,  relativement  à  ces  formules,  qu'on 
ne  peut  les  employer  que  depuis  v  =  2  jusqu'à  v  =  oo. 
On  voit  en  effet,  par  les  formules  (43),  que,  pour  v=  i, 
on  a 

et  pour  V  =  o,  il  vient,  par  l'égalité  (44)? 

//     X  rw  (3X-4-2u)a 

en  désignant  par  Dq  la  partie  constante  de  la  compo- 
sante normale  de  traction. 
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GÉNÉRALISATION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
POUR  L  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1874; 

Par  m.  Émilb  BOREL, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Niewenglowski). 


On  donne  un  triangle  ABC.  On  sait  que,  par  un 
point  M  de  son  plan,  passent,  eh  général,  deux  coniques 
d'excentricité  donnée  e  circonscrites  au  triangle. 

Cela  posé,  troux^er  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  axes 
homologues  des  deux  coniques  correspondantes  fassent 
entre  eux  un  angle  donné  V. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  ferons  usage  de  la 

transformation  du  second  ordre  qui,  en  prenant  pour 

triangle  de  référence  le  triangle  ABC  et  supposant  les 

coordonnées  trilinéaires  normales,  est  définie  par  les 

formules 

Xx  =  \y  =  Zz. 

Rappelons-en  sommairement  les  principales  pro- 
priétés. 

A  un  point  correspond  un  point  ;  les  droites  qui  joi- 
gnent deux  points  correspondants  au  sommet  d'un  même 
angle  du  triangle  sont  antiparallèles  par  rapport  aux 
côtés  de  cet  angle.  Exception  unique  :  aux  sommets  du 
triangle  correspondent  tous  les  points  des  côlés  opposés. 

Aux  droites  menées  par  le  sommet  d'un  angle  du 
triangle  de  référence  correspondent  les  droites  ântipa- 
rallèles  par  rapport  à  cet  angle-,  aux  autres  droites,  des 
coniques  circonscrites  au  triangle  de  référence;  à  la 
droite  de  Tinfini  correspond  le  cercle  circonscrit. 

A  une  conique  correspond,  en  général,  une  courbe  du 
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quatrième  ordre  ayant  pour  points  doubles  les  trois 
sommets.  Si  la  conique  passe  par  un,  deux  ou  trois 
sommets  du  triangle,  la  transformée  est  une  cubique, 
une  conique  ou  une  droite. 

Aux  coniques  considérées  dans  l'énoncé  correspondent 
donc  des  droites  qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  en 
des  points  qui  correspondent  aux  points  à  l'infini  de  la 
conique.  Les  droites  qui  joignent  ces  points  d'intersection 
à  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence  font  donc  un 
angle  égal  à  celui  des  asymptotes  de  la  conique.  Si  Ton 
désigne  cet  angle  par  2O,  ces  droites  envelopperont  un 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  et  de  rayon 

RcossO.  On  a  d'ailleurs  cosO  =  -;  ce  rayon  est  donc 
égal  à     ^^"^^    >  même  lorsque  9  est  imaginaire. 

Aux  deux  coniques  d'excentricité  e  qui  passent  par 
un  point  du  plan  correspondent  les  deux  tangentes  à 
ce  cercle  menées  par  le  point  correspondant.  L'angle  de 
ces  deux  tangentes  est  d'ailleurs  égal  à  2  V.  En  effet,  les 
parallèles  à  ces  tangentes  menées  par  le  point  A  corres- 
pondent aux  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  qua- 
trièmes points  d'intersection  des  coniques  avec  le  cercle 
circonscrit  et,  en  vertu  du  théorème  de  Joachimslahl, 
l'angle  de  ces  deux  droites  est  double  de  celui  des  axes 
des  deux  coniques.  De  plus,  dans  le  cas  où  les  coniques 
sont  des  hyperboles,  ou  voit,  par  de  simples  considé- 
rations de  mesures  d'angle,  en  regardant  les  points  d'in- 
tersection des  droites  avec  le  cercle  circonscrit  comme 
transformés  des  points  à  l'infini  des  deux  coniques,  que, 
si  V  est  l'angle  des  axes  homologues  des  coniques,  c'est 
l'angle  des  deux  tangentes,  dans  lequel  n'est  pas  compris 
le  cercle,  qui  est  égal  à  aV.  Le  lieu  du  point  de  con- 
cours des  tangentes  est  donc  un  cercle  concentrique  au 
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liiMIi  QQf>CÉgiTi-m. 

M.  Doussinesq,en  olfrant  à  V Académie^  dans  la  séance  du  l'x  juillet  1889, 
tin  exemplaire  de  ses  Leçons  synthétiques  de  Mécanique  générale,  s^est 
exprimé  ainsi  qu^il  suit  : 

«  Mon  but,  dans  ces  premières  Leçons  de  mon  Cours  de  la  Sorbonne,  a 
été  de  réduire  à  leur  expression  la  [)lus  simple,  en  les  çroiipant  suivant 
Tordre  de  leur  enchaînement  naLureU  l'ensemble  des  notions  mécaniques 
<:énérales  qu'ont  à  meltre  en  oeuvre  les  géomètres  dans  l'étude  des  ques- 
tions soit  de  Mécanique  réelle,  soit  de  Physique.  Un  certain  nombre  de 
rcs  notions,  d'une  importance  capitale,  que  j'ai  tâché  d'y  élucider,  étaient 
restées  jusqu'à  ce  jour  étrangères,  ou  peu  s'en  faut,  à  l'enseignement  usuel 
de  la  Mécanique.  Je  me  contenterai  ici  do  citer  celles  d'énergie  potentielle 
hiterne,  de  frottement  intérieur,  de /lux  do  chaleur  (entendu  dans  son 
sens  dynamique),  d'énergie  élastique  ou  de  ressort. 

»  Je  m'y  suis  propose  surtout  de  déj^ager  l'élément  géométrique  des 
phénomènes,  le  seul  qu'atteignent  nos  calculs,  des  restes  d'idées  méta- 
physiques ou  du  moins  psychologiques  qui,  sous  les  noms  de  causes  du 
iDouvement  ou  de/wce.v,  en  ont,  dans  les  Cours  de  Mécanique  rationnelle, 
compliqué  jusqu'à  présent  l'exposition.  Comme  les  équations  de  la  Dyna- 
mique ne  contiennent  pas  d'autres  variables  que  dos  longueurs  et  des 
temps,  il  était  naturel  de  chercher,  pour  les  poser,  des  règles  n'employant 
que   ces  variables  seules.  C'est  ce  que  j'espère  avoir  fait;  et  j'ai  réduit 
ainsi,  au  point  de  vue  scientifique,  les  mots  fhrce,  actiouy  résistance,  etc., 
de  même  qu'on  y  a,  depuis  plus  ou  moins  longtemj»s,  réduit  les  mots  quan- 
tifé  de  mouvement,  force  vive,  énergie,  à  de  simples  abréviations  de  lan- 
irage,  employées  pour  désigner  certains  produits  algébriques  où  géomé- 
triques. Il  était  cependant  nécessaire  de  justifier  ces  dénominations,  en 
montrant  comment  s'était  fait  le  passage-  de  leur  sens  vulgaire  de  cause, 
rcJalivement  obscur,  à  leur  sens  scientifique  précis;  et  c'est  à  quoi  j'ai 
consacré  une  Leçon  spéciale,  où  j'essaye  d'analyser  les  rapports  de  nos 
< {forts  musculaires  intérieurement  perçus,   seul  type  de  force  que  nous 
connaissions,  aux  effets  mécaniques  extérieurs  qui  leur  correspondent  et 
auxquels  ils  servent  spontanément  comme  de  mesure.  » 
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,       .  .      .   1         ^         Rcos'2e         R(a  — e')    1 

cercle  circonscrit  et  de  rayon ^7—  ou  — ; tt-^  dans 

•^  cosV  e*cosV 

le  cas  où  l'angle  des  asymptotes  est  imaginaire.  Le  lieu 

demandé  est  donc  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 

pour  points  doubles  les  trois  sommets  du   triangle  et 

tangente  à  la  droite  de  Tintini   aux  points  cycliques. 

C'est  donc  une  courbe  unicursale  et  fermée.  Sa  forme 

dépend  de  la  grandeur  du  rayon  du  cercle  dont  elle  est 

la  transformée. 

Si  les  coniques  sont  des  ellipses  ou  des  paraboles,  ou 


si  Ton  a  26<^V,  les  coniques  étant  des  hyperboles,  le 
cercle  est  extérieur  an  cercle  circonscrit.  La  courbe  est 
alors  complètement  extérieure  au  triangle.  On  la  construit 
très  aisément  en  déterminant  dans  quelle  région  par 
rapport  au  triangle  et  au  cercle  circonscrit  se  trouvent 
les  points  correspondant  à  un  arc  déterminé  du  cercle. 
On  a  marqué  d'un  môme  numéro  les  arcs  correspon- 
dants de  la  courbe  et  du  cercle.  On  peut  obtenir  les 
tangentes  au  point  A,  par  exemple,  en  prenant  les  droites 
antiparallèlcs  par  rapport  à  l'angle  A  de  celles  qui  joi- 
gnent le  pr)int  A  aux  points  d'intersection  du  cercle 
avec  BC. 
Ann.  de  j}fathémat.,  3*  série,  t.  VIII  (Novembre  1889).     3» 
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Si  l'on  avait  cosN  =  o,  c'est-à-dire  V  =  ->  le  cercle 

deviendrait  la  droite  de  rinfini,  et  la  courbe  se  réduirait 
au  cercle  circonscrit,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

Supposons  maintenant  que  les  coniques  soient  des 
hyperboles,  et  soit  d'abord  V  =  a8.  Ce  cercle  se  confond 
alors  avec  le  cercle  circonscrit,  et  le  lieu  se  réduit  aux 
trois  côtés  du  triangle  et  à  la  droite  de  Tinfini,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir  géométriquement. 

Soit  maintenant  V^  2O,  mais 

COS26 

.-7-  >  cosA  >  cosB  >  cosC. 

cosV   ^  ^  ^ 

On  suppose,  pour  fixer  les  idées,  A  <^  B  <]  C.  Le  cercle 
est  alors  intérieur  au  cercle  circonscrit,  mais  coupe  les 
trois  côtés  du  triangle.  Les  points  doubles  sont  encore 
réels,  et,  en  étudiant  point  par  point  la  correspondance 
des  deux  courbes,  on  a  la  forme  ci-contre. 

Si  — ^^rr  =  cosA,  un  des  points  doubles  devient  un 

point  de  rebroussement,  et,  si  ^  ^  <^cosA,  il  devient 
un  point  double  isolé.  On  peut  avoir  ainsî  successive- 
ment diverses  formes  intermédiaires.  Si  ^<'cosC, 

cos  V    ^ 

on  a  un  anneau  fermé  avec  trois  points  doubles  isolés. 
Dans  le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral  et  où 

cosîO  _  I 
cosV        2 

le  lieu  est  une  hypocycloide  à  trois .  rebroussements. 
Enfin,  si  cos29=  o,  le  lieu  se  réduit  au  point  de  con- 
cours des  hauteurs,  quel  que  soit  cos  V.  Les  coniques  sont, 
en  effet,  alors  des  hy|)erboles  équilatères,  et  il  n'en  passe 
qu'une  par  chaque  point  du  plan,  sauf  par  le  point  de 
concours  des  hauteurs. 
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Pour  avoir  récjualioii  du  lieu,  formons  Téquatiou  du 
cercle  concenlriquc  au  cercle  circonscrit  el  de  rayon  p. 


Hg.  2. 


\    5* 


Les  ë(|uations  de  ces  deux  cercles  rapportés  à  deux  dia- 
mètres reclangnl aires  sont  de  la  forme 

R»— j-»— r«  =  o, 

p* —  x^ — y^  =  o. 

En  coordonnées  trilinéaires,  ces  équations  deviennent 

rt YZ -h  6ZXh- oXY-h  K(aX -4- ^Y -h  rZ)«  =  o. 

a,  i,  c  étant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence; il  s'agit  de  déterminer  la  constante  K. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  formules  par  lesquelles 
on  passe  des  secondes  équations  aux  premières  sont  de 

la  forme 

IX  =  p  —  j^cosa  — y  sina, 
Y  =  <7  —  j'cosp— ^sinp, 
Z  —  r  —  T  co^y  — y  siny. 

On  a  identiquement 

rtYZ-h^»ZX-HcXY=  X(R2  — .r2— ^î). 

Pour  déterminer  X,  il  suffît  de  remarquer  que,  le  carré 
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du  module  de  la  substitution  (i)  étant  égal  h  ^)Ona, 

le  discriminant  d'une  forme  (|uadratique  étant  un  inva- 
riant, 

d'où 

s 


^=R 


On  a  donc  identiquement 


R«— a:»— >rî=  |(aYZ-+-6ZX-hcXY) 


et 


pî_5,2_^î=  |(aYZ-+-6ZXH-cXY) 

L'équation  du  cercle  est  donc 

rt6c(aYZ-h/;ZX4-cXY)-h(p2~  R2)(ctX -h  6Y  h- cZ)S  =  o, 

et  l'équation  du  lieu 

rtôcXYZ(aX-h6Y-hcZ) 

-+-  (pî—  R>)(aYZ  H-  bZK  +  cXY)«=  o, 

car  il  suffit  de  remplacer  X,  Y,  Z  par  ^>  v?'  7  " 

On  peut  remarquer  qu'il  résulte  de  la  solution  précé- 
dente que  l'enveloppe  de  la  famille  de  coniques  consi- 
dérée dans  l'énoncé  est  une  courbe  de  même  forme. 


Digitized  by  VjOOQIC 


(   5ol    ) 


GOSICOliRS  D'ADMISSION  A  L'ÉGOLB  POLYTECHNIQUE  EN  1889. 


Composition  française. 

De  tout  temps  les  progrès  de  la  Science  ont  exercé  sur  la 
civilisation  une  inQuence  considérable.  Dans  notre  siècle  sur- 
tout, d'importantes  transformations  sociales  ont  été  amenées 
par  des  découvertes  qui,  à  l'origine,  semblaient  être  de  Tordre 
le  plus  abstrait. 


Composition  de  Physique  et  Chimie, 

I.  Détermination  de  l'indice  de  réfraction  d'un  liquide  à 
l'aide  du  goniomètre.  (On  ne  décrira  ni  l'instrument  ni  son 
réglage.) 

II.  Densité  des  gaz;  méthode  de  Regnault  pour  la  détermi- 
ner, 

III.  L'acide  phosphorique  et  ses  divers  hydrates. 


Composition  de  Mathématiques. 

Etant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires OX  et  OY,  et  deux  séries  de  paraboles  :  les  unes 
(P),  de  paramètre  p,  tangentes  à  OY  du  côté  des  X  positifs 
et  ayant  leur  axe  parallèle  à  OX;  les  autres  (Q),  de  paramètre 
q^  tangentes  à  OX  du  côté  des  Y  positifs  et  ayant  leur  axe 
parallèle  à  OY;  on  demande  : 

1"  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  conique  qui 
se  déplace,  sans  changer  de  grandeur,  en  passant  constam- 
nieoi  par  les  points  communs  à  l'une  des  paraboles  (P)  et  à 
l'une  des  paraboles  (Q); 

2**  De  démontrer  que,  quand  on  associe  une  parabole  P  el 
une  parabole  Q,  de  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  fo- 
yers respectifs  reste  constamment  parallèle  à  une  direction 
donnée,  la  somme  des  angles  que  font  les  tangentes  communes 
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à  ces  deux  paraboles  avec  un  a\e  fixe,  OX  par  exemple,  de- 
meure constante;  et  de  trouver,  dans  ces  conditions,  le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles; 

3**  De  placer  une  parabole  P  et  une  parabole  Q  de  façon 
qu'elles  aient  trois  points  communs  confondus  en  un  seul,  et 
de  calculer,  pour  cette  position  des  deux  courbes,  les  coordon- 
nées de  leur  point  commun  et  le  coefficient  angulaire  de  leur 
tangente  commune  en  ce  point; 

4**  De  démontrer  que  tout  triangle  circonscrit  à  la  fois  à 
l'une  quelconque  des  paraboles  P  et  à  l'une  quelconque  des  pa- 
raboles Q  est  inscrit  dans  une  conique  fixe,  et  de  trouver 
l'équation  de  cette  conique. 

Calcul  trigonométrique. 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  226a4'",86,         b  =  32923'",54,        c  =  28935", 95. 
Calculer  les  trois  angles  et  la  surface. 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cy- 
lindre terminé  par  deux  demi-sphères. 

La  surface  du  solide  sera  supposée  dépolie. 

On  ne  passera  pas  de  teinte  sur  le  fond. 

Les  traits  du  cadre  et  les  contours  apparents  du  solide 
seront  passés  à  l'encre  avant  de  laver. 

Le  rayon  lumineux  est  le  rayon  ordinaire  à  45". 

Épure. 

L'axe  vertical  d'un  cône  de  révolution  se  projette  horizon- 
talement en  un  point  situé  à  92™"  du  grand  côté  inférieur  de 
la  feuille  placée  horizontalement  (l'en-tête  à  gauche),  et  à  96"" 
à  droite  du  trait  noir  qui  la  limite;  sa  hauteur  est  de  109"", 
et  le  rayon  de  son  cercle  de  base  est  de  55™"  :  une  distance 
de  85""",  comptée  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille, 
sépare  la  projection  horizontale  du  centre  de  ce  cercle  de  sa 
projection  verticale. 

L'axe  horizontal  d'un  cylindre  de  révolution  de  front  est  à 
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n""  de  l'axe  du  cône  :  il  se  projette  horizontalement  entre  le 
pied  de  cet  axe  et  le  grand  côté  inférieur  de  la  feuille,  et  verti- 
calement à  49*""  de  la  base  du  cône  du  côté  du  sommet;  son 
rayon  est  tel  qu'il  passe  par  le  point  situé  à  la  même  cote  (49"'") 
sur  celle  des  génératrices  de  profil  du  cône  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille. 

On  demande  : 

De  représenter,  par  sa  projection  horizontale,  par  sa  projec- 
tion sur  un  plan  vertical  parallèle  aux  génératrices  du  cylin- 
dre et  par  ses  contours  apparents,  ce  qui  reste,  entre  le  som- 
met et  la  base,  du  cône  solide  entaillé  par  le  cylindre; 

De  développer,  à  droite  et  à  la  partie  supérieure  de  la  feuille, 
la  portion  de  surface  conique  qui  limite  le  corps,  cette  surface 
étant  fendue  suivant  la  génératrice  de  profil  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille; 

D'indiquer  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  : 
1°  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce 
point;  a*  les  points  situés  sur  les  contours  apparents  du  cône 
et  du  cylindre;  3**  un  point  quelconque  du  développement  et 
la  tangente  en  ce  point.  • 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
tracées  en  rouge  continu;  la  représentation  du  corps  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour 
les  parties  cachées. 


CONCOURS  D'A»UISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1889; 

Par  m.  J.  LEMAIRE, 

Professeur    au    lycée    de    Lorient. 


I.  Sî  nous  désignons  par  b  l'ordonnée  de  l'axe  d'une 
parabole  P,  par  a  l'abscisse  do  Taxe  d'une  parabole  Q, 
les  paraboles  P  auront  pour  équation  générale 

(P)  (>'  —  />  )2—   >./7.r  rr-  O 

et  les  paraboles  Q 

(Q)  (.r  —  af'—iqy  ^  o. 
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Les  paraboles  P  et  Q  ayant  leurs  axes  perpendicu- 
laires, toute  conique  (C)  passant  par  les  points  de  ren- 
contre d'une  des  paraboles  P  et  d'une  des  paraboles  Q 
aura  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  ces  paraboles,  c'est- 
à-dire  h  Ox  et  O^'. 

Si  donc  (xofjo)  est  le  centre  de  C,  Téquation  de  celte 
conique  sera  de  la  forme 

Il  s'agit  de  trouver  le  lieu  du  centre  de  celte  conique 
à  la  condition  qu'elle  passe  constamment  par  les  points 
communs  à  Tune  des  paraboles  P  et  à  l'une  des  para- 
boles Q. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  paraboles  P  et  Q  corres- 
pondant à  deux  valeurs  déterminées  de  a  et  b  est 

(i)  [(7  — 6)2— 2/?-F]-l-X[(a:  — a)»— 2y^]=o, 

qui  rt?présentera  la  conique  C  si  l'on  a 


A 

B 

A  070 

B^o 

_  AarjH-Bj^ii-i 

X  ~ 

I 

~  p  -\-\a 

~  b-^\q  " 

^>«-4-Xo» 

Éliminant  X,  a,  b  entre  ces  relations,  nous  aurons 
le  lieu  du  centre.  Ou  tire  sans  difficulté 


x  = 

A 

B' 

Axo- 

Bp 

A 

> 

h  — 

Br.- 

Aç 

B 

d'où  le  lieu  cherché 

3|-(Ji>:,-^^A(A,^^ 
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ou 

7.Bpx-\-'i\qy  =  — r~ 1 ^- — hi. 

Celle  équalion  représenle  une  droile. 
Si  Ton  faîl  lourner  la  conique  C  de  90°  aulour  de  son 
centre,  son  équalion  devienl 

B(ar  — a?o)*-+- A(^— ^^o)*— ï  =  o. 

A  celte  position  delà  conique  correspondra  une  autre 
droite  dont  nous  aurons  Véquation  en  perinulanl  A 
et  B  dans  la  précédente.  Le  lieu  des  centres  demandé  se 
com|)Ose  donc  de  deux  droites. 

II.  L'équation  aux  x  des  points  communs  à  une  para* 
bole  P  et  à  une  droile 

(  D)  y  =  mx  -f-  n 

est 

{mx  -{-  n  —  by  —  'ipx  =  o; 

d'où,  pour  la  condition  de  contact  de  cette  courbe  et  do 
celte  droite, 

[m(n  —  b)—  pY^  m*(n  —  by=  o. 

On  lîre  de  là 

La  tangente  à  P  de  coefficient  angulaire  m  est  donc 

y  =  ntx  -h  6  4-  -^• 

On  trouve  de  même  pour  la  tangente  à  Q  de  coeffi- 
cient angulaire  m  l'équation 

y  =  mx (2a-f-^m). 
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m  sera  le  coefficieut  angulaire  d'une  tangente  commune 
si  Ton  a 

b  H-  -i--  = (2a  +  qm) 


m 
im  2 

ou 

^m*-f-  2am'-H  26/n  -h/>  =  0. 


Telle  est  l'équation  aux  coefïicîents  angulaires  des 
tangentes  communes  à  P  et  Q  :  il  y  a  trois  pareilles  tan- 
gentes. Soient  a«,  «3,  «3  leurs  angles  avec  Ox^  tanga,, 
tanga2,  tangas  sont  les  racines  de  l'équation  ci-dessus, 
et  Ton  a 

2  tançai — tansfai  tancfat  tangx, 
^^   ^        *        ^^  I— Slanga,  langai 


q          q         p  —  '>a 

ib       ~~  q  —  26 

Soit,  d'autre  part,  a  l'angle  que  fait  avec  Oj:  la  droite 
joignant  les  foyers  de  P  et  Q;  on  a 


tanc^a  =  = • 

p  p  —  ia 


Par  conséquent, 

lanp:(ai4-  a,-i-  a3)  =  —  cota, 
d'où 

ai  H-  a, -h  Œj  = -h  a  -h  ni:  —  -  , 

n  étant  un  nombre  entier,  ce  qui  démontre  la  seconde 
partie  delà  question. 

Les  axes  de  P  et  Q  ont  pour  équations 

y  =  h^ 

X  —  a. 
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Le  lieu  de  leur  point  commun  est  donc  la  droite 
iy  —  q  =z(p  —  2x)  tangx. 

m.  Proposons-nous  de  déterminer  a  et  6  de  manière 
que  les  paraboles  P  et  Q  aient  trois  de  leurs  points  com- 
muns confondus  en  un  seul. 

L'équation  eu  X  du  système  des  coniques 

{y  —  b)i—^px  =  o, 

(x  —  a)*—  iqy  =  o 
est 

qu'on  obtient  sans  difficulté  eu  annulant  le  discrimi- 
nant du  premier  membre  de  Téquation  (i). 

Les  paraboles  P  et  Q  auront  trois  points  confondus 
en  un  seul  si  cette  équation  a  une  racine  triple.  X  dési- 
gnant cette  racine,  on  a 


d*oii  l'on  tire 


n 

AU 

3Xî 

•X  pn 

X» 

a  = 

\  Vp'i\ 

b  = 

iVp'q, 

/p\* 

X  = 

-(f) 

Pour  celte  valeur  de  \  (i)  représente  un  système  de 
deux  droites  dont  le  centre  est  précisément  le  point  de 
contact  de  P  et  Q.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont 


.r,^.i^f 


yi=à-^ql 
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ou,  en  remplaçant  a,  b,  X  par  leurs  valeurs  et  simpli- 
fiant, 


^1  =  ^  Vpg*, 

Quant  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente  com> 
mune  en  ce  point,  il  a  pour  valeur 

IV.  Soit  (^,  j)  un  ombilic  des  paraboles  P  et  Q.  L'é- 
quation aux  coenicients  angulaires  des  tangentes  à  P 
issues  de  ce  point  est 

y  =  mjr  -h  6  -h  -^ 
2  m 

ou 

De  môme,  Téquation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  issues  du  même  point  à  Q  est 

qm^-h'i(a  —  ir) m  -h ar  =  o ; 

les  équations  devant  avoir  les  mômes  racines,  on  a 

2x  ^  b  —y  __  p 
q    ~  a  —  a:  ~~  2  j' 
d'où 

Ce  qui  montre  que  les  points  de  rencontre  des  tan- 
gentes communes  à  une  parabole  P  et  une  parabole  Q 
se  trouvent  tous  sur  Thyperbole  équilatère  représentée 
par  Téquation  ci- dessus. 
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SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  DEUXIÈME  ET  DE  LA  QUA- 
TRIÈME PARTIE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  AUX  CANDIDATS 
A  l/ÉGOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1889; 

Par  m.  E.  BOREL, 
Élève  de  Sainte-Barbe  et  de  M.  Niei^englowski. 


On  considère  deux  paraboles  dont  les  tangentes  aux 
sommets  sont  deux  droites  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy 
et  dont  les  foyers  décrivent  des  parallèles  Aces  droites.  Il 
s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  angles  que  font  les 
trois  tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  ai^ec 
VaxeOx  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  droite  FF'. 

Considérons  le  triangle  formé  par  les  trois  tangentes 
communes  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  On  sait 
que  ce  cercle  passe  par  F  et  F'  et  que  les  droites  de 
Simson,  relatives  aux  points  F,  F'  par  rapport  à  ce 
triangle,  sont  précisément  les  droites  Ox^  Ojr.  Comme 
ces  droites  sont  rectangulaires,  les  points  F  et  F'  sont 
diamétralement  opposés.  Ou  peut  donc,  au  lieu  de  FF', 
considérer  la  droite  (oF,  to  étant  le  centre  du  cercle,  et 
le  théorème  à  démontrer  devient  le  suivant  :  la  somme 
des  angles  que  font  les  trois  côtés  d'un  triangle  ai^ec 
la  droite  de  Simson  relatii^e  à  un  point  F  ne  dépend 
que  de  l'angle  que  fait  avec  cette  même  droite  le 
rayon  coF. 

Pour  le  faire  voir,  examinons  ce  qui  se  passe  lorsque 
le  point  F  se  déplace  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC,  ce  dernier  restant  fixe  [Jig»  i).  On 
sait  que,  si  le  point  F  décrit  un  arc  a  a,  la  droite  de  Sim- 
son relative  à  ce  poiut  subit  une  rotation  égale  à  —  a 
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(die  est,  cil  effet,  parallèle  à  la  droite  AG,  G  étant  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  BC,  et  deux  arcs  symé- 
triques FF|  etGGi  sont  égaux  et  de  signes  cdiiiraîres). 
Il  en  résulte  que  l'angle  de  chacun  des  côtés  du  triangle 
avec  celte  droite  augmente  de  a  ;  leur  somme  augmente 


donc  de  3a.  Or  l'angle  de  toF  avec  cette  droite  aug- 
mente aussi  de  3a,  puisque  o)F  subit  une  rotation  de  aa 
et  la  droite  de  Simson  correspondante,  une  rotation  de 
—  a.  Il  résulte  delà  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  une 
position  particulière  du  point  F,  il  subsiste  quand  ce 
point  décrit  la  circonférence.  Or,  si  nous  supposons  que 
le  point  F  coïncide  avec  un  sommet  A  du  triangle,  la 
droite  de  Simson  est  la  hauteur  AH,  laquelle  fait  avec 

BC  un  angle  égal  à  -;  la  somme  algébrique  des  angles 
qu'elle  fait  avec  AB  et  AC  est  égale  à  HAC  —  HAB, 

c'est-à-dire  à  HAC —  CAcoou  à  coAH.  On  voit  donc  que 
la  somme  des  trois  angles  de  la  droite  de  Simson  avec  les 

trois  côtés  surpasse  de  -  l'angle  de  toF  avec  cette  môme 

droite  (ces  égalités  ayant  lieu  à  un  multiple  de  tî  près, 
puisque  les  directions  des  droites  ne  sont  pas  détermi- 
nées). 
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Donc,  la  somme  des  angles  que  font  les  tangentes 
communes  av^ec  Ox  surpasse  de  -  V angle  de  FF'  avec 
Ox. 

Il  s'agit  ensuite  de  trouver  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes.  Une  droite  MN 
{Jig*  2),  coupant  O^  en  M  et  Ox  en  N,  est  tangente  aux 
deux  paraboles  si  FM  et  F'N  sont  perpendiculaires  sur 
MN,  et  nous  venons  de  voir  que  les  sommets  du  triangle 

Fip.  a. 


formé  par  les  tangentes  communes  sont  sur  le  cercle 
décrit  sur  FF'  comme  diamètre.  Soit  A  Tun  des  points 
de  rencontre  de  MN  avec  ce  cercle.  Menons  AT,  F'Q 
perpendiculaires  sur  Ox,  AS,  FP  perpendiculaires  sur 
Oy,  Les  couples  de  triangles  rectangles  ATN,  FPM; 
AMS,  F'NQ;  AMF,  F'NA  évidemment  semblables, 
donnent 


AT        FP 

AS        F'Q 

A  M        F'N 

AN  ~  FM  ' 

AM  ~  F'N' 

FM  ~  AN 

En    multipliant  membre  à  membre  et  supprimant  les 
facteurs  communs,  on  obtient 

AT.AS  =  FP.F'Q. 
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Lo  lieu  du  point  A  est  donc  l' hyperbole  équilatère  qui 
a  pour  asymptoles  Ox,  Oj  et  qui  passe  par  le  point  de 
concours  C  des  droites  que  décrivent  les  foyers.  On  peut 
se  demander  pourquoi  il  y  a  un  lieu,  alors  qu'il  semble 
que  renoncé  contienne  une  condition  de  trop.  Il  en  ré- 
sulte évideunnent  que  chaque  point  du  lieu  est  obtenu 
une  infinité  de  fois.  On  voit  en  eflet  que,  étant  donné 
un  point  Â  du  lieu  trouvé,  pour  que  ce  point  soit  un 
point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux 
paraboles  de  foyers  F  et  F',  il  faut  et  il  suffit  que  Taugle 
FAF'  soit  droit.  On  obtient  ainsi  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  deux  paraboles  pour  lesquelles  le  point  A  est 
obtenu  comme  point  du  lieu.  Ces  paraboles  sont  carac- 
térisée^ géométriquement  par  ce  fait  que  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  leurs  axes  est  une  droile.  Soit,  en  effet, 
D  le  point  de  rencontre  des  axes  :  CD  passant  par  le  mi- 
lieu (1)  de  FF',  centre  du  cercle,  Tangle  CAD  est 
droit;  la  droite  AD  a  donc  une  direction  iixe. 


GÉONBTRIB  DU  CAMPAS; 

Pau  m.  J.  COLETTE, 

Ancien  répétiteur  de  Malhémaliquos. 


i/attention  a  été  récemment  appelée,  dans  divers 
Cours  préparatoires,  sur  certains  problèmes  très  inté- 
ressants de  la  Géométrie  du  compas  (*).  Celle  Géomé- 
trie spéciale  est  particulièrement  nécessaire,  indispen- 


(')  En  1797,  le  mathématicien  italien  Mascheroni  publia,  sous  ce 
môme  tilre  :  Geometria  del  compasso,  un  Livre  très  savant  et  Inès 
élémentaire  aussi,  dont  le  capitaine  Gareltr,  du  Génie,  publia,  l'an- 
née suivante,  une  excellenlc  traduction. 
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sable  même,  pour  la  conslrucliou  des  épures  géodéslques 
et  géographiques  (canevas  des  Cartes,  tracé  des  méri- 
diens et  des  parallèles).  Nous  nous  bornerons,  ici,  à  en 
marquer  quelques  points  importants. 

De  cette  géométrie  du  compas,  qui,  «  par  le  secours 
du  compas  seulement,  détermine  la  position  des  points  », 
nous  citerons  d'abord  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Tromper,  au  moyen  du  compas  seulement,  le 
point  milieu  d'un  arc  AB,  dont  le  centre  est  en  O. 

Solution,  —  Des  deux  points  A  et  B  comme  centres 
(fig'   i),  avec  le  rayon  R  de  l'arc  donné,  je  trace  deux 

Fig.  I, 


arcs  sur  lesquels  je  prends  DO  =  OE  =  ABj  puis,  des 
points  D  et  E  comme  centres,  avec  DB  et  EA  pour 
rayons,  je  trace  deux  arcs  qui  se  coupent  en  F-,  enfin, 
du  point  D  comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  je  trace 
un  arc  qui  coupe  Tare  donné  AB  en  un  point  G  qui  est 
le  point  cherché. 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  VIII.  (Novembre  1889.)      33 
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Supposons  le  point  G  déterminé  d'avance  et  traçons 
toutes  les  lignes  pointillées  de  la  Ggure,  on  a 

DB  =  DF, 
donc 

Df'=DmVbm*; 

en  prenant  OM  =  ME,  on  aura 

DO  =  aOM; 
par  conséquent, 

Df'=9xÔM  -^R«— ÔM 
=  8  xÔmVrv 


Mais,  d'autre  part,  on  a  aussi 


=  8  X  ÔM  V  R«-  4  X  ÔM* 
=  4  X  Ôm'  h-  R«  ; 


or,  dans  le  triangle  DOG,  on  a 


dg'=r«h-do' 

=  R«-4-40m'; 


donc  DG  =  OF.  c.  q.  f.  d. 

a°  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle,  avec  le  seul 
emploi  du  compas, 

La  solution  est  simple;  car,  en  prenant,  sur  la  demi- 
circonférence  ACDB  (^/fg.  2),  AC  =  CD  =  DB  =  R,  la 
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question  revient  à  trouver  le  milieu  de  l'arc  CD,  comme 
ci-dessus,  et  AG  est  le  côté  du  carré  inscrit. 


La  place  ne  nous  permet  pas  de  mentionner  la  solu- 
tion générale  du  joli  problème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  points^  trouver ,  au  moyen  du 
compas  seul,  le  point  ou  les  points  qui  divisent  en  a,  3, 
4,  • . .  parties  la  ligne  qui  joindrait  ces  deux  points. 

Nous  n'insisterons  pas  non  plus  sur  les  différents 
problèmes  qui  ont  trait  aux  opérations  suivantes,  par 
le  compas  seul  : 

Addition  et  soustraction  de  droites  dont  on  ne  con- 
naît que  les  points  extrêmes  ; 

Tracé  des  droites  indéûnies  ; 

Tracé  des  droites  parallèles  ; 

Rechercbe  des  quatrièmes  proportionnel! es ,  des 
moyennes  proportionnelles,  des  points  qui  divisent  une 
droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  etc. 

Nous  donnerons  seulement  deux  belles  solutions  du 
problème  suivant,  que  nous  ferons  suivre  de  quelques 
remarques  importantes  : 

Etant  donné  un  cercle  dont  on  ne  connaît  pas  le 
centre,  troui^erce  centre  en  n  employant  que  le  compas. 
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Première  solution.  —  D'un  poiut  C  {fig-  3),  pris  arbi- 
trairement sur  le  cercle,  comme  centre,  avec  un  rayon 
quelconque,  je  trace  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  cir- 
conférence donnée  en  deux  points  A  et  B.  De  chacun  de 


ces  points,  avec  le  marne  rayon,  je  trace  deux  arcs  qui 
se  coupent  en  C  et  en  H.  Je  trace  le  cercle  qui  a  H  pour 
centre  et  HC  pour  rayon.  Ce  cercle  coupe  le  premier 
arc  décrit  en  deux  points  E  et  F;  de  ces  deux  points  je 
décris  deux  arcs  avec  rayons  EC  et  FC;  ces  deux  nou- 
veaux arcs  se  coupent  en  un  point  O,  centre  cherché. 
En  effet,  traçons  les  lignes  pointillées;  nous  avons 
dans  le  cercle  donné 

ÂG^  =  CGxCL. 

En  appelant  R  et  /•  les  rayons  des  cercles  entièrement 
tracés,  on  a 

CG  =  -,         CL  =  2  R  ; 
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donc 

i 

Mais,  dans  le  pelît  cercle,  on  a 

ÊC^=CIxCM, 

et,  comme  AC  =  EC,  ou  aura 

Rr=CIxGM. 

Mais  CM  =  2  r,  donc 

Rr  =  GI  X  ar; 
donc 

R  =  aCI  =  GO.  c.  Q.  F.  D. 

Cette  élégante  solution,  il  faut  bien  le  dire,  a  pourtant 
un  inconvénient  considérable  :  les  deux  arcs  décrits  des 
points  A  et  B  comme  centres,  avec  AC  pour  rayon,  se 
coupent  sous  un  angle  aigu.  La  solution  de  Mascheroni 
n'a  pas  ce  défaut,  tout  en  offrant  aussi  une  élégante 
simplicité. 

Seconde  solution.  —  Prenons  un  cercle  et  une  corde 
auxiliaire  de  même  grandeur  que  ci-dessus.  Menons  du 
point  C  {fig-  4)  deux  cordes  égales  CA  et  CB  et,  en  dé- 
crivant le  cercle  C12B,  arrêtons-le  au  point  D,  extré- 
mité du  diamètre  ACD.  Soit  B  le  point  où  ce  cercle 
coupe  le  cercle  donné  ;  du  point  D  comme  centre,  avec  DB 
pour  rayon,  je  trace  un  arc  qui  coupe  en  L  un  arc  de 
même  rayon  décrit  du  point  C;  puis,  du  point  L  comme 
centre,  avec  le  même  rayon  LC,  je  décris  un  arc  qui 
coupe  en  Q  le  cercle  AC  :  AQ  est  le  rayon  du  cercle 
donné  dont  le  centre  sera  déterminé  par  deux  arcs  dé- 
crits des  points  A  et  C  avec  ce  rayon. 

Démonstration.  —  On  voit  clairement  par  la  figure 
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que  les  deux  triangles  isoscèles  LCD,  LCQ  sont  égaux; 
que  le  triangle  isoscèle  CQA  a  son  angle  C  supplémen- 
taire du  double  de  Tangle  LCD,  c'est-à-dire  égal  à  l'angle 

Fig.  4. 


CLD  ;  les  deux  triangles  CQÂ  et  LCD  sont  donc  sembla- 
bles, et  Ton  a 

QA:AG::GD:GL 

ou  bien,  d'après  la  construction, 

AO:AG;:CD:DB. 

On  en  déduit  que  les  triangles  OAC  etCBD  sont  sem- 
blables, et,  comme  ils  sont  isoscèles,  on  voit  que  l'angle 
ACO  est  la  moitié  de  Tangle  ACB.  Les  deux  triangles 
ACO  et  OCB  sont  donc  égaux  ;  il  s'ensuit  que 

AO  =  OB  =  OG  : 

donc  O  est  le  centre  cherché.  c.  q.  r.  d. 

C'est  la  solution  de  Mascheroni.  La  première  solution 

a  été  communiquée  par  M.  de  Longehamps  au  Journal 

de  Mathématiques  élémentaires  (année  1878).  Nous 
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allons  voir  que  ces  deux  solutions,  en  apparence  si  dis- 
semblables, ne  sont  qu'une  seule  et  même  solution. 

D'abord  il  suflQt  d'un  peu  d'attention  pour  constater 
que  la  longueur  du  rayon  HC  de  la  première  solution 
n'est  autre  que  le  côté  BD  de  la  deuxième.  Quant  à 
la  similitude  des  deux  triangles  OAC  et  CBD  de  la 
deuxième  solution,  elle  est  presque  une  évidence  que 
Mascheroni  démontre  un  peu  péniblement.  En  somme, 
le  rayon  cherché  du  cercle  donné  n'est  pas  autre  chose 
que  la  troisième  proportionnelle  de  deux  longueurs  con- 
nues :  GA  et  CH  de  la  première  solution,  et  les  mêmes 
longueurs  CD  et  DB  de  la  seconde. 

Quant  à  la  construction  d'une  troisième  proportion- 
nelle, il  est  intéressant  de  voir  la  solution  que  donne 
Mascheroni,  en  employant  le  seul  compas. 

Traçons  le  cercle  qui  a  HC  pour  rayon  (yîgr-5),  et 

Fig.  5. 


d*un  point  C  de  ce  cercle  décrivons  un  arc  indéfini  avec 
CE  pour  rayon  ;  les  deux  cercles  se  coupent  en  E  et  en  F. 
Du  point  F,  je  vais  avec  le  compas,  par  trois  rayons 
successifs,  jusqu'en  E'.  Alors  FE'  est  un  diamètre.  Sans 
entrer  dans  les  détails,  on  voit  que  les  triangles  CEE' 
et  CHF  sont  semblables;  on  a  donc 

CH:CF::  CE:EE': 
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donc  EE'  est  la   troisième   proportionnelle  cherchée. 

II  suflit  de  regarder  la  figure  de  la  première  solution 
ci-dessus  ^fig.  3)  pour  voir  que  la  ligne  EE'  de  cette 
ûgure  est  le  rayon  cherché,  d'ailleurs  égal  à  CO  par 
construction. 

Quant  à  la  figure  de  la  deuxième  solution  {fig>  4)  elle 
est  tout  aussi  évidente  :  par  le  point  G  passe  le  cercle 
dont  le  rayon  CL  est  égal  à  BD.  Du  point  C,  avec  CA 
pour  rayon,  nous  avons  tracé  le  cercle  qui  coupe  le  petit 
cercle  en  Q  et  D;  or,  DA  étant  un  diamètre,  QA  est  la 
troisième  proportionnelle,  c'est-à-dire  le  rayon  cherché. 

Les  deux  solutions  sont  donc  identiques.       c.q.f.  d. 


SUR   LES   CUBIQUES   GAUGBES; 


Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


Nous  nous  proposons  d'appliquer  à  l'étude  des  groupes 
de  points  sur  une  cubique  gauche  une  méthode  identique 
à  celle  que  M.  Appell  a  appliquée  dans  le  cas  des  coni- 
ques {Nouvelles  Annales,  janvier  1 889  )  ;  et  d'en  déduire 
quelques  conséquences  pour  la  théorie  de  ces  courbes 
et  pour  celles  des  courbes  planes  du  troisième  ordi^e 
ayant  un  point  double. 

Nous  commencerons  par  donner  une  démonstration 
très  simple  du  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  cubique  gauche,  par  tout  point  de 
l'espace^  on  peut  mener  une  droite  qui  rencontre  cette 
courbe  en  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Soit  P  le  point  donné.  La  cubique  considérée  est  à 
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rinlersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant 
une  génératrice  commune.  Les  plans  polaires  du  point 
P,  par  rapport  à  ces  deux  surfaces,  se  coupent  suivant 
une  droite,  et  le  plan  mené  par  cette  droite  et  le  point 
P  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  dont 
les  quatre  points  d'intersection  sont  réels,  ou  dont  deux 
sont  réels  et  deux  imaginaires  conjugués.  Le  point  P, 
réel  par  hypothèse,  a  même  polaire  par  rapport  à  ces 
deux  coniques.  Donc  il  est  à  Tintersection  de  deux  sé- 
cantes communes  réelles;  et  l'une  de  ces  sécantes  ren- 
contrant la  cubique  gauche  en  deux  points  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués,  le  théorème  est  démontré. 

Cela  posé,  rappelons  que  les  cubiques  gauches  sont 
des  courbes  unicursales  et  proposons-nous  de  trouver  la 
relation  qui  lie  les  paramètres  de  trois  points  de  la  cu- 
bique situés  dans  un  plan  variable  passant  par  un  point 
fixe. 

Soient 


(I) 


«if^H-  bit^-^Cit  -h  di 

/,(o 

^  ^    oLe-¥^t^-v--(t-\-o 

o(0 

a j  /'  -f-  62  <«  -h  c,  ^  -h  di 

Ut) 

•>  -       a/34_p/2_^.^f  _,_ô 

?(0 

ait^-^b^t^-^Czt-^d:^ 

Mt) 

a<»-hPf»-hY^-+-o 

o{t 

les  équations  de  la  cubique. 

Soien t  P  le  point  fixe  et  a  et  &  les  valeurs  du  paramètre 
t  pour  les  points  A  et  B  en  ligne  droite  avec  P. 

Soient 

R  =  o,         S  =  o 

les  équations  de  la  droite  PAB. 

Q  =  o  étant  Téquation  d'un  plan  passant  parle  point 
P,  l'équation 

Q  -f  X  n  _u  jx  S  =  o 
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est  réquation  la  plus  générale  des  plans  passant  par  ce 
point. 

Dans  l'expression  Q  -4-  XR  -H  (JtS,  je  substitue  à  x,  jKi 
z  leurs  valeurs  (i)  en  ^,  et  je  décompose  le  numérateur 
en  facteurs  du  premier  degré;  j'obtiens  ainsi  Tidentité 

où  Al  est  indépendant  de  t. 

Dans  cette  identité,  je  donne  successivement  à  ^  les 
valeurs  f  =  a,  f  =  i,  et  je  désigne  par  Qi  et  Qj  ce  que 
devient  Q  pour  ces  valeurs^  j*ai 


©(a) 
<p(6) 


Q«=^ zjir. y 


en  1 

divisant, 

<p(a)Q, 
<p(6)Q, 

('.- 

-«)(<!- 

-«)(«,- 

-a) 

(<i- 

-*)(<.- 

-«)(t.- 

-à) 

ou 

(») 

Cl- 

1.  \  /  M 

-a)(f.- 

G, 

C  désignant  une  constante. 

Telle  est  la  relation  cherchée.  Nous  allons  indiquer 
très  rapidement  les  formes  sous  lesquelles  on  peut  la 
mettre  et  les  théorèmes  qui  en  découlent.  (Pour  les  dé- 
tails, se  reporter  à  l'article  de  M.  Appell.) 

1**  aetb  sont  réels.  —  Par  la  substitution 

la  relation  (2) devient 

(3)  616,6,  =  C. 
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2°  a  et  b  sont  imaginaires  conjugués 

,  '   .  G  =  cosioH- isino). 

b  =  OL—^lj 

Pour  simplifier  la  relation  (2)  et  n'y  introduire  que 
des  éléments  réels,  nous  poserons 

la  relation  (2)  deviendra 

Ti -^-  T| -^-  Ts  =  ikjZ. 

S*»  a  =  b,  —  La  droite  PAB  est  tangente  à  la  cubique. 
On  trouve  une  relation  de  la  forme 


a  —  ti       a  —  ti       a  —  fj 
d'où,  en  posant 


=  h; 


=  j-f- 


h 


"  ^lH-5j-f- ^3=  o. 

De  ces  relations  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  cubique  gauche, 
par  un  point  P  {non  situé  sur  une  de  ses  tangentes)  on 
peut  mener  trois  plans  osculateurs  à  la  courbe.  Les  points 
de  contact  sont  réels  si  les  points  KetH  sont  imagi- 
naires; si  les  points  A  etB  sont  réels j  un  point  de  con- 
tact est  réel  et  les  deux  autres  sont  imaginaires  con- 
jugués. 

Théorème  II.  —  Les  points  de  contact  des  plans  oscu- 
lateurs et  le  point  d'où  on  les  mène  sont  dans  un  même 
plan. 

Théorème  III.  —  Par  le  point  P  et  un  deuxième 
point  pris  sur  la  cubique,  c'est-à-dire  par  une  droite 
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qui  rencontre  la  cubique,  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents  à  cette  courbe;  les  points  de  contact  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan  avec  la  droite  intersection 
des  plans  tangents. 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  des  traces  des  plans 
osculateurs  à  la  cubique  gauche  sur  un  de  ses  plans 
osculateurs  est  une  conique. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  d'un  plan  oscula- 
teur  à  la  cubique  passent  deux  plans  osculateurs  seule- 
ment 9  c'est-â-dire  deux  tangentes  à  la  courbe  enveloppe 
des  traces  des  plans  osculateurs  à  la  cubique.  Cette 
courbe  est  donc  une  conique. 

Théorème  V.  —  Les  plans  osculateurs  à  la  cubique  y 
aux  points  oit  elle  est  rencontrée  par  un  plan,  se  coU" 
pent  en  un  point  situé  dans  ce  plan. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  presque  immédiate 
du  théorème  I. 

D'après  le  théorème  préliminaire,  la  perspective  d'une 
cubique  gauche  est  une  courbe  plane  du  troisième  degré 
ayant  un  point  double. 

D'ailleurs,  étant  donné  un  point  S  et  une  cubique 
plane  à  point  double,  on  peut,  d'une  înGnité  de  façons, 
considérer  celle-ci  comme  la  perspective  d'une  cubique 
gauche,  le  point  de  vue  étant  au  point  S.  Il  suffit,  eneifet, 
de  tracer  une  conique  qui  passe  au  point  double  et  y 
touche  une  des  tangentes  à  la  cubique,  et  de  la  prendre 
comme  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet  S'  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  S  au  point  double.  Les  cônes  S 
et  S'  ont  en  commun  la  génératrice  triple  SS^  Le  reste 
de  l'intersection  est  une  cubique  gauche  qui  se  projette 
suivant  la  cubique  plane  considérée. 

Dès  lors,  des  propriétés  des  cubiques  gauches  on  peut 
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déduire  les  propriétés  des  cubiques  planes  unicursales, 
et  réciproquement. 

Commençons  par  rappeler  que,  si  le  sommet  du  cône 
projetant  une  courbe  gauche  est  dans  l'un  des  plans  os- 
culateurs  de  la  courbe,  la  projection  présente  un  point 
d'inflexion  correspondant  au  point  de  contact  du  plan 
osculateur. 

Le  théorème  I  nous  donne  alors  : 

Une  cubique  plane  à  point  double  présente  trois 
points  d' inflexion  en  ligne  droite.  Parmi  les  trois 
points  d'inflexion,  deux  sont  imaginaires  conjugués 
et  un  réel,  si  les  tangentes  du  point  double  sont  imagi- 
naires, c'est-à-dire  si  ce  dernier  est  un  point  isolé. 

Le  théorème  III  nous  montre  que,  par  un  point  d'une 
cubique  plane  unicursale,  on  peut  mener  deux  tangentes 
à  la  courbe. 

Inversement,  ce  théorème  bien  connu,  que  les  tan- 
gentes h  une  cubique,  en  trois  points  en  ligne  droite, 
rencontrent  la  courbe  en  trois  points  également  en  ligne 
droite,  nous  donne,  pour  les  cubiques  gauches,  le  résul- 
tat suivant  : 

Par  un  point  M,  on  mène  trois  plans  tangents  à  une 
cubique^ gauche,  tels  que  les  points  de  contact  soient 
dans  un  plan  passant  par  M;  les  troisièmes  points 
d'intersectionjde  ces  plans  avec  la  courbe  et  le  point  M 
sont  dans  un  même  plan. 
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SUR  LE  DEPLACEMENT  rBNB  DROITE; 

Pah  m.  balitrand, 

Élève  à  rÉcolc  Polytechnique. 


M.  Genty  a  considéré  (3*  série,  l.  VII,  p.  35o)  le 
déplacement  d'une  droite  de  longueur  constante,  dont 
les  extrémités  A<  et  Aa  glissent  sur  deux  surfaces  (Si) 
et  (S2),  de  telle  sorte  que  les  normales  aux  points  Af , 
Aa  à  ces  surfaces  se  rencontrent  en  un  point  N.  La  droite 
étant  assujettie  à  trois  conditions,  chacun  de  ses  points, 
A,  décrit  une  surface  (S),  et  M.  Genty  a  démontré  que 
la  normale  au  point  A  à  la  surface  S  passe  en  N.  Nous 
nous  proposons  de  donner  une  démonstration  géomé- 
trique de  ce  théorème,  puis  de  le  généraliser  un  peu. 

Donnons  à  la  droite  un  déplacement  infiniment  petit  à 
partir  de  sa  position  initiale.  Les  plans  normaux  aux  tra- 
jectoires de  ses  différents  points  se  coupent  suivant  une 
droite  qui  passe  par  le  point  N,  puisque  ce  point  appar- 
tient à  l'intersection  des  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  Ai  et  A2.  Supposons  que  Ton  communique  à 
la  droite  un  second  déplacement  infiniment  petit.  Les 
plans  normaux  aux  nouvelles  trajectoires  de  ses  diffé- 
rents points  se  coupent  encore  suivant  une  droite,  qui 
passe  également  au  point  N.  La  normale  au  point  A  à 
la  surface  (S)  est  normale  aux  trajectoires  du  point  A 
dans  ces  deux  déplacements;  donc  elle  passe  eu  N. 

Imaginons  un  solide  invariablement  lié  à  la  droite, 
c'est-à-dire  ne  pouvant  pas  tourner  autour  de  cette  droite. 
Chaque  point  de  ce  corps  décrira  une  surface,  et  l'on 
sait  que,  pour  un  pareil  déplacement,  il  existe  deux 
droites  qui  rencontrent  les  normales  aux  surfaces  tra- 
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jectoires  de  tous  les  poiuts  du  solide.  Dans  le  cas  présent, 
ces  deux  droites  se  croisent  évidemment  au  point  N;  par 
suite,  la  normale  à  la  trajectoire  d'uu  point  quelconque 
du  solide  passe  au  point  N. 

Comme  cas  particulier,  considérons  le  cas  où  les  sur- 
faces (Si)  et  (Sa)  sont  deux  plans,  et  soit  L  leur  inter- 
section. Le  plan  Ai  A|N  est  perpendiculaire  à  L,  et  la 
normale  AN,  étant  située  dans  ce  plan,  reste  constam- 
ment parallèle  A  un  plan  perpendiculaire  à  L.  La  surface 
(S)  est  donc  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  L.  Pour  avoir  le  degré  de  ce  cylindre,  il  suffit  de 
considérer  le  déplacement  de  la  droite  dans  un  plan  fixe 
perpendiculaire  à  L,  le  plan  Ai  AjN  par  exemple.  On  a 
une  droite  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  deux  droites  fixes.  Dès  lors  le  point  A  décrit, 
dans  ce  plan,  une  conique  dont  le  centre  est  au  point  de 
rencontre  des  deux  droites.  Donc,  lorsqunnc  droite  de 
longueur  constante^  dont  les  extrémités  A|  et  Aj  glis- 
sent sur  deux  plans,  se  déplace  de  telle  soi  te  que  les 
perpendiculaires  à  ces  plans,  aux  points  A|  et  A2,  se 
coupent  constamment,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  un  cylindre  du  second  degré,  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans,  et  dont  Vaxe  coïncide  avec  cette  droite. 


TANGENTE  EN  UN  POINT  DIINE  €ODRBE  REMARQUABLE; 

Par  m.  J.  POMEY. 


Soient  n  courbes  fixes  C|,C,, ..  .,€«,  dans  un  plan;  M 
un  point  de  ce  plan;  T,,  T,,  ..  .,T;,  les  longueurs  des 
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tangentes  menées  du  point  M  a  ces  courbes;  posons 

*l  —  J  *  I  >  *t  —  ï  *  î »  •  •  • 

et 

/{tu  ti,"',tn)  =  const. 

En  vertu  de  cette  relation,  le  point  M  est  assujetti  à 

rester  sur  une  courbe.  Je  dis  que  la  normale  à  cette 

courbe  au  point  M  passe  par  le  centre  de  masse  G  des 

àf     àf  df  .  ,  /.       . 

masses  ^>  -^^  >  •  •  • ,  ~-  respectwem^ent  appliquées  aux 

centres  de  courbure  des  courbes  C| ,  C2 ,•  . . , C^,  corres- 
pondant aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  M. 

Soient  ^1,  i|,  a2,  &a, .. .,  A;,,  b^  les  coordonnées  de  ces 
centres  de  courbure  par  rapport  à  des  axes  rectangu- 
laires ;  Rf ,  Ra,  R„  les  rayons  de  courbure  correspondants  5 
x,  y  les  coordonnées  du  point  M.  R| ,  Ra, .  . . ,  R^  restent 
constants  quand  x  ely  deviennent  x  -h  dx^  y  -\-  dy. 

On  a  alors 

dt^  =  {x  —  ax)dx'^-{y  —  bx)dy,         

Les  coordonnées  X  et  Y  de  G  sont 

et  l'équation  (i)  devient,  en  supprimant  le  facteur com- 

{x-'\)dx-^{y^\)dy  =  o, 
qui  représente  bien  Téquation  de  la  normale,  si  X  cl  ^ 
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y  sont  considérées  comme  des  coordonnées  courantes.  Le 
point  (X,  Y)  est  donc  situé  sur  la  normale,  c.  q.  r.  d. 

Nota,  —  En  ce  qui  concerne  le  rayon  de  courbure  p 
de  la  courbe,  lieu  du  point  M,  soient  rfi,J2>«  •  •»  ^«les 
projection  s  sur  la  normale  des  droites  qui  joignentle  point 
M  aux  centres  de  courbure  de  C< ,  Ca, . .  • ,  C/i  ;  soient  Rj 
R',,  ...  les  rayons  de  courbure  des  développées  de  ces 
courbes  ;  soit  N  la  distance  GM,  on  trouve  la  formule  sui- 
vante, peu  susceptible  d^une  interprétation  simple, 


SDR  IINB  GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  PASCAL 
DONNANT  NEUF  POINTS  EN  LIGNE  DROITE; 

Par  m.  AUBERT, 
Professeur  au  lycée  de  Rochefort. 


1.  Théorème.  —  On  considère  tous  les  cercles  cr  pas- 
sant par  deux  points  fixes,  dont  l'un  c  est  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  donné  5,  et  l'autre  d  sur  une 
droite  donnée  L  Chacun  des  cercles  <r  rencontre  la 
droite  l  en  un  second  point  d'  et  la  circonférence  s  en 
un  second  point  d,  La  droite  c^d^  passe  par  un  point 
fixe  i  de  la  circonférence  5,  quel  que  soit  le  cercle  a- 
considéré. 

Nous  pouvons,  en  effet,  dé6uir  tous  les  cercles  cr  au 
moyen  d'un  troisième  point  qui  décrirait  la  circonfé- 
rence s.  Or,  quelle  que  soit  la  position  cf  de  ce  point,  la 
droite  indéfinie  c'rf' forme  avec  ccf  un  angle  qui,  compté 
à  partir  de  ccf  dans  un  sens  déterminé,  celui  des  ai- 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Novembre  1889.)      34 
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guiiles  d'une  montre,  par  exemple,  a  toujours  la  môme 
valeur  :  c'est  l'angle  cdd!  si  le  point  d  est  extérieur  au 
cercle  5,  c'est  son  supplément  si  le  point  d  est  inté- 
rieur à  ce  cercle. 

D'ailleurs,  le  sommet  c'  de  cet  angle  est  sur  la  cir- 
conférence Sy  et  son  côté  cc^  passe  par  un  point  fixe  de 
cette  circonférence;  donc  l'autre  côté  d  d  rencontre 
bien  la  circonférence  en  un  point  fixe  *. 

Si  l'on  mène  par  le  point  g  où  la  droite  cd  rencontre 
la  circonférences  une  parallèle  à  la  droite  /,  elle  passera 
manifestement  par  le  point  i,  car  on  peut  considérer  la 
droite  indéfinie  cd  comme  la  circonférence  de  rayon 
infini  à  laquelle  correspond  un  point  d' infiniment  éloi- 
gné sur  la  droite  l\  gi  est  donc  une  position  particulière 
de  la  droite  mobile  dd'.  Ceci  permet  de  construire  im- 
médiatement le  point  i. 

Cela  posé,  faisons  subir  à  la  figure  une  transforma- 
tion projective. 

Le  cercle  s  deviendra  une  conique  S,  les  cercles  <r 
donneront  le  faisceau  des  coniques  2  passant  par  quatre 
points  fixes  A,  B,  C,  D  dont  les  trois  premiers  sont  sur 
la  conique  S,  la  droite  AB  provenant  de  la  droite  de  l'in- 
fini de  la  première  figure.  i 

La  droite  /  donnera  une  droite  L  passant  par  le 
point  D. 

La  propriété  démontrée  précédemment  sera  conser- 
vée :  la  droite  CD',  qui  joint  le  second  point  d'intersec- 
tion D'  de  chaque  conique  S  avec  la  droite  L  au  qua- 
trième point  C  commun  aux  deux  coniques  S  et  S, 
coupera  la  conique  S  en  un  point  fixe  L 

Voyons  ce  que  devient  la  construction  qui  donnait  le 
point  i.  A  la  droite  gi  parallèle  à  /  correspond  une 
droite  rencontrant  L  sur  la  droite  AB.  Il  suffira  donc  de 
joindre  le  point  d'intersection  de  L  et  de  AB  au  point  G, 
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OÙ  la  droite  CD  coupe  la  conique  S,  pour  obtenir  le 
point  I  de  cette  conique. 

Actuellement,  rien  ne  distingue  le  point  C  des  points 
A  et  B.  On  pourrait,  par  une  nouvelle  transformation 
homographique,  projeter  la  conique  S  suivant  un  cercle, 
en  rejetant  à  Tinfini  soit  AB,  soit  BC,  soit  CA.  Si, 
chaque  fois,  on  déterminç  la  position  du  point  i  sur 
chaque  circonférence,  comme  on  Ta  indiqué  plus  haut, 
pour  qu  ou  fasse  la  transformation  inverse  qui  reproduit 
la  conique  S,  on  obtiendra  nécessairement  le  môme 
point  I  do  cette  conique,  au  moyen  des  constructions 
transformées. 

On  est  ainsi  conduit  au  résultat  suivant  : 

On  donne  trois  points  A,  B,  C  sur  une  conique  S,  et 
un  point  D  sur  une  droite  L.  Soient  a,  p,  y  '^«^  points 
d^ intersection  des  droites  BC,  CA,  AB  avec  la  droite  L, 
et  A',  B',  C  les  seconds  points  de  rencontre  des  droites 
AD,  BD  etCJy  avec  la  conique  S.  Les  trois  droites  a  A', 
PB'  et  yC  se  coupent  en  an  même  point  I  situé  sur  la 
conique  S. 

Nous  voyons  ainsi  qu'à  un  système  de  quatre  points, 
définis  comme  nous  Tavons  fait  par  rapport  à  une  co- 
nique S,  et  à  une  droite  L  correspond  un  point  I  parfai- 
tement déterminé  de  la  conique.  Si  donc,  inversement, 
au  lieu  de  se  donner  la  droite  L,  on  se  donne  le  point  I, 
la  droite  L  sera  parfaitement  déterminée  et  passera  par 
les  quatre  points  a,  p,  y  et  D. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Par  un  point  D  du  plan  d'une  conique, 
on  mène  trois  sécantes  A  A',  BB',  CC,  et  l'on  prend  un 
point  I  sur  ta  courbe.  Si  l'on  prolonge  chacun  des 
côtés  du  triangle  ABC  jusqu'à  son  intersection  auec  la 
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droite  i/ui  joint  le  point  I  à  la  deuxième  extrémité  de 
la  sécante  aboutissant  au  sommet  opposé,  on  obtient 
trois  points  situés  sur  une  même  ligne  droite  qui  passe 
par  le  point  D. 

2.  Ce  théorème  conduit  à  de  nombreuses  consé- 
quences. 

Construction  d'une  conique  par  points.  —  Tout 
d'abord,  il  donne  une  construction  par  points  d'une  co- 
nique définie  par  cinq  points,  avec  cette  particularité 
qu'on  détermine  à  la  fois  deux  nouveaux  points  de  la 
courbe. 

Considérons,  par  exemple,  cinq  points  I,  A,  lî,  A',  B'. 
Joignons  AA'  et  BIV  qui  se  coupent  au  point  D,  puis 
menons  par  le  point  I  une  droite  quelconque  qui  coupe 
la  conique  en  un  point  inconnu  C.  Soit  y  le  point  d'inter- 
section de  cette  droite  et  de  A'B'.  La  droite  Dy  définit 
la  droite  L  du  théorème.  Si  donc  nous  prolongeons  lA 
et  IB  jusqu'aux  points  a  et  ^  où  ces  droites  rencontrent  L, 
il  suffira  de  joindre  aB'  et  ^  A'  pour  obtenir  à  leur  inter- 
section le  point  G ,  Le  point  C  sera  par  suite  sur  CD. 

On  a  ainsi  autant  de  couples  de  points  que  Ton  veut. 

Tangente.  —  Il  est  facile  de  construire  la  tangente  à 
la  courbe  en  Tun  des  cinq  points  donnés.  A  cet  eflFet, 
imaginons  que  deux  points  de  la  conique  sont  confondus 
au  point  considéré,  que  nous  désignerons  pour  cette 
raison  par  (A'B').  Associons-lui  l'un  des  autres  points 
donnés,  où  nous  supposerons  les  deux  points  A  et  B  con- 
fondus en  (AB).  Les  droites  (AB),  (A'B')  et  CC  se  cou- 
pent en  D,  I(AB)  et  C'(zV'B')se  coupent  au  point  (a^). 
La  droite  Lest  ainsi  déterminée.  Si  Ton  joint  le  point  y 
où  IC  rencontre  celle  droite  au  point  (  A'B'),  on  a  la 
tangente  cherchée. 
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3.  Avant  de  donner  d'autres  applications,  remarquons 
que  le  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une 
conique  est  une  conséquence  directe  du  théorème  pré- 
cédent. 

Considérons  en  effet  l'hexagone  inscrit  dont  les  som- 
mets consécutifs  sont  A,  C,  C,  1,  B',  B.  Les  côlés  op- 
posés se  coupent  aux  points  D,  ^  et  y  sur  la  droite  L. 
L'hexagone  peut  être  concave  ou  convexe. 

Ici  se  présente  une  extension  remarquable  du  théo- 
rème. Nous  avons  fait  abstraction  de  la  droite  DAA 
qui  joint  le  point  D  au  sommet  A  de  l'hexagone  compris 
entre  B  et  C.  Mais  rien  ne  distingue,  au  point  de  vue 
projectif,  ce  sommet  du  sommet  I  compris  entre  B'  et  C. 
Si  donc  on  mène  la  droite  DI  qui  rencontre  la  conique 
en  un  second  point  F,  les  droites  AI'  et  B'C  vont  aussi 
se  couper  sur  la  droite  L  en  S. 

Observons  maintenant  que  le  point  D  peut  être  sini- 
plement  défini  comme  le  point  de  rencontre  de  deux 
côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  à  la  conique.  On 
peut  donc  appliquer  sans  modiGcalion  le  résultat  précé- 
dent aux  deux  autres  points  ^  et  y,  ce  qui  donnera  quatre 
nouveaux  points  situés  sur  la  droite  L. 

En  résumé,  nous  obtenons  neuf  points  en  ligne  droite, 
parmi  lesquels  se  trouvent  les  trois  points  du  théorème 
de  Pascal. 

4.  Il  suffit  de  particulariser  les  conditions  du  théo- 
rème pour  en  déduire  autant  d'énoncés  nouveaux. 

Considérons,  par  exemple,  une  hyperbole,  et  suppo- 
sons que  le  point  I  du  théorème  soit  à  l'infini  sur  la 
courbe,  le  point  D  étant  lui-même  à  l'infini  dans  une 
direction  déterminée.  Si  de  plus  nous  imaginons  que  le 
point  A  se  confonde  avec  le  point  I,  la  droite  lA  devient 
une  des  asymptotes  de  la  courbe  ;  la  droite  A  A'  est  rejetée 
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à  l'infini,  et  l'application  du  théorème  conduit  à  la  pro- 
priété suivante  : 

Soient  deux  sécantes  parallèles  rencontrant  l'hyper- 
bole aux  points  B,  B'  et  C,  C.  Les  cordes  BC  et  B'C  vont 
couper  les  asymptotes  de  la  courbe  en  des  points  situés 
deux  à  deux  sur  deux  droites  parallèles  aux  sécantes 
données. 

Chacune  de  ces  droites  passe  aussi  par  un  des  points 
d'intersection  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par 
les  extrémités  de  chacune  des  cordes  CB'  et  BC. 

Cette  propriété  peut  servir  à  la  construction  d'une 
hyperbole. 

La  méthode  de  transformation  par  polaires  récipro- 
ques permet  de  déduire  des  théorèmes  précédents  autant 
de  propriétés  relatives  aux  tangentes  aux  coniques. 

5.  Nous  avons  montré  plus  haut  comment  le  théorème 
de  Pascal  résulte  du  théorème  que  nous  venons  d'éta- 
blir. 

11  est  naturel  de  chercher  si,  réciproquement,  le  théo- 
rème de  Pascal  pourrait  conduire  à  celui-ci. 

Les  travaux  de  Plûckcr,  Cayley,  Kirkman  et  autres 
géomètres  contemporains  ont  établi  un  grand  nombre 
de  résultats  relatifs  aux  hexagones  obtenus  en  joignant 
de  toutes  les  manières  possibles  six  points  d'une  co- 
nique, et  aux  droites  de  Pascal  correspondantes.  Mais 
toutes  ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  la  figure 
formée  par  six  points  déterminés  de  la  courbe,  et  six 
seulement.  Nous  n'y  voyons  pas  de  propositions  rela- 
tives à  ce  septième  point  de  la  conique,  dont  l'introduc- 
tion forme  en  quelque  sorte  le  caractère  du  théorème 
précédent. 

Toutefois,  il  est  facile  d'obtenir  ce  théorème  par  l'ap- 
plication répétée  du  théorème  de  Pascal  à   différents 
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hexagones  ayant  pour  sommets  six  des  sept  points  con- 
sidérés. Voici  Tune  des  manières  les  plus  simples.  Con- 
sidérons les  trois  hexagones 

(i)  lA'ABGC, 

(2)  IB'BCAA', 

(3)  IG'CABB'. 

Ils  ont  un  sommet  commun  I,  et  chacun  des  autres 
se  déduit  de  ceux  de  l'hexagone  précédent  par  une  per- 
mutation circulaire  effectuée  sur  les  lettres. 

En  prenant  la  notation  habituelle,  nous  avons  les 
trois  pascales  correspondantes  : 

Pour  riiexagone  (i) 

j  lA'    A'A    AB  j 

(  BG     GG'     IG'  r 

pour  rhexagone  (2) 


J   IB' 

B'B 

BG 

(  GA 

AA' 

lA' 

pour  rhexagone  (3) 

l  IG' 

G' G 

GA 

(  AB 

BB' 

IB' 

ce  sont  les  trois  droites 

«Dy, 

?Da, 

Chacune  d'elles  a  deux  points  communs  avec  chacune 
des  deux  autres.  Elles  coïncident  donc,  et  les  points 
a,  p,  y,  D  sont  bien  en  ligne  droite. 
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SUR  LE  PLAN  ASYMPTOTE  ET  LES  CYLINDRES  ASYMPTOTES 
DUNE  SURFACE; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


1.  Soit 

?(^,  y^^)-^  'K^,  r»  -)  -^  x(^^  yy  -)  -+-  C(^7  j^,  5)  -4-. . .  =  0 

1  équation  d^une  surface  algébrique  d'ordre  m,  ordonnée 
par  groupes  homogènes  de  degrés  m,  tu  —  i ,  m  —  2,  .... 
Coupons  cette  surface  par  la  droite 

X  =  Xq-\-  ap, 

l'équation  qui  donne  les  valeurs  de  p  correspondant  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  surface  est 

-+-  ^  [(^0  ?«  ■+•  J^O  ? 6 -+- -0  ?y)^»' 

H-3.2(j^oXaH-roXg-^-o7;y)H-3!î(a,6,Y)] 
-+- =  o. 

Nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme  suivante 

P'«  ?(«,  6,  Y)  -H  p'«-*  n(a:o,  j^o,  -o) 


Digitized  by  VjOOQIC 


(  537  ) 
en  posant,  pour  abréger, 


Si  la  direction  a,  ê,  y  est  choisie  de  telle  sorte  que 

et  si  les  coordonnées  Xo^/o?  Zo  satisfont  à  la  relation 

la  droite  rencontrera  la  surface  en  deux  points  à  l'in- 
fini. 

Le  plan  Ti(x^jr^  z)  =  o  est  parallèle  à  la  sécante,  et 
comme,  dans  l'hypothèse  de  n(a:o,^o>  ^0)=  o>  le  point 
Xo,  j'o»  ^0  de  cette  sécante  se  trouve  dans  le  plan,  elle  y 
est  contenue  tout  entière. 

Le  plan  U(xyj^  z)  =  o  est  donc  le  lieu  des  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  6,  y  qui  rencontrent  la  surface 
en  deux  points  au  moins  à  Tinfini^  ce  plan  est  dit  un 
plan  asymptote  de  la  sur/ace. 

Ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  w, 
qui  a  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  a^  6,  Yi 
et  les  tangentes  en  ce  point  double  son  t  les  droites  d'inter- 
section du  plan  I1(j:,^,  z)  =  o  et  de  la  surface  du  second 
ordre  ^(x^y^z)  =  o. 

En  effet,  considérons  un  point  Xo,j^o^  ^o  commun  à  la 
surface  ^(x,  j^,  z)=  o  et  au  plan  n(x,jK,  z)  =  o.  Me- 
nons par  ce  point  une  droite  parallèle  à  la  direction  a, 
6,  y  5  nous  allons  démontrer  que  cette  droite  est  tout  en- 
tière sur  la  surface  ^(j:,j^,  z)  =  o. 

Nous  allons  faire  voir  pour  cela  que  l'équation  du 
second  degré  qui  donncî  les  valeurs  de  p  correspondant 
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aux  points  d'intersections  de  la  droite  en  question  et  de 
la  surface  $  est  une  identité. 
Posons,  pour  abréger, 

*(a:, yyz)  =/{x,  7,  z)  -H  ff{x,  y,  z)  -+-  A, 

f{x^y^  z)  étant  l'ensemble  homogène  des  termes  du 
second  degré,  g{Xyjy  z)  les  termes  du  premier  degré, 
et  h  le  terme  indépendant  des  variables  de  la  fonc- 
tion ^. 

L'équation  en  p  sera 

+  P[^o/a-+-ro/6-+-  ^o/y^-  ^(«»  6,  y)]  -h  *(:ro,^o,  ^o)  =  o- 
Or  on  a 

/(a,6,Y)  =  (a©'oj-h6(pg-hY<py)t»^=/n(m  — i)<p(a,  6,  y); 

donc 

/(a,  6,  y)  =  o, 

^(a»  ^,  Y)  =  a(m  —  i)  t^a,  6,  y); 
par  suite, 

=  2(m  — i)[a7o«?a-4-j^o?'ê-H  ^o?Y-^  «K*,  ^,  Y)]- 

Le  coefficient  de  p  et  le  terme  indépendant  dans  Téqua- 
tion  du  second  degré  sont  aussi  nuls  :  elle  se  réduit  donc 
à  une  identité  ;  la  droite  fait  dès  lors  partie  de  la  surface. 
Le  plan  asymptote  coupe  donc  la  quadrique 

^{x,y,z)=^o 

suivant  une  seconde  droite,  et  si  Ton  mène  par  un  point 
de  celte  seconde  droite  une  sécante  parallèle  à  la  direc- 
tion a,  6,  y,  le  calcul  précédent  nous  montre  que  cette 
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sécanlc  est  tout  entière  sur  la  surface.  Le  plan  asymptote 
coupe  donc  la  surface  <I>(x,  j^,  z)  =  o  suivant  un  système 
de  deux  droites  parallèles,  et  chacune  de  ces  droites  ne 
rencontre  plus  la  surface  d'ordre  m  qu'en  m  —  3  points 
à  distance  finie  ^  ces  deux  droites  sont  deux  asymptotes 
de  la  courbe  d'intersection  du  plan  asymptote  et  de  la 
surface  d'ordre  m. 

2.  Ceci  a  lieu  tant  que  les  quantités  f 'gc?  ?^)  ?y  ^^  ^^"^ 
pas  toutes  nulles.  Supposons  que  ces  quantités  soient 
nulles  à  la  fois  et  que  ^{oLy  6^  y)  soit  aussi  nul^  l'é- 
quation en  p  s'abaisse  au  degré  m  —  a  et  devient 

•^  *(a:-o,  ro,  ^o)  -+-  ^^  ^(a^o,  ^o,  ^o)  +•  •  •  =  o. 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
quadrique  ^(x^y^  z)  =  o  devient  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y. 

En  effet, 

*(^»  r>  ^)  =/(^»  7»  -5)  ■+■  ^(^»  r»  ^)  -^  ^• 

On  en  tire 

par  suite, 

D'après  les  hypothèses  faites,  le  second  membre  est  nul, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x^y^  z]  par  suite, 

quels  que  soient  j:,j^,  ^j  la  surface  est  donc  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  Y- 
Nous  dirons  que  c'est  un  cylindre  asymptote.  Cette  dé- 
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uoinination  est  justifiée  par  la  propriété  suivante  de  ce 
cylindre,  c'est  le  lieu  des  droites  parallèles  à  la  direc" 
tion  a,  6j  Y  9"*  rencontrent  la  surface  en  trois  points  à 
l'infini. 

Tout  plan  parallèle  aux  génératrices  de  ce  cylindre 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  m,  et  les 
génératrices  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  sont 
deux  asymptotes  parallèles  de  cette  courbe. 

On  peut  montrer,  de  plus,  que  les  deux  surfaces 

se  coupent  suivant  six  droites  qui  rencontrent  la  surface 
en  quatre  points  à  l'inGni. 

Il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  considérer  un  point 
commun  aux  deux  surfaces  <I»  et  ^,  et  de  mener  par  ce 
point  une  parallèle  à  la  direction  a,  6,  y;  cette  parallèle 
est  tout  entière  sur  chacune  des  deux  surfaces.  Si  Ton 
forme,  en  effet,  Téquation  en  p  correspondant  aux  inter- 
sections de  la  droite  et  de  la  surface  W{x^j^  z)  =  o, 
cette  équation  est  une  identité,  en  vertu  des  propriétés 
des  fonctions  homogènes*,  l'intersection  des  deux  sur- 
faces $  et  ^  ne  peut  donc  être  qu'un  système  de  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  6,  y.  Comme  <ï>  est  du  deu- 
xième degré  et  W  du  troisième  degré,  cette  intersection 
est  un  système  de  six  droites. 

Si  Ton  coupe  la  surface  d'ordre  m  par  un  plan  passant 
par  Tune  de  ces  six  droites,  la  section  sera  une  courbe 
d'ordre  m  qui  admet  cette  droite  comme  asymptote  d'in- 
llexion,  et  la  seconde  droite  d'intersection  du  cylindre  ^ 
avec  le  plan  sécant,  comme  asymptote  ordinaire  ;  deux 
des  asymptotes  parallèles  de  la  section  obtenue  en  cou- 
pant la  surface  d'ordre  m  par  un  plan  passant  par  deux 
des  six  droites  sont  d'inflexion. 
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3.  Sî  la  fonction  <l>(a:,  j^,  s)  est  identiquement  nulle 
pour  toute  valeur  des  variables  x,  j^,  z^  on  montrerait 
de  même  que  la  surface  ^{x^jj  z)  =  o  est  un  cylindre 
du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  la  direction  a,  6,  y;  ce  cylindre  est  alors  le  lieu  des 
droites  parallèles  à  la  direction  a,  S, y  qui  rencontrent  la 
surface  d'ordre  m  en  quatre  points  à  Tinfini  :  c'est  le 
cylindre  asymptote  du  troisième  ordre,  ainsi  de  suite. 
On  établirait  pour  cela  la  relation  identique 

comme  nous  avons  établi  la  précédente,  et  cette  relation 
exprime  que  la  surface  W(x^j',  s)  =  o  est  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  y. 
Ces  calculs  n'offrent  aucune  difficulté. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Cours  de  Mathématiques  spéciales.  Première  Partie  : 
algèbre;  par  M.  G.  de  Longchamps,  professeur  de 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne.  2®  édi- 
tion. Paris,  Ch.  Delagrave^  1889.  Prix  :  ii^*'a5. 

préface. 

Cette  nouvelle  édition  est  conforme  au  dernier  programme 
d*admission  à  TÉcoie  Polytechnique.  Pour  ce  motif,  la  pre- 
mière édition,  écrite  en  vue  d'un  programme  différent,  a  dû  être 
remaniée  en  certains  points.  Nous  avons  aussi  tenu  compte,  en 
plusieurs  cas,  des  conseils  qu'on  a  bien  voulu  nous  adresser. 
Dans  ces  conditions,  le  Livre  que  nous  présentons  aujourd'hui 
aux  élèves  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales  pourra,  nous 
l'espérons,  leur  être  de  quelque  utilité  pour  la  préparation  de 
leurs  examens.  Nous  avons  placé  dans  le  corps  de  rOu\Tage, 
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ainsi  qu'au  Chapitre  final,  un  grand  nombre  d'exercices,  accom- 
pagnés d'un  aperçu  des  solutions  qu'ils  comportent.  En  travail- 
lant ces  exercices,  les  candidats  à  l'École  Polytechnique  et  à 
l'École  Norniale  se  perfectionneront  dans  la  connaissance  de 
leurs  cours.  En  même  temps,  ils  s'habitueront  à  résoudre  les 
questions,  si  diverses,  qu'on  leur  propose  dans  les  examens 
auxquels  ils  se  destinent. 

M.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège,  a  eu  la 
grande  obligeance  de  relire  avec  moi  les  épreuves  de  cette 
édition.  Il  a  bien  voulu,  à  ce  propos,  me  communiquer  de 
nombreuses  et  utiles  observations.  Qu'il  me  permette  de  lui 
adresser  ici,  pour  toute  la  peine  qu'il  s'est  ainsi  donnée,  l'ex- 
pression de  ma  bien  vive  et  très  affectueuse  reconnaissance. 


Leçons  d'Algè;bre,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement 5  par  M.  E.  Amigues,  ancien  élève  de 
rÉcole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  et  chargé  d'un  Cours  complé- 
mentaire à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille.  Paris, 
Félix  Alcan;  1890.  Prix  :  lo'''". 

PRÉFACE. 

Ce  Livre  s'adresse  surtout  aux  candidats  à  l'École  Polytech- 
nique et  à  l'École  Normale  supérieure.  C'est  indiquer  claire- 
ment les  matières  qu'on  y  traite.  Reste  à  expliquer  comment 
on  les  a  traitées. 

Nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue  qu'il  importe  d'étudier  les 
procédés  et  d'en  pénétrer  l'esprit,  et  non  d'apprendre  beau- 
coup de  résultats,  le  nombre  des  théorèmes  fondamentaux 
étant,  après  tout,  fort  restreint.  Pour  s'en  assurer,  le  lecteur 
n'a  qu'à  examiner  le  Chapitre  des  séries,  ou  bien  encore  la  fîn 
du  Chapitre  relatif  au  théorème  de  Descartes. 

Nous  avons  adopté  sans  réserve  les  habitudes  de  rigueur  qui 
ont  enfin  prévalu  dans  l'enseignement,  et  dont  Cauchy  a  donné 
le  premier  exemple;  mais  nous  avons  fait  tous  nos  efforts  pour 
demeurer  clair  et  simple. 

Nous  n'avons  pas  hésité,   pour  certaines  démonstrations,    à 
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opérer  sur  des  exemples  particuliers;  mais  nous  ne  Tavons  fait 
que  dans  les  cas  où  la  généralité  du  théorème  est  absolument 
manifeste.  Cette  méthode,  qui  est  sans  inconvénient  dans  les 
cas  que  nous  signalons,  a  Timmense  avantage  de  rendre  inutiles 
ces  notations  surchargées  dont  l'efTet  le  plus  clair  est  de  dé- 
tourner de  Tobjet  principal  l'attention  de  Tesprit,  et  par  là 
même  de  lui  masquer  le  point  décisif  de  la  question. 

Toute  considération  géométrique  a  été  rigoureusement  exclue 
des  démonstrations.  Nous  avons  donné,  il  est  vrai,  quelques 
interprétations  géométriques;  mais  elles  ne  figurent  qu'à  titre 
d'éclaircissement,  et  le  lecteur  peu  familier  avec  la  Géométrie 
analytique  pourra  les  négliger. 

Enfin,  si  nous  avons  indiqué  à  la  fin  de  certains  Chapitres 
un  grand  nombre  d'exercices,  en  revanche,  dans  le  corps  de 
l'Ouvrage,  nous  n'avons  donné  d'applications  et  d'exemples 
numériques  que  lorsque  la  clarté  l'exigeait.  Mais,  dans  ces  cas, 
fort  rares  d'ailleurs,  nous  avons  beaucoup  insisté.  Le  lecteur 
pourra  s'en  convaincre  en  examinant,  par  exemple,  la  défini- 
tion de  la  dérivée. 

Dans  la  partie  la  plus  difficile  de  notre  tâche,  c'est-à-dire 
dans  le  Livre  II,  nous  nous  sommes  souvent  inspiré  de  l'excel- 
lent Ouvrage  de  M.  Tannery  (*).  Pourtant,  dans  la  question 
si  délicate  des  nombres  incommensurables,  nous  avons  cru 
devoir  adopter  la  méthode  de  M.  Heine,  qui  consiste  à  partir 
d'une  suite  illimitée  de  nombres  et  de  la  définition  de  la  limite 
donnée  par  Cauchy  (*). 


Cours  d'Algèbre ,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de 
IVIathéinatiqucs  spéciales  et  des  candidats  à  TÉcole  Nor- 
male supérieure  et  à  TÉcole  Polytechnique;  par  M.  B. 
Niewenglowski,  docteur  es  sciences,  ancien  élève  de 
rÉcole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,  membre  du 


(')  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable. 
Paris,  1886. 

(»)  Cours  d'Analyse  de  l'École  royale  Polytechnique.  Paris, 
1821. 
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Conseil  supérieur  de  rinstructîon  publique.  Tomes  I 
et  IL  Paris,  Armand  Colin  et  C**;  1890.  Prix  :  12*'. 

PRÉFACE. 

La  partie  du  programme  des  connaissances  exigées  des  can- 
didats à  rÉcole  Polytechnique  qui  porte  le  titre  :  Algèbre, 
contient  des  compléments  de  l'Algèbre  élémentaire,  de  l'Algèbre 
supérieure,  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  Le  pré- 
sent Ouvrage  est  le  développement  de  ce  programme. 

La  théorie  générale  des  fonctions  a  fait,  dans  ces  derniers 
temps,  des  progrès  considérables;  on  ne  peut  se  dispenser  d'en 
tenir  compte  dans  l'enseignement,  d'où  la  nécessité  de  modifier 
un  certain  nombre  de  démonstrations. 

Je  me  suis  préoccupé  avant  tout  de  la  rigueur  des  raison- 
nements; mais,  dans  l'enseignement,  ce  que  l'on  gagne  en 
rigueur,  on  risque  souvent  de  le  perdre  en  simplicité;  je  sai5 
aujourd'hui  combien  était  périlleuse  la  prétention  de  réunir 
ces  deux  qualités,  la  tâche  étant  peut-être  au-dessus  de  mes 
forces.  Aussi  accueillerai-je  avec  la  plus  vive  reconnaissance 
les  critiques  que  les  lecteurs  voudront  bien  m'adresser,  et  je 
m'efforcerai  d'améliorer,  s'il  y  a  lieu,  dans  une  nouvelle  édi- 
tion, les  parties  qui  m'auront  été  signalées  comme  étant  défec- 
tueuses. 

Je  n'ai  tracé  aucune  courbe  pour  représenter  la  variation 
des  fonctions.  Dans  le  Cours  d'Algèbre,  on  ne  peut  indiquer 
pour  cet  objet  qu'un  graphique  fort  incomplet,  attendu  qu'on 
ne  peut  encore  déterminer  le  sens  de  la  concavité  ni  tracer  les 
asymptotes;  d'autre  part,  si  le  professeur  a  besoin  de  con- 
struire, dans  le  Cours  de  Géométrie  analytique,  les  courbes 
représentant  les  fonctions  étudiées  en  Algèbre,  la  solution  de 
cette  question  importante  pourra  être  donnée  complètement, 
et  les  élèves  auront,  par  surcroît,  l'occasion  de  repasser  de> 
matières  déjà  étudiées. 

Le  texte  a  été  imprimé  avec  deux  caractères  différents,  le^ 
plus  petits  ayant  été  réservés  à  des  compléments  ou  à  des 
questions  qui  ne  figurent  pas  explicitement  dans  les  pro- 
grammes, mais  dont  la  lecture  pourra  être  utile  aux.  bon!' 
élèves. 
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■iiiie  non^^w^ 

M,  Boussinesqy  en  offrant  à  l' Académie,  darif  la  séance  du  iijidUet  1889, 
un  exemplaire  de  ses  Leçons  synlhétiques  de  Mécanique  générale)  s^est 
exprimé  ainsi  qu'il  suit  : 

«  Mon  but,  dans  ces  premières  Leçons  de  mon  Cours  de  la  Sorbonne,  a 
été  de  réduire  à  leur  expression  la  plus  simple,  en  les  groupant  suivant 
Fordre  de  leur  enchaînement  naturel,  l'ensemble  des  notions  mécaniques 
générales  qu'ont  à  mettre  en  œuvre  les  géomètres  dans  l'étude  des  ques- 
tions soit  de  Mécanique  réelle,  soit  de  Physique.  Un  certain  nombre  de 
ces  notions,  d'une  importance  capitale,  que  j'ai  tâché  d'y  élucider,  étaient 
restées  jusqu'à  ce  jour  étrangères,  ou  peu  s'en  faut,  à  l'enseignement  usuel 
de  la  Mécanique.  Je  me  contenterai  ici  de  citer  celles  d'énergie  potentielle 
interne,  de  frottement  intérieur,  de  flux  de  chaleur  (entendu  dans  son 
seQS  dynamique),  d'énergie  élastique  ou  de  ressort. 

»  Je  m*y  suis  propose  surtout  de  dégager  l'élément  géométrique  des 
phénomènes,  le  seul  qu'atteignent  nos  calculs,  des  restes  d'idées  méta- 
physiques ou  du  moins  psychologiques  qui,  sous  les  noms  de  causes  du 
mouvement  ou  ùe  forces,  en  ont,  dans  les  Cours  de  Mécanique  rationnelle, 
compliqué  jusqu'à  présent  l'exposition.  Comme  les  équations  de  la  Dyna- 
mique ne  contiennent  pas  d'autres  variables  que  des  longueurs  et  des 
temps,  il  était  naturel  de  chercher,  pour  les  poser,  des  règles  n'employant 
que  ces  variables  seules.  C'est  ce  que  j'espère  avoir  fait;  et  j'ai  réduit 
ainsi,  au  point  de  vue  scientifique,  les  mots  force,  action,  résistance,  etc., 
de  même  qu'on  y  a,  depuis  plus  ou  moins  longtemps,  réduit  les  mots  quan- 
tité de  mouvement,  force  vive,  énergie,  à  do  simples  abréviations  de  lan- 
gage, employées  pour  désigner  certains  produits  algébriques  ou  géomé- 
triques, n  était  cependant  nécessaire  de  justifier  ces  dénominations,  en 
montrant  comment  s'était  fait  le  passage  de  leur  sens  vulgaire  de  cause, 
relativement  obscur,  à  leur  sens  scientifique  précis;  et  cest  à  quoi  j'ai 
consacré  une  Leçon  spéciale,  où  j'essaye  d'analyser  les  rapports  de  nos 
efforts  musculaires  intérieurement  perçus,  seul  type  de  force  que  nous 
connaissions,  aux  effets  mécaniques  extérieurs  qui  leur  correspondent  et 
auxquels  ils  servent  spontanément  comme  de  mesure,  b 
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(     FEa;  51(9)18..: 


!VOTE  SUR  L'ÉODATION  DEULER  ET  DE  POISSON; 

Par  m.  Lucien  LÉVY. 


M.  Darboux  a  démontré  {Comptes  rendus,  t.  XCV, 
p.  69)  pour  les  équations  de  la  forme 

(  i)  =  — ^ï - 

dxdy         {x — /)* 

et  M.  Appel  1  a  étendu  (  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
mutiques,  a*  série,  t.  VI,  p.  3i4)  aux  équations 

,    .  d^z  S'      âz  ?      dz 

dxdy       X  —  y  âx       x  —  y  ày 

un  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  l'on  a  obtenu  une  solution  {quelconque 

rfe  Inéquation  (a),  on  pourra  en  déduire  la  solution 
plus  générale 

«,   b^  c^d  désignant  des  constantes  quelconques. 

Je  dis  que  cette  propriété  est  caractéristique  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  qui  peu- 
vent se  ramener  à  la  forme  (a).  Eu  d'autres  termes,  si 
l^on  a  constaté  quune  équation  aux  dérisfées  par^ 
tielles  du  deuxième  ordre  admet  en  même  temps  que 
IcL  solution  ^{x^j)  la  solution 

(a:r  +  6)-P(a^  +  6)-P'ç(££^,£>l±4), 
•^  *\aa?-+-6    ay-^-h] 

Ann.  de  Matkémat.,  3« série,  t.  VIII.  (Décembre  1889.)      35 
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(  346  ) 
oit   a^  b^  c^  d   désignent  des  constantes  (juelcon(iues, 
cette  é(/ nation  a  nécessairement  la  forme 

d^z  ^'      âz  p       àz  _ 

dx  dy       X  —  y  dx       x  —  y  ày  ~ 

Soit,  en  effet,  réquation 

I.   d^z       _    d^z  _  d^z 

ôx^  dx  dy  dy^ 

fi-  fis, 

^D^-4-E^-f-F^-i-G  =  o. 
dx  dy 

1°  Je  vais  exprimer  qu'elle  admet,  en  même  temps 
que  la  solution 

toutes  les  solutions  comprises  dans  la  formule 

-1  =  ?(^',  y)» 

où  j;'==x — A  et  y=J  —  ^,  y^  étant   une   constante 
quelconque.  Remarquons  pour  cela  que 

dx^  dy^  "  dx'^  dy'^  ' 

Je  puis  donc,  pour  exprimer  que  Zt  est  solution  de 
1  équation  (3),  me  borner  à  remplacer  dans  cette  équa- 
tion .r  ])ar  A-j-x',  y  par  )v-|-y',  effacer  les  accents 
donnés  aux  variables  et  l'indice  de  S|,  et  exprimer  que 
l'équation  ainsi  obtenue  admet  les  mêmes  solutions  que 
réquation  (3).  Désignons  par  A',  B',  C,  ...  ce  que  de- 
viennent les  coefficients  A,  B,  C,  . . .  quand  on  y  rem- 
place X  par  X  -4-  j:  cl  y  par  X  H- X-  La  nouvelle  équation 
sera 

,  ,^  }         dx^  dx  dy  dy* 

,  dz        ^,  dz 
dx  dy 

Pour  que  celte  équation  ait  les  mêmes  solutions  que 


I       ^  D'  ~  -+-  E'  ^  -^  V'z  ^-  G'=  o. 
\  dx  dy 
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.  (  51:  ) 

Téqualioii  (3),  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  coefficients 
soient  proportionnels^  nous  laissons  de  coté  le  cas  où  la 
solution  d'où  Ton  part  serait  fonction  de  jc — y  seule- 
ment, ce  qui  peut  arriver  pour  un  groupe  de  solutions, 
mais  non  pour  toutes  les  solutions  de  Téquation  (3).  On 
aura  donc 


B'        B 

G' 

C 

I)' 

D 

V  -  Â' 

A'  ' 

=  Â' 

A 

"  A 

Je  dis  qu'il  en  résulte  que  tous  les  quotients  -  »  -^»  ••• 
sont  des  fonctions  de  .r  — y.  Posons  en  cHer 

1^ 

on  devra  avoir 

ou,  en  supposant  que  la  fonction  f{'TCyj)  soit  dévelop- 
pable  par  la  formule  de  Taylor, 

Celte  égalité  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X,  il  en  résulte 


àf       ^ 


et,  par  suite, 


df  =  -;-  <lr  -u  -1^  dy  =r=  -L  { dx  —  dy)=  --^  d{.r  —  r): 

f{x.y)  est  donc  bien  une  fonction  dex  —  r. 

2"  Nous  pouvons  donc  supposer  que  les  coefficients 
A,  B,  C,  .  . .  de  l'équation  (3)  sont  tous  des  fonctions 
de  X  — y.  Je  vais  exprimer  que  cettcî  équation  admet,  en 
même  temps  que  la  solution 

5  =  ^(.r.  r). 
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(  548  )  . 
toutes  les  solutions  contenues  dans  la  formule 

Zi=o{ax,  ay), 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire.  Nous  poserons 

encore 

x'  =  ax, 

y=ay. 
jNous  aurons  iri 

ôx'^ôy^  ~"  ôx''^dy^ 

On  en  conclut,  par  un  raisonnement  analogue  au  pré- 
cédent, que  les  deux  équations  suivantes  devront  être 
vérifiées  en  même  temps 

^  d^z       ^    d^z         ^d^z       ^dz        ^âz        „  ^ 

âx*  ox  oy  oy^  ôx  à  y 

rt»A'— -  4-a«B'  - — -  4-aîG'  -r— _ 
ôx^  Ox  Oy  oy^ 

-î-aD'^H-a'E'^  -f- F'5  H- G'  =  o, 
Ox  Oy 

en   désignant   par  A',  I¥,  C,  ...  les  valeurs  prises  par 
les  fonctions  A,  B,  C,  ...  quand  on  y  remplace  x  et  j^ 

X  Y 

par  -  et  —  • 

On  déduit  de  là 

ABC 

A'    "  B'  ~  g' 

A.  -  i^  -   '^ 
a  A'  ~  \y  ~  Ë' 

y    _  J^  _  G 

ai. M         F'  ~  (/■ 


Posons 
et,  par  suite, 


■K--.v)=y 


*(^)=r- 


\ 

I 

1 
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Nous  devons  avoir,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée 
à  a^ 

Il  faut  donc  que  ^  l- — —j  soît  indépendante  de  a, 

c'est-à-dîre  constante. 
Soit  de  même 

on  devra  avoir 
Faisons 


il  vient 


I  k 


x—y  JL  —y 

De  même, 


A       x—y 

F  C 

Un  raisonnement  analogue  montre  que  t  ^^  T  ^^'"^ 

des  fonctions  de  la  forme  . ^  :  l'équation  proposée 

devient  donc 

dx^  dxôy  ~^      ây"^        x — y  âx 

E       àz^  F  G 

^  —  yày        (x—y)^  {x—y)^ 

les  lettres  A,  B,  C,  ...  désignent  maintenant  des  quan- 
tités constantes. 

3°  Je  vais  enfin  exprimer  que  l'équation  ci-dessus 
admet,  avec  la  solution 

z  =  o(x,y), 
la  solution 

-i  =  -^'^>"^>i(j,'  7.)' 
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Posons  encore 


I          , 

I 

-    =  JT  , 

-  =  V  j 

JT                ' 

y    ^ 

nous  aurons 

^  =  X-';rAj.A'-i o,(x\  y) - xf^y^'-^  ^1 , 

()x^  -^     dx'^  . 

+  (2  -  ik)xk-^yf^'  ^^  +  x-(A-  -  i)x*-»^A>,(:r',  /), 

L  =  a:A"-î  yAr'— î  '  ' 

dx  dy  -^  àx'  dy' 

-h  (a  —  '?.k')x^y^'-^  ^^]  -h  k'(k'—  i)x'^y^'-*Oi(x\y}. 

Portons  ces  valeurs  dans  réquatiou  proposée,  écrivons 

-,  et  —,  au  lieu  ile  x  et  de  r,  eii'acons  les  accents  et  écri- 

X        y  »/  7  . 

vous  z  au  lieu  de  cp,  ;  nous  obtenons  la  nouvelle  équa> 


tion 


f)x^  *  àx  ây 

(fi  i  .r  — 


(iyi        '     '  (^  — V)* 

Cette  é(|uation  doit  admettre  les  mûmes  solutions  qui' 
la  proposée  ;  il  faut  donc  que 

Ax'*-^'y-^'  _  hx^-^'Y^-^'  _  C.r-*r*-^'  _        _  Gx^-r^ 
a"         "  H  ~         (j  " ""IT"  ' 

Ces  quatre  rapports  ne  peuvent  être  égaux  sans  que 
trois  des  quatn^   coefficients  soii^nt  nuls  :     d'où   deux 
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hypothèses  possibles,  puisqu'on  ne  peut  évidemment 
annuler  en  même  temps  A,  B  et  C. 

1°  B=C  =  G=o,  A  =  i. 

L'équation  transformée  ne  peut  dans  ce  cas  être  iden- 
tifiée avec  l'équation  proposée. 

a»  A  =  C  =  G  =  o,  B=i. 

L'équation  transformée  devient 

a-î-A- yî-A'  .^.^     ^  /    ^ ^'^l^kyl-k'  ) 

•^  dxdjr        \         x—y  ^        }  dx 


V      x^y  -^        /. 


dz 
ày 

(x—y)^  x—y 

Ek'x^-f^y^-f^' 


x—y 


■kk'x^-f^y^-f^  =  o. 


En  l'identifiant  avec  Téquation  (5),  nous  obtenons 
les  trois  identités  suivantes  : 


D  Do: 


X  — 

y 

y{^- 

y) 

-k'y-\ 

E 

y 

Kv 

■  k  /— » 

X  — 

X{X- 

y) 

P 

Vxky 

k' 

AI) 

^^—yl^     K^'—yf     yk^—y)     x{x-~y)~^     ^  *• 

On  déduit  de  là 


ou 

k'  =  D  =  o, 
-  X  =  E  =  o, 
V  indélonniné. 
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d'où  les  deux  équations 

â^z  k'      dz  k       àz  _ 

dx  dy       X — y  dx       x  —  y  ày  "^ 

ou 

d^z  F 


dxày       {x—y)^ 

La  dernière  équation  se  déduit  de  la  précédente  si  Ton 
y  suppose  kzzzk  (voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
des  surfaces,  t.  II,  p.  56).  Ou  trouve  donc  dans  tous 
les  cas  une  équation  d'Euler  et  de  Poisson,     c.  q.  f.  d. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  AUXQUELLES  CONDUIT  LE  PROBLEME 
DE  LA  DIVISION  DES  ARCS  EN  TRIGONOMÉTRIE; 

Par  m.  Cu.  BIEHLER. 


1 .  Nous  nous  proposons  de  démontrer,  par  voie  pure- 
ment analytique,  la  réalité  de  toutes  les  racines    des 

quatre  équations  dont  dépendent  cos  —  et  sin  —  quand 
cosa  ou  sin  a  sont  donnés. 

Nous  ferons  usage,  pour  cela,  de  la  proposition  sui- 
vante : 

L'équation  de  degré  m 
a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  i   et 


Cette  propriété  résulte  immédiatement  de   la   rela- 
tion 

V,„  —  2x\fn-\  -t-  V„,_,  =  O, 
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cpii  lie  trois  fonctions  V;  elle  montre  que  la  suite  V;„, 
V;„_,,...,Vo    constitue  une   suîte   de    Sturm;    pour 
x  =  —  I ,  cette  suîte  ne  présente  que  des  variations,  cl, 
pour  x  =  + 1  )  que  des  permanences. 

Cela  posé,  étudions  Téquation  qui  donne  cos  — ,  quand 


a 
m 
on  connaît  cos  a. 


I.  —  Equation  qui  donne  cos—?  étant  donné  cos  a. 


m 


%  Nous  partirons,  pour  la  former,  de  la  relation 

(a        ,  .    a  N*»      /        a        ,  .    a  X*» 
cos h  t  sin  ~  )    -f-  (  cos i  sm  —  )    • 
m              m/         \       m  mj 

En  posant 

cosa  =  A,         cos--=ar, 
m 

elle  devient 

2  A  =  (ar  H- v/;ï^i"=7)'" -t- ( a:  — /irZr, )'« 

OU  bien 

V^— 2A  =0. 

Soit  0(x)  le  premier  membre  de  cette  équation 
<ï>(a7)=V,n-2A, 
d*où,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

*'(rr)=V;„. 

Désignons  par  ttf,  a2,  . .  . ,  a^  les  m  racines  réelles  et 
inégales  de  Téquation  Ym=  o  et  par  6|,  6f,  . . .,  &m-i 
les  m  —  î  racines  de  l'équation  dérivée  \'„^  =  o  •,  ces 
racines  sont  aussi  réelles  et  nous  les  supposerons  rangées 
dans  Tordre  croissant  de  grandeur.  Nous  allons  établir 
que  ces  quantités,  qui  sont  aussi  les  racines  de  0'(  j:)  =  o, 
substituées  dans  0(.r),  donnent  des  résultats  alternati- 
vement de  signes  contraires;  d'après  un  théorème,  con- 
séquence du  théorème  de  RoUe,  on  aura  ainsi  établi  que 
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toutes  les  racines  du  l'équation  4>(x):=o  sont  réelles 
et  inégales. 
De  l'égalité 

on  tire 

Si  donc  6  est  l'une  quelconque  des  racines  de  V^,^  =  o, 
on  aura 

ou  bien,  en  ajoutant, 


V,,(6)=2(6+v/ê^-,r. 
Or  la  première  égalité  donne  aussi 


(6  +  v/^._i)î-_,  =  o, 
à  cause  de  la  relation 


6_/g2_,=. 


par  suite, 

(6_H/gnr7y»  =  ±i 

et 

Or  les  quantités  Y,„(gi),  V,„(62),  .  .  . ,  V,„(6,tt_«  ), 
d'après  le  théorème  de  Rolle,  ne  présentent  que  des  va- 
riations; mais  V,„=  o  a  une  seule  racine  entre  —  i  et  6|  : 
c'est  la  racine  que  nous  avons  désignée  par  ai  ;  par  suite, 

V,„(-I),       V,„(5i),       \,n{^,),       ....       V,,,(<5  ,„_.,).       V,„(-4-I> 

ont  les  signes  de 

f— i)'",     (— iV«-i.     (      iK«    2 (—1),     -f-i. 
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On  a  donc 


V„(-.)=i(- 

•  )«., 

V™(6,)  =a(- 

,)«-. 

, 

V,„(6,)  =  a(- 

,)«-j 

» 

V,„(-+-i)=2; 

*(-i)    =a[(-i)"     - 

AJ, 

*(6,)       =.4(_, )».-!_ 

A], 

par  suite, 


*(6,„_,)=2[(-i)       -A], 
<l>(-+.i)     =2[(-+-l)        —A]. 

A  étant  un  valeur  absolue  plus  petit  que  i,  les  seconds 
membres  u'oilienl que  des  variations;  par  suite,  Téqua- 
lion  4>(x)=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  la  première 
et  la  dernière  des  égalités  nionti*ent  de  plus  que  toutes 
CCS  racines  sont  comprises  entre  —  i  et  -+-  i . 

3.  Clierclions  maintenant  à  quelle  condition  doit  sa- 
tisfaire la  quantité  Â  pour  que  Téquation  4>(x)£=<» 
ait  une  racine  double.  Il  faut  pour  cela  que  4>(x)=  o 
et  ^(x)  =  o  admettent  une  racine  commune.  Soit  a 
cette  racine,  on  devra  avoir 

(  a  -4-  Z^^^^^^iY"  -U-  v/a^~^)'"  -  o  ; 

cl*oii  Ton  lire 


Mais  la  seconde  équation  nous  donne 
d'où 
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Il   faut    donc    que     A  =  ±  i    pour    que    rëquation 
{x)=  o  ait  une  racine  double. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante,  car  alors 

Si  m  est  pair. 

Si  A  =  i,  la  quantité  entre  parenthèses  est  de  la 
forme 

cp(j:)  étant  un  polynôme  entier  en  x\  par  suite, 

<ï>(a;)  =  (a7*  —  i)<p(ir)»; 

toutes  les  racines  de  ^(x)  ==  o  sont  donc  doubles,  excepté 
les  racines  —  i  et  H-  i . 

Si  A  =  —  1 ,  la  quantité  entre  parenthèses  est  un  po- 
lynôme entier  de  degré  —  ;  par  suite,  toutes  les  racines 
sont  doubles. 

Si  m  est  impair,  nous  voyons  que  les  racines  6|, 
62,  ...,  6m-i  de  l'équation  dérivée  4>'(x)=o,  prises 
de  deux  en  deux,  annulent  ^(x),  car  nous  avons  trouvé 
les  formules  générales 

*(-!)     =a[(-i)'«     -A], 
*(6,)      =2[(-i)'«-i-A], 


4>(6;„_0=2[(--i)       ~A], 

*(+!)      =2[(-^l)  -A]. 

Ces  égalités  nous  montrent  que,  si  A  =  i, 

*(6i)=o,        *(63)=o,        *(5„i_2)=o,        <^(I)  =  o; 

los  — J~    racines  6»,  63,  .  .  .,  S,„_n  do  Téquation  dérivée 
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satisfont  donc  à  l'équation  <ï>(j?)  =  o;  par  suite,  4>(j:)=:  o 

admet  les  racines  doubles  6|,  6s,  . . . ,  6//t_2  <-*t  la 

racine  i  qui  est  simple. 

Si 

A=  — I,        *(— i)=o, 

*(6,)=  o,        *(6,)=  o,        <^(6;„-,)=  o, 

les  racines  6,,  6»,  . . . ,  ê^-i  sont  donc  racines  doubles; 
de  plus,  —  I  est  racine  simple  de  Téqualion  $(a:)  =  o. 


II.  —  Équation  qui  donne  cos— i  étant  donné  sina. 


4.  Cette  équation  se  déduit  immédiatement  de  la  for- 
mule 

(a        ..aX*»      /        a        .,a\'» 
cos hism  — J    — (  cos tsin—  )    • 
m               mj         \       m  mj 

Elle  devient,  en  posant  sina  =  B, 

a 

cos  --    =  J7, 

m 

2»B  =(arH-v/^»:r7)'"_(x— /i^^:^)'" 

ou 

2iB  =  , ^ 

Vin  /x'  —  I  —  amiB  =  o. 

Cette  équation  est  irrationnelle;  Téquation  rendue 
rationnelle  est  donc 

V;j|(i— a-»)— 4m«B«=o. 

Soit  W(x)  le  premier  membre  de  cette  équation, 

\l'(:r)=  V;î(i  — a:»)— 4m»B2. 

Nous  allons  démontrer  que  ^r(x)=  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 
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Formons  pour  cela  la  dérivée  W^{x) 

r(T)=2v;«v;,(i-r«)-2a;v;j 

ou 

V'(^)='A';/i[V;.(i-a:»)-arV;«]. 

Or  oïl  sait  que  le  polvnônie  V^  satisfait  à  Téqualion 
clifTérenticlIe 

(I  -  ar»)  V'^  -  :r  V;„  -t-  m»  V,„  =  o  ; 

par  conséquent, 

et,  par  suite^ 

Les  2rn  —  i  racines  de  Téqualion  T'(ar)=  o,  rangées 
dans  Tordre  croissant,  sont  donc 

Or  les  quantités  S  substituées  dans  le  premier  membre 
de  Téqnatiou  W(x)=z  o  donnent  toutes  —  4  /w^B'^,  par 
conséquent  un  résultat  négatif. 

Pour  établir  que  toutes  les  racines  deW(x)=  o  sont 
réelles,  ilsuflitde  démontrer  que  les  quantités  a,  racines 
de  V;,4=  o,  rendent  ^r(j::)  positif. 

Soit  a  Tune  quelconque  des  racines  a,,  as,  . .  . ,  a^  ; 

cï>(a)=V;2(a)(i--aâ)-    im^HK 
Or 

m  /         \         T  / 

o=(ct-^/ï^~~i;r-*-(a-/ï^~;)'"; 

d'où 

■  y'"/j'y.^^=,(a+v/inr7)"': 

par  suite, 
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Mais  ridenlité 

nous  montre  que 

(at-4-v/^^«^)*'"-M=o; 
d*où 

V',?,(a)(a«-i)  =  -4m«, 
ou  enfin 

(i-«»)Vg!(a)=4m». 

^''(a)  a  donc  pour  valeur 

^■(a)=4m»— 4mïB«=  ^mï(i  — B«): 

T(a)  est  par  suite  positif. 

Les  racines  de  l'équation  ^'"(a:)  =  o  sont  donc  toutes 
réelles  et  donnent,  quand  on  les  substitue  par  ordre  de 
grandeur  dans  W(x)^  des  résultats  alternativement  de 
signes  contraires;  on  en  conclut  que  toutes  les  racines 
de  M'(x)=  o  sont  réelles  et  inégales. 

5.  Cherchons  la  condition  que  doit  remplir  B  pour 
que  l'équation  W(x)=  o  ait  une  racine  double. 
JVous  avons  trouvé  Texpression  de  V(.r), 

Si  c'est  une  racine  6  de  Téquation  W(x)=  o  qui  ap- 
partient fi  ^*(x)  =  o,  on  devra  avoir  B  =  o;  par  suite, 
W(x)  se  réduit  à 

toutes  les  racines  61,  62»  •  •  •  1  ^m-i  sont  doubles  et  l'é- 
quation admet  deux  autres  racines  qui  sont  h-  1  et  —  i . 
Si  c*est,  au  contraire,  une  racine  a  de  Ym=  o  qui  sa- 
tisfait à  T{x)  =  o,  on  aura 

.j,/IJ^(a-^v/^'3-,r_(a-v/:t^:ir,)'": 
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d'où 

Mais  on  a  aussi 

par  suite, 

B«=i        ou        B==hi. 

Supposons  B^  =  I  et  formons  dans  ce  cas  la  fonction 

V(^)=V;j[(i-rr2)-4/nî 
ou 

on  peut  écrire  cette  équation 

et,  si  l'on  remplace 

m 
par  sa  valeur  qui  est 

(a:  -h  v/ïï^=7)"'  —  {x  —  ^^5"=^)'", 
il  viendra 

X  [(a^  -t-/;?^)"'  — (a:  — v/x»^)'"-i-aO 


ou 


[(x  -H  t/j«— i)*"'+at(a:-Hv/^'""^)'"  — i]i 


Digitized  byCjOOQlC 


(  i«'  ) 

ce  qui  peut  s'éirire  encore 


ou 


ou  enfin 


On  voit  donc  (jue,  dans  le  cas  où  11-^=1,  toutes  les 
racines  de  l'équation  ^P*(j:)=  o  sont  doubles  et  égales 
aux  racines  a  de  Téquation  V,«=  o. 

III.  —  Eqcation  qui  donne  sîn  —  >  étant  noNKit  cosr/. 

6.  L'équation  qui  donne  sin  —  quand  cosa  est  donné 
se  déduit  de  la  formule 

(a        .   .     a  \  '"       /        a         .   .     «  \  "* 
cos h  i  sin  —  )     -h  (  cos i  sin  —  )    • 
m               m/          \        m  mj 

Soit,  comme  précédemment, 

.  .     a 

cosa  —  A,         sin —  —  a™: 


m 


réqualion  précédente  devient 


Soit 
Ann,  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  VHI  (Décembre  1889).       36 
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Si  m  est  pair, 

U;,,  =  (-i)T[(:r+/5ïii"i)'»+(^-v/ir:rT)'»] 

ou 

m 

U,„  =  (-i)"«V,«. 

L'équation 

U;„  — aA  =  o 

devient  donc  dans  ce  cas 

(-i)*V„.-aA  =  o 
ou 

C'est  l'équation  4>(x)=  o  traitée  tout  d'abord. 
Si  m  est  impair, 

ce  qui  donne  pour  l'équation  cherchée 

{x  -^ /^î^)'"  — (;r  —  /j-»— i)'"—  2  A  *"»  =  o 
OU 


V',„  /ar*—  I  —  2  m  A  t"»  =  o, 
V;„v/i^^«— 2m(--i)    «    A  =  o, 
qui  fournit  l'équation  rationnelle  de  degré  2m 

qui  a  été  étudiée  en  second  lieu. 


IV.   —  Étant  donné  sin  a,  trouver  sîn  — • 

m 


7.  Si  l'on  pose 


sina  =  B,         sin —  =  a™, 
m 
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réqualioii  dont  dépoiid  siii  —  esl 

Si  tn  esl  pair,  olU'  devinit 

«I 

2tB=[(^-hv/.r2-r)'"  — (.r  — /ri'^'"](— i)T 

OU 

ou  rniln 

V;;/i  — jr2)-4/w«B«^o, 

équation  qui  a  été  étudier. 
Sî  m  t\st  impair, 

UlB:r-[(T-H/r^"3Ty"^(^-v/^^*^!r^ 

on 

ou  enfin 

m  -  I 
V,„-->(— I)    *     B  =  o, 

qui  n'est  autre  que  la  première. 

Les  conditions  dans  lesquelles  ces  équations  admet- 
tent des  racines  multiples  sont  donc  les  mêmes  que  celles 
quî  ont  été  trouvées  dans  les  deux  premiers  cas. 
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CALCUL  DE  LA  CAPACITÉ  ÉLECTROSTATIOIIE  DE  DEUX  FILS 
TÉLÉGRAPHIQUES  PARALLÈLES; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Nous  calculerons  celle  capacilé  pour  Tunilé  de  lon- 
gueur. Le  problème  est  donc  ramené  à  un  problème  de 
Géométrie  plane,  car  on  peut  faire  abstraction  dans  le 
calcul  de  la  dimension  parallèle  à  Taxe  des  fils. 

Formons  d'abord  Téquation  de  Laplace  en  coor- 
données bipolaires.  Nous  exprimerons  que  le  flux  de 
force  total  qui  sort  d'un  élément  de  surface  est  nul.  Cet 
élément  de  surface  sera  le  petit  parallélogramme  compris 
entre  les  quatre  cercles  décrits  des  pôles  O  et  O'  respec- 
tivement avec  les  rayons  r,  r  -|-  f/r,  /,  /'-h  di^.  Soient 
donc 

O  et  O'  les  deux  pôles  5 

a  leur  distance  ; 

<p,  9,  6'  les  angles  du  triangle  qui  a  pour  côtés  /i,  /•',  /•,  et 

respectivement  opposés  à  ces  côtés; 
«nfin  V  le  potentiel. 

L'un  des  côtés  du  parallélogramme  élémentaire  a 
pour  longueur 

^  ^' 
r  — :  ar  . 

Or 
La  force  normale  à  ce  côté  a  pour  intensité 
^V       c^V       r^V 
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En 

tenant  compte  des  relations 

r'*— r*-|-o*  —  nar  coih, 

r            r' 
sine'  -  sine  "" 

a 
sinop 

ou 

voit  que 

le  flux  de  force  qui 

traverse 

ce  côté 

a  pour 

expression 

'   dr: 

sincp 

Le  flux  qui  traverse  dans  le  même  sens  le  côté  op- 
posé a  pour  valeur  l'expression  précédente,  augmentée 
de  sa  différentielle  relative  à  un  accroissement  de  r  égal 
à  dr. 

Or  la  relation 

a*=  r'-4-  r'*—  'xrr'  coscp, 
différeniiée  par  rapport  à  /'  et  (p,  puis  z"'  et  ç,  donne 

df^       r'  coscp  —  r  do        r  costp  —  r' 

dr  rr'sincp  dr'  ~~      rr' sinç 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la  diflé- 
rentielle  du  flux  précédent,  et  sommant  les  flux  qui  tra- 
versent les  quatre  côtés  du  parallélogramme  élémen- 
taire, on  trouve,  pour  Téquation  de  Laplace,  au  facteur 

dr  dr' 

—. près, 

smç    *        ' 

a»V        d»V  d«V    r»-f-r'»— a*        i  d\         i    d\ 

ôr^         or*  ârôr  irr  r  or        r    or 

Posons  V=/(/i). 
Pour  u  --  r,  on  a 

V  =  Alogr-r-B. 

Pour  u  —-  r^  —  /''2,  on  a 

V  =  A(/'2-7-'2)4-B. 
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Pour  II  =  r  -\-  /•',  ou  a 

V  =  A  log(w  -h  /w^—a»)  -f-  B. 

Ou  obtient  ainsi  les  solutions  qui  répondent  a  des 
cylindres  circulaires  concentriques,  à  des  plans  paral- 
lèles, h  des  cylindres  houiofocaux. 

Nous  allons  employer  la  solution  V=  Alog— ,  H-  B. 


Soient 


A,  B,  R,  R',  d  les  centres,  les  rayous,  la  distance  des 
centres  des  deux  ccTcles  de  section  droite  par  un  même 
plan  des  deux  tils  télégraphiques  parallèles; 

—  =  C|,  -  =  C2  les  équations  de  ces  deux  cercles; 

V,,  V-j  les  potentiels  des  deux  fîls^ 

<T  la  densité  en  un  point  M   de  Tun  des   (ils,  A  par 

exemple; 
(In  l'élément  de  normale  extérieure  en  M; 
0  l'angle  M AOî 
•},  y  les  angles  de  dn  avec  OM  et  MO'. 

On  aura 

et,  d'après  Téquation  de  Coulomb, 

d\  _       d\  dr        â\  çlr' 


dn  àr  dn       dr   dn 


ou 


_  I    Vi  —  V2  /cos'J;        cos<];'\ 

La  quantité  d'électricité  répartie  sur  l'unité  de  lon- 
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gucurdu  cylindre  A  a  pour  expression 


Or  on  a 


0 


Rrfecosii^  _  r^""  Ré^cosy 


/•'^RrfecosiL  r 


=  o. 


En  elleL,  — ^  est  Tangle  sous  lequel  on  voit  du 

point  O  l'éléraent  Rrf6.  Comme  le  point  O  est  inté- 
rieur au  cercle,  la  somme  de  ces  angles  est  27î. 

De  même, r-^-^  est  l'angle  sous  lequel  on  voit  du 

point  (y  rélément  R  r/6.  Comme  les  éléments  du  cercle 
se  masquent  Tun  l'autre,  O'  étant  extérieur,  la  somme  de 
ces  angles  est  nulle. 
Donc  il  vient 

Or,  si  Ton  peut  supposer  les  diamètres  des  fils  infi- 
niment petits  par  rapport  à  leur  distance,  on  voit  que 

Ton  a 

R  ^        a 

—  i 
a 


a  =  dj         Cl  =  —  >  Gj  =  -^j 


et  la  capacité  par  unité  de  longueur  est  alors 


1       ^* 
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\m  APPLICATION  DES  GOORDO:VXÉES  PARALLÈLES; 

Par  m.  m.  d  OCAGNE. 


Au  cours  de  ses  iutéressantes  recherches  géométriques 
sur  les  figures  imaginaires,  M.  Tarry  a  rencontré  le 
théorème  suivant  : 

Si  les  sommets  M  et  N  dUin  triangle  M>'P  de  simili^ 
tude  constante,  dont  le  côté  MN  enveloppe  une  courbe 
de  classent^  décrispent  deux  droites  parallèles,  le  som- 
met P  décrit  une  courbe  d'ordre  m. 

M.  Tarry,  en  nous  communiquant  ce  théorème  qu'il 
a  obtenu  par  voie  synthétique,  ajoutait  que  sa  démons- 
tration analytique  devait  sans  doute  se  prêter  à  Temploi 
de  nos  coordonnées  parallèles. 

Nous  allons  faire  voir,  en  eil'et,  que  cette  démonstra- 
tion s'obtient  très  simplement  par  l'emploi  combiné  des 
coordonnées  parallèle!  de  droites  et  des  coordonnées  pa- 
rallèles de  points  pour  la  définition  et  les  propriétés  des- 
quelles nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  que 
nous  leur  avons  consacrés  (*). 

D'ailleurs  la  solution  analytique  a  cet  avantage  sur 
la  solution  géométrique  que  non  seulement  elle  faitcon- 


(»)  Pour  les  coordonnées  parallèles  de  droites^  voir  :  Etude  de 
deux  systèmes  simples  de  coordonnées  tangentielles  {Nous^elles 
Annales,  1884  et  i885)  ou  la  brochure  Coordonnées  parallèles  et 
axiales  (Gaulliicr-Villars,  i885),  dont  ce  Mémoire  a  fourni  la  ma- 
jeure partie. 

Pour  les  coordonnées  parallèles  de  points  :  .\ouvellcs  Annales, 
1887:  p.  ',93. 
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naître  Tordre  de  la  transformée,  mais  qu'elle  détermine 
complètement  celle-ci. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  ici 
est  le  suivant  : 

Les  sommets  M  et  K  d^un  triangle  MKP  de  simili- 
tude constante  décrispent  deux  droites  parallèles,  Con- 
naissant  V env^eloppe d u  côté^VSj  trouver  le  lieu  décrit 
par  le  sommet  P. 

Appelons  A  m  et  Bi^  les  droites  parallèles  décrites  par 
les  sommets  M  et  N.  Mous  les  prendrons  pour  axes  de 
coordonnées  en  supposant  Taxe  AB  des  origines  perpen- 
diculaire à  leur  direction  commune. 

Soient  alors  u  et  v  les  coordonnées  parallèles  de  la 
droite  MN,  p  gI  q  celles  du  point  P.  Celles  du  côté  MP 
étant  u  et  i^',  celles  du  côté  NP,  li'  et  v^  on  a,  puisque 
le  point  P  est  à  la  rencontre  de  ces  droites, 


d'où 


pu 

l  -h 

q^  =  1, 

pu  -\- 

qv  -^\, 

v' 

=r  : 

\—  pu 
<7 

u' 

^    ■ 

X-qv^ 

p 

Dès  lors,  si  h  est  la  tangente  de  Tanglc  constaut  NMP, 
on  a,  diaprés  la  formule  (2)  de  notre  premier  Mé- 
moire (  '  ),  en  posant  AB  =  rf,  ^ 


4— (^-)] 


(  '  )  A'ouvelies  Annales,  1 88^  ;  p .  4 1  ^  • 
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ou 

d{  pu  H-  «/r  —  i) 


(!)■  h= 


d*ff  -{-(v—  u)[i—{p'hq)u] 


De  mùine,  A  étant  la  tangente  de  Tangle  constant 
MNP, 

d^p-+-(v—  u)[-~i-^-(/}-^  q)v\ 

De  (i)  et  (2)  il  faut  tirer  u  et  v  en  fonction  de  p  elq. 
A  cet  elïet,  posons 

(3)  pu  -k-  qv  —  I  =  £, 

(4)  V  —  M  =  T,, 

ce  qui  donne 

('))  (/?-|-9f)W~l  =  £  —  ÇTT,, 

(6)  {p-^q)V '=   £H-/>T,. 

Les  équations  (i)  cl  (2)  deviennenl  alors 

(7)  hqr^^— hzr,  ~  ds-^  hd^q  =  Of 

( 8 )  A'pT^^-+-  k ET^  -h  dz-h  k  d^p  =  o. 

Multiplions  la  première  par  —  kp^  la  seconde  par  hq^ 
et  faisons  la  somme  \  il  vient,  après  réduction  et  suppres- 
sion du  facteur  commun  s, 

hk{p  -^q)r^  -h{kp  -+-  hq)d  =  Oy 
d*oii 

(q)  d(kp^hq)^ 

^^^  '  hk{p-^q) 

Les  équations  (7)  et  (8)  additionnées  membre  à  membre 
donnent 

{kp  -H  hq)7^^  —  {h  —  k }r^z -h  d^{kp  -\-  hq)=^  o. 

Substituons  à  r,,  dans  celte  équation,  sa  valeur  (9); 
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nous  avons,  après  réduction, 

d(kp  -h  hqy-¥-  hk(h  —  k)(p-^q)z-h  dh^k^(p  -^gy-  =  o, 
d'où 

^'""^  ^-'^  kk{k-k){p^q) 

Porlant  les  valeurs  (9)  et  (10)  de  r,  et  s  dans  (5), 
on  a 

^  hk{k  —  h)(p-hq)-h  d{kp  -4-  hqY 
—  ^       "^  dh^k^ip  -H  y  )»  -4-  dq(k  —  h)  (kp  -h  hq  ) 
"~  hk(k—h)(p-hq)^ 

Rapprochons,  au  numérateur,  le  quatrième  terme  du 
second  et  remarquons  que 

(kp  -h  hq^-h  q{k  —  h)(kp  -h  hq)  =  {kp -h  hq)k{p  -+-  9 ). 

Nous  avons  alors 

_  h(k  —  h)->n  dikp  -\-  hq)-^  dh^k(p  -^  q) 
""^  hik  -h){p-+-~q) 

ou 

,                  dk(h^-hi)p-hdh(hk-hi)q  -¥-h(k  —  h) 
^")        "==  H(k-h)(p-^ç) 

De  même,  on  tire  de  (6) 

__  dkj  /ik-h\)p-h  dhik^^i)q  -\-  k(k~h) 
^'"'^        ''"  k{k-h){p~^q) 

Les  formules  (1  1)  et  (i?.)  résolvent  le  problème  que 
nous  avions  en  vue.  On  voit  que  ces  substitutions  faites 
dans  une  équation  algébrique  de  degré  /;i,  en  u  et  i^, 
donnent  une  équation  de  degré  m^  en  /;  et  q.  Donc  : 

L'ordre  du  lieu  décrit  par  le  sommet  P  est  égal  à  Iq, 
classe  de  la  courbe  enveloppée  par  le  côté  MN. 

En    particulier  :    si   le  côté  MN  pivote   autour  d'un 
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point  fixe,  le  sommet  P  décrit  une  droite,  si  le  càté  M> 
reste  tangent  à  une  conique,  le  sommet  P  décrit  une 
conique^  etc. 

On  peut  particulariser  le  problème  :  par  exemple,  en 

supposant  les  angles  en  M  et  en  N  tous  deux  égaux  à  -• 

Alors  A  =  —  I ,  Â=  I ,  et  les  formules  (i  i)  et  (i  2)  devien- 
nent 

1  —  dp  i  —  dq 

il  = y  V  = • 

p-^rq  p-^q 

Par  suite,  si  le  côté  MN  reste  langent  à  la  conique 
(i3)         Au2-f-aBat'-+-Ct'ïH-2Di/-4-2Ep-h  F  =0, 
le  sommet  P  décrit  la  conique 

(f4)         -+-(Crf«— 2Erf-+-F)f7«-f-2[(A-f-B)û?-(D-hE)]^ 
(  —  2[(B-+-G)rf-(D-^E)]^-4-A4-2B-hG  =  o. 

Quelle  est  la  condition  pour  que  cette  conique  soit  un 
cercle?  SI  nous  écrivons  Téqualion  (14) 

A>*-i-2B>^4-G'5rî4-2D'/î  -h2E'^-i-  F'=o, 

nous  savons  (  *  )  que  cette  condition  se  traduit  par  les 

relations 

A'-2B -i-G'=rf*F', 

D'-E'=o. 
Mais  ici 

A -4-  aB'^  G'=  rfi( A  —  2B  -h  G), 

D  — E'=  G -A, 

F=.:A  +  2B-hG. 


(•)  Nouvelles  Annales,  1887;  p.  498.  Il  faut  remarquer  que,  dans 
la  Note  que  nous  citons  ici,  nous  avons  pris  pour  unité  de  longueur 
la  demi-distance  des  origines,  ce  qui  modifie  légèrement  la  forme  des 
résultats. 
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On  doit  donc  avoir 

A  =  G        et         B  =  o, 

c'est-à-dire  que  l'équation  (r3)  doit  avoir  la  même 
forme  que  Téquation  générale  du  cercle  en  coordonnées 
rectangulaires.  Nous  avons  fait  voir  (')  qu'une  telle 
équation  représente  l'hyperbole  complémentaire  d'une 
hyperbole  tangente  aux  axes  Au  et  B{f. 

Donc,  lorsque  les  angles  M  et  N  sont  tous  deux  égaux 

à  -ri  la  condition  pour  que  le  lieu  du  sommet  P  soit  un 

cercle  est  que  l'enveloppe  du  côté^Ui  soit  une  hyper- 
bole dont  la  complémeîitaire  soit  tangente  aux  droites 
parallèles  décrites  par  les  sommets  M  et  N. 

Nous  pourrions  signaler  encore  bien  d'autres  cas  par- 
ticuliers dignes  d'intérêt^  nous  nous  bornerons  au  pré- 
cédent qui  fait  bien  ressortir  l'avantage,  pour  la  ques- 
tion qui  nous  occupe,  de  l'emploi  des  coordonnées 
parallèles. 


SUR  LES  SURFACES  DU  DEUXIEME  DEGRE; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  de  chercher 
les  conditions  nécessaires  et  suftisanles  pour  que  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  à  trois  variables  représente 
une  surface  du  second  ordre  d'une  nature  déterminée. 


(»)  N»  6(i  de  notre  premier  Mémoire  {Nouvelles  Annales,  i885; 

p.  121). 
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I.   —  Condition   pour  qik  l'éqlation  généiialf. 

DU    SECOND    DKGIIK    REPRÉSENTE    UN    CONE. 

Considëroiis  riiivariatit  de  la  foiiclioa  lioinogèiic  du 
second  degré  à  quatre  variables  .r,  r»  -»  f 


=  Ar«  -h  A' K«  -t-  A'^2  -h  •>  H  r-  -h  'i  \i'z.r  -h  a  ir.r  r 
à  savoir 


D/^ 


A 

B" 

B' 

C 

A  = 

B' 

A' 

B 

B 

A" 

C 

C 

C 

G" 

D 

On  a  idenliquiunent 

A 

B" 

B' 

ï^'. 

If  _ 

B'' 
B' 

A 

B 

B 

A" 

C 

C 

C" 

-iF; 

cl,  par  suite, 

A 

B" 

B 

IF' 

lt^  = 

H" 
B' 

A' 
B 

B 
A 

2  ^X 

ip' 

2  ^v 

iFi 

K(^, 

r 

,-s,0 

Si  Ton  fait,  dans  cette  identité,  f  =  i ,  F(x,  y,  z,  /)  de- 
vient le  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  que 
nous  désignerons  simplement  par  F,  et.  si  Ton  désigne, 
pour  abréger,  par  X,  Y,  Z  ce  que  deviennent  les  demi- 
dérivées  de  F  par  rapport  à  .r,j  ,3  ,  Tidentité  précédente 

devient 

A      B»    B'     X 

B'    A'     B      Y 

B'     B      A"    Z 

X      Y      Z      F 
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La  surface  conicjue  du  second  ordre  est  définie  par  la 
condition  que  son  centre  se  trouve  sur  la  surface.  Soient 
Xof  7o5  ^0  les  coordonnées  du  centre^  pour  ces  valeurs 

de  X,  j^,  z,  on  a 


X  =  o,         Y  =  o, 


F  =  o; 


le  second  membre  de  Tidentité  précédente  est  nul  pour 
ces  valeurs  :  on  a  donc 


A  =  o. 


La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante;  car,  si  elle  est 
remplie,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,  j  ,  z, 


on  en  déduit 


8F  = 


A  B"  B'  X 

B"  A'  B  Y 

B'  B  A'  Z 

X  Y  Z  F 

A  B"  B'  X 

B"  A'  B  Y 

B'  B  A"  Z 

X  Y  Z  o 


0  désignant  le  déterminant  du  troisième  oixlre 


A 

B" 

B' 

B' 

A' 

B 

B' 

B 

A' 

que  nous  supposons  diilérent  de  zéro. 

F  est  alors  une  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré des  fonctions  linéaires  X,  Y,  Z,  et,  comme  les 
plans  X=o,  Y  =  o,  Z  =  o  se  coupent  en  un  point 
unique^  Téquation  F  =  o  représente  un  cône. 
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II.  —  Conditions  pour  que  l'équatiojj  générale 

nu    SECOND    DEGRÉ    REPRÉSENTE    UN    CYLINDRE. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
Téquation  générale  du  second  degré  représente  un  cy- 
lindre sont 

A  —  o,        8  =  0. 

Elles  sont  nécessaires  ;  car,  si  l'équation  F  =  o  repré- 
sente un  cylindre,  la  surface  a  une  ligne  de  centres^  par 
suite,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  trois  dérivées  de  F  par  rapport  à  J^,j)',  z 

XXh-|jlYh-vZ  =  o; 

on  a  donc,  entre  les  quantités  X,  [jl,  v  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  les  quatre  relations 

B'X-+- A'|a-hB  V  ^o, 
^*^  j  B'X-+-B  fji-+-A'v=o, 

f  G  X-^-Oh-Cv^o; 

par  suite,  les  quatre  déterminants  du  troisième  ordre 
formés  avec  les  coefficients  de  ces  équations  prises  trois 
à  trois  sont  nuls. 

Nous  les  désignerons  par  0,  04,  o^,  03  ;  o  étant  l'inva- 
riant de  la  fonction  homogène  des  trois  variables  x,  j^,  z 
qui  figure  dans  F  et  ô,,  0,,  Oj  les  caractéristiques  du 
troisième  ordre  des  équations  X  =  o,Y  =  o,  Z=o. 

Si  la  surface  est  un  cylindre,  on  a  donc 

Or  3,  ô|,  82,  83  sont  les  coefficients  de  D,  C",  C,  C  dans 
le  développement  de  A  suivant  les  éléments  de  la  der- 
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nîère  colonne;  A  est  donc  nul;  par  suite,  les  conditions 
A  =  o,  8  =  0  sont  nécessaires. 

Ces  conditions  sont  suffisantes. 

En  elFet,  des  relations  A  =  o,  8  =  o  on  déduit 


A 

B' 

B' 

G 

B" 

A' 

B 

G' 

B' 

B 

A" 

G" 

G 

G' 

G' 

0 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  C,  C,  C  et 
de  la  forme 

aG«-+- a'G'«4- «"G'^H- a^GX'-h  2p'GG"4- 2?X'G  =  o; 

les  coefficients  a,  a',  a'',  p,  ^',  ^'^  sont  les  éléments  du 
déterminant  adjoint  de  8.  Or,  par  hypothèse,  8  =  0; 
par  suite,  les  mineurs  du  second  ordre  du  déuu^minant 
adjoint  sont  tous  nuls;  on  a  donc 

aa'— p=o,  «3  —  p'p''=o, 
a'a"— p»  =0,  a'p'  — p'?  =0, 
«"a  —  P'i^o,         a'P"— ??'   =0; 

ces  mineurs  étant  ceux  de  Tinvariant  de  la  fonction  ho- 
mogène en  C,  C,  C",  il  s^ensuit  que  cette  fonction  ho- 
mogène est  un  carré  parfait. 

Cette  fonction  est,  par  suite,  le  carré  de  Tune  quel- 
conque de  ses  dérivées  par  rapport  à  C,  C,  C;  la  fonc- 
tion étant  nulle,  les  trois  dérivées  sont  nulles;  on  a  donc 

a  G  H-  P''G'-hp'G"=o, 
P''C-ha'G'-+-3  G''=o, 
p'G-hp  G'-+-a'G''=o. 

Ces  trois  équations  ne  sont  autres  que  8|  =  o,  83  =  o, 
83=0;  les  quatre  équations  (a)  sont  donc  satisfaites 
Ann.  de  Afathémat.y  3«  série,  l.  VIII.  (Décembre  1889.)     87 
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pour  des  valeurs  de  X,  |jl,  v,  non  toutes  nulles^  par  suite, 
il  existe,  entre  les  dérivées  X,  Y,  Z,  la  relation  identique 

XX-+-  |jlYh-vZ  =  o; 

la  surface  est  donc  un  cylindre. 

IIL  —  Condition    pour  que  l'équation  généhale  du 

SECOND      DEGRÉ      REPRÉSENTE      UN      SYSTEME      DE      DEUX 
PLANS. 

11  faut  exprimer  d'abord  que  la  surface  est  un  cylindre, 

d'où 

1  =  0,       5  =  0; 

il  faut  ensuite  que  les  traces  de  ce  cylindre  sur  chacun 
des  trois  plans  de  coordonnées  soient  un  système  de  deux 
droites. 

On  obtient  ainsi  les  trois  relations 


A' 

B 

G' 

B 

A' 

C 

=  0, 

C 

C" 

D 

A 

B' 

C 

B' 

A" 

C 

r=0, 

C 

C 

D 

A 

B" 

C 

B' 

A' 

C 

C 

C 

D 

ce  que  Ton  peut  écrire  d'une  manière  plus  simple 


Los  conditions 


àX' 


OX' 


o, 


A  =  o,         0  —  o. 


i)X' 


c)X" 


sont  évidemment  suffisantes  pour  que  Téquation  F=:o 
représente  un  système  de  deux  plans. 

11  est  aisé  di»  monlrer  que  ces  conditions  se  ramènent 
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à  Irois  éqiinlioiis  distiiicU's 


dA 


<t\    '    0\'  "^  dV  ~  ^' 


Pour  If!  faire  voir,  nous  allons  établir  que,  sous  la  con- 
dition A  ==  o,  on  a,  entre  les  mineurs  do  A,  les  relations 


'A  /i    dA\« 


<^A    d  A 
dA"  d. 


à\       dA       dA 


rs  sont 


qui  montrent  que  les  trois  quantités  ^»  -r^,,  ^-^^ 

de  môme  signe  et,  par  suite,  sont  nulles  toutes  les  trois, 
lorsque  leur  somme  est  nulle. 

Soit  6   le  déterminant  adjoint  du  déterminant  A, 

<!\\st-ii-dire  le  déterminant  dont  les  éléments  sont  tt> 


5A''  ÔX"'  Jd'  i  5ÏÏ'    •"'  ^^'^  ''*'"*  désignerons,  pour 
abréger,  par  ri,  a',  /^i",  rf,  i,  i',  i'',  r,  c',  c";  on  aura 


e  = 


/^/  ^"  h'  r 

h'  a'  h  c 

b'  b  a"  c" 

c  c'  c"  d 


En  faisant  le  produit  de  B  par  le  déterminant  B|, 


e,- 


I  M         O  O 

()  I         O         O 

\V     W     A"     C^ 
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il  viendra 


ee,  = 


a  b"  h'  c 

b'  a'  b  c' 

o  o  A  o 

o  o  o  À 


OU 


comme  6  =  A',  Tégalité  précédente  devient 

A«e|=(aa'— ô'«)A« 
Ae,  =  (aa'—b"^). 
Si  donc  A  =  o,  on  aura 

aa'  —  i"*=  o. 


Or 


par  suite, 


'•=;§.^ 

dX  dX'        U  àW' 

)■="• 

On  établirait  de  la  niènie  manière  les  deux  autres  rela- 

01    dl     âl  .        .  . 

tioiis,  ce  qui  montre  que  jr  >  vp'  sr^  sont  de  même  signe, 

et,  par  suite,   si  leur  somme  est  nulle,  chacune  de  ces 
quantités  est  nulle. 

Toutefois,  pour  affirmer  que  les  trois  quantités  —  > 

TT-f»  TTi  sont  de  même  signe,  il  faut  que  les  trois  mi- 
neurs 


JÏÏ' 


àl 
OW' 


r)A 


ne  soient  pas  nuls  à  la  fois;  si  on  les  suppose  nuls,  deux 

1  ,    ,     dA      dA       d\  I,  .        , 

des  quantités  tt'  jv'  àP  ^^^^  nulles,  et,  par  suite,  la 

condition 

01         01         d\ 


0\        OX' 


0\ 


-n    =0 
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entraîne  la  nullité  des  trois  quantités 

0\         0\         dl 
ù\'     dX''     àX"' 

Remarquons  que  les  conditions  précédentes  entraînent 
la  nullité  de  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A. 


IV.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

nu    SECOND    DEGRÉ    REPRÉSENTE    UN    PARABOLOÏDE. 

On  sait  que  cette  condition  est 
8=0. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

V.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU  SECOND  degré  REPRÉSENTE  UN  CYLINDRE   PARABOLIQUE. 

Il  faut  et  il  suffît,  pour  cela,  que  la  fonction  homogène 
du  second  degré  aux  trois  variables  x,  y,  z  qui  figure 
dans  F  soit  un  carré  parfait.  On  sait  que  les  mineurs  du 
second  ordre  de  l'invariant  0  sont  nuls  dans  ce  cas,  et 
ces  conditions  sont  suffîsanles. 

Il  est  aisé  de  montrer  que  les  six  égalités  qu'on  obtient 
ainsi  peuvent  être  remplacées  par 

^  ÔQ         dù  do 


On  a  en  effet  les  identités 

c^o  do  / 1  ^8  \2^  ^^ 
ÔX  5Âr'""U  âW)  ~  *  ""' 
0^     do        (i   t)oy  __     , 

j^  j>o  _ /i  ^y_  .,. 
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fjui  nous  moiilreul  que  les  conditions 

^  do         ào  do 


enlrainciit 

ai 

di 

d3 

avec 

ai 

ai 

ai 

Les  deux  équations 

da      ;>$      do 
'  =  ^^      dÂ+dÂ'^dv  =  ^ 

équivalent  à  trois  conditions  distinctes  entre  les  coefQ- 
cîents. 


VI.  — !-  Condition  pour  que  l'équation   génkkale  du 

SECOND  DEGRÉ  REPRÉSENTE  UN  SYSTÈME  DE  DEUX  PLANS 
PARALLÈLES. 

11  faut  d'abord  que 

^  do  dô  d? 

car  Téquation  d'un  système  de  deux  plans  parallèles  est 
nécessairement  de  la  forme 

(ax  -^  bv-h  cjsy-h  2X(aa?-+-  by-h  04)  h-  jx  =  o, 

L'ensemble  homogène  des  termes  du  second  degré  est 
donc  un  carré  parfait.  Il  faut  exprimer  de  plus  que  les 
traces  de  la  surface  sur  les  plans  de  coordonnées  sont  un 
système  de  deux  droites  ;  il  faut  donc  ajouter  aux  condi- 
tions précédentes  les  conditions  nouvelles 

dA  dl  dA 

dTV  =  "'  dÂ'  ==  "'  dV  =  ^' 
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c}ui  i 

t;iilrainent 

0\ 

0\ 

=  o.  . 

II 

reste  à 

démontrer  (|ue 

les  eondilîons 

> 

0  = 

Oy 

â?j           ôo 

àx-="' 

0\ 

0\ 

sont  suflisantes.  Cela  est  évident,  car  si  les  deux  |)re«- 
mières  équations  sont  satisfaites,  la  surface  est  un  cy- 
lindre parabolique;  ces  conditions  entraînent  A  =  o; 
par  suite,  si 


les  trois  déterminants 


7)x^ 

dX' 

=  o, 

ants 

dl 

d\ 

dX 

5a' 

ôk" 

dk' 

sont  nuls^  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans  de 
coordonnées  sont  donc  des  systèmes  de  droites  parallèles. 
La  directrice  du  cylindre  parabolique  est  alors  un  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles  et  le  cylindre  se  réduit  à 
deux  plans  parallèles. 

Les  trois  équations  précédentes  équivalent  à.cinq  con- 
ditions distinctes. 


VII.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU  SECOND  DEGRÉ  REPRÉSENTE    UN  PLAN    DOUBLE. 


Il  faut  d'abord  que  les  trois  équations 


0  =  0, 


-h 

ÔX' 

-+- 

dX" 

= 

0, 

+ 

-f- 

OX" 

= 

f> 
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soienl  satisfaites;  il  faut  ensuite  exprimer  que  les  traces 
de  la  surface  sur  les  trois   plans  de  coordonnées  sont 
des  droites  doubles. 

Il  est  aisé  de  voir  <|u'aux  conditions  précédentes  il  faut 
ajouter 

=  o. 


dXd\'       dX'dV  âX'dX 

Pour  le  démontrer,  clierclions  la  trace  de  la  surface 
sur  le  plan  des  xy  ;  son  équation  est 

Xx^  -h  A>«  -+-  }.  B'xy  H-  VI  Cx  -+-  2  C>  -h  D  =  o  ; 

il  faut  exprimer  que  cette  équation  représente  une  droite 
double. 

Puisque  nous  avons  déjà  .^,  =  o,  cette  équation  re- 
présente un  système  de  deux  droites;  ces  deux  droites 
sont  parallèles  puisque  yr>  est  aussi  nul;  il  faut  enfin 

que  les  traces  de  ces  droites  sur  les  axes  soient  confon- 
dues pour  que  les  deux  droites  soient  elles-mêmes  con- 
fondues; on  a  ainsi 

G»-AD  =  o,        C'»~A'D=o, 

les  égalités  ne  sont  autres  que 

f)2A  f)il 


>f\'-à\'  =  "' 

âVâX 

Jais  si  la  sommes 

â^\ 

r)2A 

fKVO.V 

-h 

f^A''r^A 

nulle,  avec 

01 

— 

o. 

chacune  de  ces  (juantités  est  nulle. 
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Cela  résulte  en  effet  de  l'identité 


le  second  membre  étant  nul,  les  deux  quantités 

c>»A        ()»A 
dK'àM  dM'dk 

sont  de  même  signe,  et  par  suite,  si  leur  sommeest  nulle, 
chacune  de  ces  quantités  est  nulle,  et  cela  a  lieu  encore  si 

<^«A        .       , 
5ï  est  nul. 


Comme  on  en  dirait  autant  des  traces  de  la  surface  sur 
les  autres  plans.de  coordonnées,  les  trois  déterminants 

d«A        ()«A       ()«A 
oK'dS!  dS.dSr  J>Jïk 

sont  de  même  signe  et,  si  leur  somme  est  nulle,  chacun 
d'eux  est  nul  ^  la  propriété  précédente  subsiste  encore  si, 
dans  la  démonstration,  on  suppose  nuls  les  déterminants 

analogues  à  ttif^jt»;  la  condition 

d»A  r)ïA  c»2A 


entraine  donc  la  nullité  des  trois  déterminants. 

Les  conditions  précédentes  sont  évidemment  suffi- 
santes. 

Pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente un  plan  double,  il  faut  et  il  suffit  donc  que  l'on  ait 

r)A  ^)A  ()A 

D«A  D^A  d^A 


;)A  dM       àMùSr       i)SrdK 
Ces  équations  équivalent  à  six  conditions  distinctes. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  1590; 

Par  m.  le  Capitaine  BARISIEN. 


A  étant  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  D  par  rapport 
à  un  système  de  coniques  homofocales,  trouver  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  D  et  de  A,  lorsque  D  pivote 
autour  d'un  point  fixe,  (H.  Valdo.) 

1/equatioD  générale  d^un  système  de  coniques  homo- 
focales est 


Soit 

Téquation  de  la  droite  D. 

Cherchons  d'abord  le  lieu  A  des  pôles  de  la  droite  D. 
La  polaire  d'un  point  (X,  Y)  a  pour  équation 

Identifions  (2)  et  (3),  il  vient 
AX  =  a'-f-X, 

En  éliminant  X  entre  ces  deux  relations,  on  voit  que 
le  lieu  A  est  une  droite 

(4)  AX  — BY  =  a2-  ^5=r  rî, 

perpendiculaire  à  la  droite  D. 
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Sî  ladroile  D  pivote  autour  d*un  point  fixe  (a,  P),  on 
a  la  relation 

(5)  A?-f-Ha  =  AB. 

Pouravoir  le  lieu  (les  points  de  rencontre  de  D  et  de  A, 
il  faut  éliminer  A  et  R  entre  Téquation  (5)  et  les  deux 
suivantes 

(6)  A7H-Ba:=AB, 

(7)  A^-Bj^cV 

En  retranchant  (5)  et  (6),  on  a 

A(7  — p)-t-B(a7-a)  =  o. 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  (7),  on  en 
tire  A  et  B 

En  portant  ces  valeurs  de  A  et  Bdans  Téquation  (5), 
on  a  pour  l'équation  du  lieu 

(  ?  j- —  a^)[ar(^— a)  H-j^(7  —  p)] -h  c»(^  —  a)(r  —  P)  =  o. 

Cette  courbe  du  quatrième  degré  est  une  stroplioïde 
oblique  ayant  le  point  donné  pour  point  double  et  son 
asymptote  parallèle  à  la  ligne  joignant  ce  point  au 
centre  des  coniques. 

L'équation  de  cette  asymptote  est.  du  reste, 
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